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a  lungo  tempo  si  era  osservato  che  il  diamante,  il  topazio,  lo  sme- 
raldo, l'ametisto,  il  fosfuro  di  calcio  ed  altri  corpi  per  l'azione  della  luce 
solare  o  delle  scariche  elettriche  luminose  acquistano  la  proprietà  di  splen- 
dere nell'oscurità.  Al  presente  poi  sappiamo  che  quasi  tutti  i  corpi  solidi, 
tranne  i  metalli,  presentano  questa  specie  di  fosforescenza.  Inoltre  sappiamo 
che  molte  sostanze  anche  allo  stato  liquido,  come,  p.  e.  le  soluzióni  di 
solfato  di  chinina,  di  esculina,  di  clorofilla  ecc.,  quando  sono  illuminate 
dalle  radiazioni  solari  o  dall'arco  voltaico  emanano  una  luce  speciale  simile 
alla  luce  fosforica,  ma  fugace  per  modo  che  cessa  col  cessare  l'azione  del 
corpo  illuminante;  onde  questo  fenomeno,  che  Hauy  ed  altri  mineralogisti  ave- 
vano già  osservato  in  alcune  varietà  di  spato  fluore,  si  distinse  col  nome 
di  fluorescenza.  Quanto  alle  leggi  sperimentali  della  fosforescenza  e  della  fluo- 
rescenza prodotte  dalla  luce,  dopo  i  laboriosi  studi  di  Wilson,  Beccaria, 
Dufai,  Desseignes,  Herschell,  Brewster  ed  i  più  recenti  di  Becquerel,  di 
Stokes  e  di  altri  non  v'fe  cosa  da  aggiungere,  né  possono  immaginarsi  ap- 
parati di  più    squisita  sensibilità    di  quelli  che  hanno  servito  a  stabilirle. 
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Non  si  può  dire  lo  stesso  della  teoria  di  queste  due  classi  di  fenomeni, 
che  h  rimasta  sempre  vaga,  indeterminata  ed  incapace  di  prestarsi  alla  spie- 
gazione di  tutte  le  particolarità  che  presenta  la  luce  fosforogenica  e  fluo- 
rogenica. 

Prima  che  il  sistema  ondulatorio  della  luce  fosse  generalmente  ricevuto,  per 
dare  ragione  della  fosforescenza  prodotta  dalle  radiazioni  solari  si  supponeva  nei 
corpi  fosforescenti  la  proprietà  di  emettere  a  poco  a  poco  la  luce  che  an- 
tecedentemente avevano  assorbita,  d'onde  il  nome  di  lichtsauger  che  i  fisici 
alemanni  davano  alle  sostanze  fosforescenti.  Questo  modo  di  spiegare  la  fo- 
sforescenza fu  abbandonato  tosto  che  si  osservò  non  esservi  rapporto  alcuno 
fra  il  colore  della  luce  fosforica  e  quello  della  sorgente  luminosa  che  l'ha 
destata.  Convinti  cosi  i  fisici  che  la  causa  formale  della  luce  fosforica  deve 
consistere  in  una  radiazione  propria  de  corpi  fosforescenti,  alcuni  come  Des- 
saignes  e  dipoi  Becquerel  si  studiarono  di  provare  che  non  solamente  quella 
luce  fosforica  che  accompagna  certe  operazioni  meccaniche,  la  cristallizzazione 
di  alcuni  sali,  le  pioggie  temporalesche  ecc.,  h  luce  elettrica,  ma  che  anche 
la  fosforescenza  determinata  dalle  radiazioni  luminose  è  un  fenomeno  di 
elettricità.  Senza  negare  che  la  luce  possa  in  alcuni  casi  direttamente  svilup- 
pare l'elettrico,  il  fatto  h  che  questa  specie  di  fosforescenza  non  presenta  i 
caratteri  della  luce  elettrica  ed  i  corpi  che  la  posseggono  non  danno  segno 
di  elettricità  neppure  ai  più  sensibili  elettroscopi.  Al  presente  tutti  i  fisici 
convengono  nell'ammettere  che  là  fosforescenza  e  la  fluorescenza  prodotte 
dalla  luce  sono  meri  fenomeni  di  vibrazione;  la  difficolta  consiste  nel  de- 
terminare la  natura  e  la  specie  di  tali  vibrazioni,  che  sembrano  allonta- 
narsi dalle  leggi  ordinarie  della  comunicazione  del  moto  vibratorio  fra  i 
corpi  illuminanti  e  quelli  che  sono  illuminati.  Le  considerazioni  che  ho  l'o- 
nore di  sottoporre  al  giudizio  dell'Accademia  sono  dirette  a  colmare  questa 
lacuna  che  s'incontra  nei  trattati  di  ottica,  anche  i  più  recenti. 

Lo  scambio  reciproco  di  moto  fra  l'etere  e  la  materia  ponderabile  è  un 
fatto  di  cui  non  possiamo  più  dubitare.  Il  rovesciamento  degli  spettri  delle 
fiamme  per  l'interposizione  dei  vapori  delle  sostanze  che  bruciano  ce  ne 
porge  una  prova  evidente.  Allorché  dunque  un  corpo  viene  ad  essere  illu- 
minato, le  vibrazioni  eteree  devono  comunicarsi  tanto  alla  materia  pondera- 
bile di  quel  corpo,  quanto  all'etere  frammisto  alla  materia  medesima;  ep- 
però  un  tal  corpo,  per  rapporto  all'etere  circostante,  vuole  essere  conside- 
rato come  una  doppia  sorgente  di  scuotimento,  i  di  cui  periodi  saranno  de- 
terminati dalla  speciale  attitudine  della  materia    pesante  e  dell'etere    in  ter- 
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posto  a  vibrare  all'  unisono  piuttosto  con  alcune  che  con  altre  delle  onde 
incidenti.  Lo  scuotimento  prodotto  dalla  materia  pesante  ingenerale  sarà  più 
lento,  epperò  meno  atto  a  destare  la  sensazione  della  luce;  ma,  come  avviene 
neir  organo  della  vista,  potrà  durare  anche  dopo  cessata  1'  azione  del  corpo  illu- 
minante, per  la  ragione  che  la  massa  degli  atomi  eterei  essendo  molto  minore 
della  massa  degli  atomi  ponderabili,  questi  nel  comunicare  le  loro  vibrazioni  al- 
l'etere circostante,  ad  ogni  impulso  non  perdono  tutta  la  loro  quantità  di  moto, 
ma  conservano  sempre  dna  parte  della  forza  viva  che  hanno  acquistata.  ÀI  con- 
trario lo  scuotimento  prodotto  dall'etere  frammisto  alla  materia,  generalmente 
parlando,  sarà  più  rapido  e  per  conseguenza  più  idoneo  a  generare  delle  onde 
sensibili  alla  nostra  facoltà  visiva;  ma  conforme  alle  leggi  della  comunicazione 
del  moto  fra  masse  uguali  ed  elastiche,  un  tale  scuotimento  cesserà  tosto  che 
cessa  l'azione  del  corpo  illuminante.  La  conclusione  che  scende  naturalmente 
da  questi  principii  h  che  sebbene  nelle  circostanze  ordinarie  ciò  che  ci  rende 
visibili  i  corpi  illuminati  sieno  le  vibrazioni  determinate  dalla  luce  nell'e- 
tere esistente  nei  corpi  stessi  e  da  questo  riverberate  nell'etere  .circostante  ; 
contuttociò  come  niente  impedisce  che  i  tremori  cagionati  dalla  luce  negli  atomi 
ponderabili  passano  talvolta  eccitare  delle  ondicelle  capaci  di  agire  s all'organo 
della  vista,  così  può  accadere  che  anche  la  materia  pesante  direttamente  con- 
corra a  renderci  visibili  i  corpi,  e  quando  ciò  avvenga  quei  corpi,  anche 
dopo  cessata  la  radiazione  esterna,  continueranno  a  splendere,  che  è  il  ca- 
rattere più  saliente  della  fosforescenza  determinata  dalla  luce. 

Ammesso  pertanto  che  l'origine  di  questa  specie  di  fosforescenza  sia  da 
collocarsi  nei  tremori  eccitati  dalle  radiazioni  dei  corpi  luminosi  negli  atomi 
della  materia  pesante,  facilmente  si  comprende  che  le  radiazioni  più  potenti  a 
promuovere  la  fosforescenza  saranno  le  più  rifrangibili,  ciofe  quelle  die  meglio 
delle  altre  valgono  a  produrre  un  movimento  rapido  e  ad  agire  chimicamente. 
Nelle  operazioni  chimiche  infatti,  sia  che  si  abbiano  a  disfare  i  gruppi  molecolari 
già  formati,  sia  che  se  ne  abbiano  a  comporre  de'nuovi,  gli  atomi  dei  corpi  che 
soffrono  l'azione  chimica  devono  di  necessita  essere  rimossi  dalle  loro  posizioni 
d'equilibrio,  e  per  conseguenza  le  radiazioni  più  efficaci  a  produrre  le  analisi 
e  le  sintesi  chimiche  saranno  insieme  le  più  acconce  a  scuotere  gli  atomi 
della  materia  pesante  e  a   generare  la  fosforescenza. 

Colla  stessa  facilità  si  comprende  che  la  luce  fosforica  sarà  sempre  molto 
debole  e  tanto  più  debole  di  quella  dei  corpi  attualmente  illuminati  quanto 
la  mobilità  degli  atomi  pesanti  è  minore  della  mobilità  degli  atomi  eterei.  E 
cosi   vediamo  che  la  fosforescenza  eccitata  dalla  luce  non  h  mai  tanto  viva 


f/fr 


ATTI 

DELL'ACCADEMIA  PONTIFICIA 

DE  NUOVI  LINCEI 


)V 


f/ù 


ATTI 

DELL'ACCADEMIA  PONTIFICIA 
DE'NUOVI  LINCEI 


—  8  — 

ad  onta  delle  perdite  possano,  senza  nuovi  impulsi,  proseguire  per  qualche 
tempo  a  vibrare  dentro  i  limiti  delle  onde  sensibili  all'occhio. 

Si  noti  però  che  se  i  pessimi  conduttori  del  calorico,  ad  eccezione  dei 
fluidi  aerei,  non  sono  dotati  della  facoltà  di  acquistare  la  fosforescenza  per 
l'azione  della  luce,  non  possiamo  da  ciò  inferire  che  i  buoni  conduttori  deb* 
bano  essere  fosforescenti.  Quanto  sia  lungi  dal  vero  questa  illazione  ce  lo 
dimostra  il  fatto  che  fra  i  migliori  conduttori  del  calorico,  voglio  dire  fra 
i  metalli,  non  se  ne  trova  neppure  uno  che  sia  capace  di  divenire  fosfo- 
rescente sotto  l'azione  della  luce  ;  sebbene  alcuni  lo  possane  divenire  dopo 
ridotti  in  polvere,  cioè  dopo  che  hanno  in  gran  parte  perduto  la  facoltà  con- 
duttrice. Né  questa  incapacita  dei  metalli  e  della  maggior  parte  dei  minerali 
metallici  si  oppone  all'origine  che  abbiamo  assegnato  alla  fosforescenza  e  fluo- 
rescenza, che  anzi  ammessa  quella  origine  se  ne  da  una  spiegazione*  molto 
convincente.  Consideriamo  un  corpo  esposto  all'azione  della  luce  :  i  suoi  atomi 
ad  ogni  impulso  che  ricevono  dalle  onde  luminose  concepiranno  o  tenderanno 
a  concepire  un  movimento  vibratorio,  che  a  motivo  della  grande  differenza 
fra  le  masse  urtanti  ed  urtale  sarà  lento  in  guisa  che  per  giungere  al  pe- 
riodo delle  ondulazioni  luminose  avrà  bisogno  di  essere  rinforzato  da  nuovi 
impulsi.  Ora  se  questo  corpo  sia  un  eccellente  conduttore  del  calorico,  cioè 
se  i  suoi  atomi  prontamente  trasmettano  gli  uni  agli  altri  le  vibrazioni 
che  hanno  concepite,  il  periodo  di  quelle  vibrazioni ,  nonostante  i  nuovi 
impulsi,  si  manterrà  sempre  a  un  dipresso  costante,  senza  mai  arrivare  al 
periodo  delle  vibrazioni  luminose.  L' imperfetta  o  cattiva  conducibilità  per 
il  calorico  sarà  dunque  una  condizione  indispensabile  ad  un  corpo  per  di- 
venire fosforescente  o  fluorescente  sotto  l'azione  della  luce.  Fra  i  cattivi  ed 
imperfetti  conduttori  del  calorico  si  dovrà  poi  verificare  la  differenza  che 
i  primi  saranno  più  restii  dei  secondi  nel  concepire  la  fosforescenza,  ma 
questi  conserveranno  tale  virtù  per  un  tempo  più  lungo  di  questi  :  tutto 
conforme  ai  fatti.  Ecco  dunque  che  partendo  dall' ipotesi  che  la  fosfore- 
scenza e  fluorescenza  sieno  dovute  alle  vibrazioni  degli  atomi  pesanti  si  giunge 
alle  medesime  conclusioni  a  cui  ci  conducono  le  osservazioni  e  le  sperienze. 
Per  ciò  che  riguarda  la  conducibilità  per  il  calorico  queste  conclusioni  si 
possono  riepilogare  nelle  proposizioni  seguenti. 

l.°  Gli  ottimi  conduttori  del  calorico  sono  incapaci  di  diventare  fosfore- 
scenti o  fluorescenti  per  l'azione  della  luce. 

2?  Anche  i  pessimi  conduttori  del  calorico  allo  stato  liquido  non  sono 
fosforescenti,  ma  possono  essere  fluorescenti  ;  allo  stato  aereo  poi  possono 
essere  fosforescenti  e  fluorescenti. 

3.°  1  corpi  fosforesceuti  e  fluorescenti  appartengono  tutti  alla  classe  dei  cattivi 
o  imperfetti  conduttori  del  calorico;  e  la  fosforescenza  è  di  maggiore  durata  nei 
primi  che  nei  secondi,  ma  in  questi  si  desta  più  facilmente  che  in  quelli. 
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el  decorso  del  Giugno  e  ^Luglio  del  1872  in  più  parti  successivamente 
del  mare  Adriatico,  tanto  lungo  il  litorale  italiano  che  su  la  costiera  Istriana 
e  Dalmata,  veniva  segnalata  la  presenza  di  faldelle  galleggianti  di  incerta 
natura  e  provenienza,  le  quali  impedivano  totalmente  l'uso  delle  reti  da  pesca, 
privando  per  tal  modo  del  pane  giornaliero  numerose  popolazioni,  le  quali 
vivono  di  tale  industria.  Da  questa  emergenza  allarmata  l'opinione  publica, 
fece  che  le  autorità  governative  di  Trieste  dessero  incarico  all'esimio  Na- 
turalista Dr.  Syrski  di  esaminare  il  fenomeno,  rintracciarne  l'origine,  e  scan- 
dagliarne la  portata.  L'illustre  e  benemerito  R.  Istituto  Veneto  parimente 
designò  per  sua  parte  una  Giunta  composta  dei  Sigg.  Bizio,  Nardo,  Trois  e 
Zanardini,  e  quest'ultimo  con  qualità  di  relatore,  perchè  con  una  Cannoniera 
all'uopo  allestita  portandosi  in  mare  aperto  potessero  riferire  su  la  com- 
parsa di  quelle  poltiglie  galleggianti,  e  indagarne  la  natura  per  trarne  pos- 
sibilmente un  qualche  prognostico.  Per  tal  modo  il  singolare  avvenimento 
porse  materia  a  due  elaborate  memorie  per  parte  del  Ch.  Dottor  Syrski  l'ima, 
l'altra  che  si  dovette  alla  penna  del  compianto  coltissimo  Àlgologo  Dottor 
G.  Zanardini,  nella  qualità  di  Relatore  della  sunnominata  giunta.  Non  starò 
poi  a  ricordare  le  dicerie  e  le  opinioni,  che  correvano  sul  fatto  straordi- 
nario, né  le  sentenze  che  su  quello  venivano  formulate  dalla  stampa  perio- 
dica e  dalle  gazzette. 

In  quell'epoca  io  mi  trovai  in  viaggio  fuori  d'Italia,  e  rimpatriai  in 
Agosto  inoltrato.  Trattenendomi  una  sera  dopo  il  mio  ritorno  in  un  crocchio 
di  amici,  taluno,  conoscendo  come  i  miei  studi  versino  principalmente  sul 
mare,  mi  narrava  dettagliatamente  e  nel  modo  più  particolareggiato  l'avveni- 
mento della  comparsa  nel  mare  di  quantità  sterminata  di  faldelle  galleggianti 
di  ignota  origine  e  natura,  le  quali  giunsero  a  paralizzare  completamente 
lv  industria  della  pesca. 

L'estensione  del   fenomeno    narravasi  tale  ,  che  non   solamente   infestava 
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tutto  il  littorale,  ma  ancora  estendevasi  al  largo  fin  alla  distanza  di  trenta 
miglia  dalla  spiaggia.  Neil*  udire  e  nel  considerare  tutte  le  circostanze  del 
fatto  e  le  diverse  osservazioni ,  che  si  poterono  fare  da  persone,  le  quali 
per  quanto  colte  non  erano  al  caso  di  indicare  la  vera  natura  del  feno- 
meno, come  che  estranee  allo  studio  della  vita  del  mare  ,  ritenni  potere 
azzardare  una  spiegazione  del  fatto,  riandando  con  la  memoria  ad  osservazione 
analoga  di  qualche  anno  prima,  benché  questa  fosse  su  uua  scala  incompa- 
rabilmente minore.  Rammentai  come  nel  nuotare  a  distanza  dalla  riva  mi 
avvenne  di  osservare  a  breve  spazio  da  me  qualche  cosa  di  galleggiante  di 
tal  colore  da  far  sospettare,  che  fosse  qualche  dejezione  animale.  Pero  la 
fonila  membranacea  e  l'apparenza  di  faldella  sembrava  non  accordarsi  alla 
brutta  ipotesi,,  e  cosi  ad  onta  della  lurida  apparenza  ero  trattenuto  dalla 
natia  curiosità  ad  esaminarla.  Nell'aggirarmi  attorno  quella  a  breve  distanza 
una  ondarella  eccitata  dal  movimento  delle  mie  braccia  (ece  iu  parte  ca- 
povolgerla :  allora  mi  si  mostrò  nella  faccia  inferiore  della  faldella  una  co- 
lorazione terrea  molto  più  chiara  al  confronto  dell'aspetto,  che  prima  mi 
aveva  colpito  per  la  tinta  fra  l'ocraceo  e  il  giallo-verdognolo  scuro.  A  'tale 
osservazione  non  potei  più  dubitare  di  avere  innanzi  agli  occhi  non  un 
luridume,  ma  bensì  un  ammasso  di  Diatomee ,  che  per  l'aderenza  dell'ossi- 
geno aveva  dovuto  sollevarsi  da  qualche  bassofondo;  quindi  innalzata  la  ma- 
teria galleggiante  su  la  palma  della  mano,  e  nuotando  con  l'aiuto  dell'altro 
braccio,  riportai  al  lido  il  materiale,  che  ero  ansioso  dì  esaminare  al  mi- 
croscopio. Un  tale  esame  confermò  la  giustezza  del  mio  giudizio,  mostrando 
nella  dubbia  sostanza  una  innumerevole  congerie  di  Pleurosigma  Balticum, 
e  di  qualche  altra  Dia  tornea. 

La  ricordanza  di  quel  fatto  con  l'analogia  del  fenomeno,  che  mi  veniva 
narrato  e  descritto,  mi  fece  concepire  l'idea,  che  per  influenza  di  circostanze 
ignote  avesse  avuto  luogo  una  straordinaria  sterminata  riproduzione  di  Dia- 
tomee nel  fondo  del  mare,  forse  favorita  dà  lungo  periodo  di  belle  giornate 
e  da  calma  inalterata.  Lo  sviluppo  di  questi  organismi  h  sempre  più  o 
meno  accompagnato  da  produzione  mucco6a9  che  insieme  le  agglutina:  un 
mucco  matricale  rinserra  numerose  gallozzole  di  ossigeno  risultante  dalla 
decomposizione  dell'acido  carbonico  per  parte  delle  Diatomee  sotto  l' influenza 
della  luce  e  dei  raggi  solari,  le  quali  per  tal  modo  si  procacciano  il  car- 
bonio, che  h  il  principale  loro  alimento  e  componente*  L'accumulare  dell'osi- 
sigeno  a  traverso  la  massa  muccosa  arriva  al  punto  di  sollevare  dal  fondo 
lo  strato  muccoso  membraniforme    racchiudente    le    Diatomee  9    vincendo  in 
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pari  tempo  la  forza  di  aderenza  dello  strato  eoa  il  fondo  arenoso  o  fangoso,  e 
la  pressione  della  colonna  di  acqua  sovraincombente  ,  oltre  al  compensare 
la  differenza  del  peso  speci 6 co  delle  medesime  Diatome  su  quello  dell'acqua. 
Questa  spiegazione  del  fenomeno  in  discorso  da  me  dato  a  priori,  quantun- 
que la  si  dimostrasse  probabile»  esigeva  la  conferma  dell'esame  microscopico 
del  singolare  materiale  e  quindi  nel  momento  non  poteva  essere  assunta 
a  nulla  più  che  quale  semplice  ipotesi  più  o  meno  verosomigliante  ,  più 
o  meno  attendibile.  Quindi  mi  dolse  non  aver  potuto  trovarmi  presente  al 
fenomeno,  onde  notarne  di  persona  tutte  le  circostanze,  e  più  per  sottopor- 
re al  momento  all'esame  microscopico  quelle  ambigue  materie  galleggianti. 

Ma  non  andò  molto  che  per  gentilezza  del  Gin  Algologo  Dottor  Ardis- 
sone  Professore  di  Botanica  a  Milano  mi  venisse  rimesso  un  saggio  della 
incerta  sostanza  muccosa  raccolta  per  diligenza  del  Professore  Guidi  di  Pe- 
saro, affinchè  con  l'aiuto  del  Microscopio  potessi  investigare  la  natura  e  la 
composizione  di  quella.  Ognuno  di  leggieri  intenderà  quanta  soddisfazione 
io  provai  nel  riconoscere  di  non  essermi  menomamente  apposto  nel  giudizio 
da  me  per  modo  di  ipotesi  formulato.  Il  sudetto  materiale  presenta  vasi  di 
aspetto  terrigno,  di  colore  giallastro  chiaro,  in  forma  di  straccetti  o  pelli- 
cole involventi  festuche,  e  qualche  altro  corpicciuolo  estraneo.  Una  minima 
quantità  di  quello  al  sottoporla  al  Microscopio  vedevasi  formata  da  innu- 
merevole  congerie  di  Dia  tome  e  diverse  insieme  infeltrate  con  abondautissimo 
materiale  terroso  o  marna,  che  deturpava  la  preparazione.  Per  tale  motivo 
fui  obligato  di  trattarne  il  materiale  complesso  con  tenerlo  in  digestione 
al  calore  insieme  all'acido  azotico  e  clovoidrico,  stimolandone  l'azione  ossi- 
dante con  la  ebullizione  e  con  l'aggiunta  di  cristallini  di  bicromato  potas- 
sico. Cosi  potei  ottenere  di  fare  qualche  preparazione  racchiudente  frustuli 
di  Diatomee  di  differenti  tipi  e  in  condizione  di  sufficiente  purezza  da  po- 
terne determinale  le  forme  generiche  e  specifiche»  Fra  quelle  ritrovai  do- 
minanti le  forme  nitzschioidi ,  e  in  tutto  determinai  diecisette  tipi  diffe- 
renti, constatando  in  pari  tempo  come  quel  singolare  materiale  racchiudesse 
un  numero  enorme  di  forme  silicee  minutissime,  che  non  dubitai  caratteriz- 
zare per  diatomee  in  condizione  primitiva  e  giovanile.  Il  risultato  di  queste 
mie  osservazioni  mi  porsero  argomento  ad  una  Memoria,  la  quale  ebbi  l'onore 
di  leggere  alla  Accademia  nella  tornata  che  ebbe  luogo  il  giorno.  12  De- 
eembre  1872.  (Atti  ecc.  Anno  XXVI,  Sessione  I\) 

Alcun  tempo  dopo  la  presentazione  e  lettura  di  quel  mio  lavoro  avendo 
avuto  il  piacere  di  fare  la  conoscenza  del  gentilizio  Conte    Torelli,  questi 
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nell'udire  come  io  facessi  speciale  argomento  dei  miei  studi  le  Diatomee, 
dissemi  di  avere  due  memorie  stampate  da  diversi,  che  trattavano  di  quel* 
l'argomento,  ed  ebbe  la  bontà  di  offerirmele  in  dono,  del  quale  intendo  in 
questa  occasione  rinnovargli  pubbliche  azioni  di  grazie.  Quelle  due  pubbli- 
cazioni erano  per  l'appunto  i  due  Rapporti  sul  ricordato  fenomeno  delle 
faldelle  galleggianti  alla  superficie  dell'Adriatico,  l'uno  del  Dottor  Syrski, 
del  Dottor  Zanardini  l'altro,  dei  quali  intendo  dare  qui  una  breve  analisi, 
che  ritengo  potere  riescire  di  qualche  utilità. 

La  Relazione  presentata  dall'Austrìaco  Naturalista  all'I,  e  R.  Governo  di 
Trieste  incomincia  dallo  stabilire  che  le  masse  glutinose  osservate  nei  mesi 
di  Giugno  e  Luglio  nella  parte  settentrionale  dell'Adriatico  esaminate  al  Mi- 
croscopio si  trovarono  infarcite  da  organismi  fusiformi  composti  di  un  corpo 
di  mezzo  più  grande  e  di  due  estremità  a  mo'  di  (ili,  addensati  alla  rinfusa, 
che  allo  stato  fresco  osservavansi  in  continuo  moto  e  riconosceva nsi  appar- 
tenere alla  forma  diatomacea  nota  sotto  il  nome  di  Nitzschia  closterium. 
Contemporaneamente  vedevasi  in  quelle  masse  insieme  a  meno  frequenti 
frustuli  fusiformi  più  grandi  innumerevoli  forme  minutissime,  le  quali  di- 
venivano piuttosto  rare  quando  la  silice  veniva  isolata  con  l'azione  dell'acido 
azotico  bollente.  Notasi  inoltre  che  associate  alle  Nitzschie  vedevansi  altresì 
frustuli  di  Pleurosigma,  Chaetoceros,  Sjrnedra,  Navicella,  Bacteriastrum  nel 
materiale  calcinato  o  trattato  con  acido,  mentre  allo  stato  fresco  vedevasi 
ancora  quasi  altrettanto  abondante  una  Confervacea.  Ricordasi  in  quello 
scritto  come  sia  frequente  nella  Primavera  lungo  le  coste  dell'Istria  e  della 
Dalmazia  l'occorrere  della  Nitzschia  closterium  inchiusa  in  simile  glutine, 
specialmente  dove  l'acqua  h  salmastra.  Accennasi  ancora  la  circostanza  che 
il  fenomeno  ebbe  luogo  durante  un  periodo  di  continue  calme,  le  quali  do- 
vettero favorire  quella  produzione,  mentre  al  contrario  allo  spirare  di  venti 
più  forti  da  Nord-Est  quelle  masse  si  dileguarono.  Nella  medesima  Rela- 
zione il  Syrski  passa  in  esame  le  dicerie  sparse  sul  conto  del  fenomeno  e 
mostra  l' insussistenza  delle  voci,  che  quel  glutine,  la  di  cui  comparsa  im- 
pedì temporaneamente  la  pesca,  danneggiasse  e  corrodesse  le  reti,  e  che  a 
contatto  della  pelle  cagionasse  bruciore,  o  in  fine  che  il  pesce  ne  diven- 
tasse nocivo  a  mangiare. 

Il  suddetto  Rapporto  redatto  da  persona  la  più  competente,  e  in  se- 
guito di  replicate  diligenti  osservazioni  istituite  al  momento  del  fatto  , 
consuona  stupendamente  con  il  giudizio  formulato  da  me  a  priori,  ossia  de- 
dotto dalla  semplice  narrazione  delle  circostanze,  e  confermato  dalla  susse- 
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guente  disamina    microscopica    del  materiale    conservato.    Cosi    1?  l'origine 
del  singolare  e  strano  fenomeno  era  fatto  consistere   essenzialmente  in  una 
straordinaria  produzione    di  Diatomee  ,  della  quale   il  mucco  involvente  o 
matricale  era  una  secrezione  normale  :  2?  la  calma  prolungata  del  mare  si 
riconosceva  quale  circostanza  determinante  o  almeno  favoreggiante  il  feno- 
meno ;  3?  il  tipo  di  Diatomee  predominante  in  tale  circostanza  veniva  ri- 
conosciuto appartenere  al  genere  Nitzschia.  Non  si  direbbe  cbe  la  Memoria 
da  me  letta  fosse    un    plagio  commesso    a    danno    del  Ch.  Dottor  Syrski  ? 
Alle  idee    da  me    svolte  nel  tentare    di  escogitare    una  spiegazione  del 
fenomeno  non  egualmente  consuona  la  Relazione,  che    la  Giunta  apposita- 
mente delegata  dall'Istituto  Veneto  per  organo  del  relatore  Dottor  G.  Za- 
nardini  presentò  al  corpo  scientifico  mandante,  intorno    la  natura  di  quel 
fenomeno.  In  quella  vedesi  bensì   ricordata    la  presenza   di  numerose  Dia- 
tomee, delle  quali  però   non   si  riporta  la  determinazione   generica    e  spe- 
cifica :  ma  questa    circostanza  è  sufficiente  a  fare  intendere  che  la  notevole 
differenza  di  località  dove  ebbe  luogo  il  fenomeno,  non  indusse  mutazione 
essenziale  nel  medesimo,  e  nelle  sue  manifestazioni.  L'  illustre  Algologo  Za- 
nardini,  che  io  ho  avuto  il  piacere  di  conoscere,  mi  confessava  candidamente 
di  non  avere  fatto  studj  su  le  Diatomee  ,  mentre  la   sua   malferma  salute 
gli  toglieva  l'adoperare  molto    il    Microscopio.    Quindi    esso    mi  si  rivolse 
perchè  avessi  determinato  numerosi  esemplari  essiccati  di  Diatomee,  che  te- 
neva appositamente  in  disparte.  Cosi  nel  caso  concreto  il    Ch.   Naturalista 
corse  un  poco  nel  considerare  le  Diatomee  quasi  puramente    concomitanti 
e  avventizie,  lungi  dal  riguardare  il  fenomeno  come  essenzialmente  dipen- 
dente da  quelle,  secondo   l'opinione    emessa    dal  Dottor    Syrski  e  da  me. 
Dall'avere  notato,  che,  detersa  possibilmente  quella    poltiglia  muccosa  dal 
fango  accompagnante,  sottoposto  un  tenuissimo  fiocco  di  essa  alla  osserva- 
zione microscopica,  si  palesava  sotto  forma  di  sottilissima  pellicola  gelati- 
nosa incolore  ,    amorfa,  continua,  jalina,  e    cospersa  di  minutissimi  globu- 
letti  solidi  nucleiformi,  disposti  senza  ordine,  di  varia  grandezza,  pallida- 
mente colorati  di  giallo    verdastro  e  misuranti  da    uno  a  due  millesimi  di 
millimetro;  per  tali  caratteri  l'illustre  Algologo  ritennesi  autorizzato  a  ri- 
guardare quella  pellicola  quale  nuova  alga  inferiore,  quantunque  confessasse 
che  né  da  Kutzing  nfe    da  alcun    altro  venisse  ricordato    nulla   di  simile; 
quindi  costituì  un  nuovo  genere  e  specie,  che  denominò  Dermoglaea  limi. 
E  quali  furono  gli  argomenti,  che  in  luogo  di  riguardare  quel  mucco  come 
un  essudato   delle    Diatomee  ,  analogamente  a  quanto  è  noto  accadere  con 
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diverse  forme  appartenenti  a  quella  famiglia,  e  con  tante  altre  alghe  infe- 
riori, lo  portarono  a  emettere  quel  giudizio?  i?  Che  la  qualità  e  il  numero 
delle  Dia  toro  e  e  in  quelle  pellicole  non  era  sempre  eguale  >  2?  Che  quella 
materia  gelatinosa  trattata  chimicamente  dava  le  note  reazioni  della  cel- 
lulosa. Il  valore  del  primo  argomento  è  nullo,  mentre  le  osservazioni  paral- 
lele del  Dottor  Syrski  e  le  mie  attestano  la  presenza  di  numerose  e  di- 
verse diatomee  in  quella  poltiglia,  e  certamente  molte  di  quelle  erano  av- 
ventizie, come  sempre  si  raccoglieranno  su  qualunque  sostanza  leggiera 
galleggiante  nei  mare;  quanto  alle  reazioni  presentate  da  quella  gelatina 
o  mucco,  e  chi  ha  detto  che  un  simile  essudato  delle  Diatomee  non  sia 
precisamente  una  specie  di  cellulosa?  per  lo  meno  per  essere  autorizzato 
a  i:onchiudere  il  Zanardini  avrebbe  dovuto  fare  e  ripetere  parallelamente 
tali  analisi  comparative.  Veramente  auche  al  nostro  caso  quadra  il  detto  che 
«  *  .  .  quandoque  bona*  dormiteti  Homerus  »  :  e  di  fatti  nessuno  per 
quanto  io  mi   sappia   ha  accettato  la  nuova  alga   Zanardiniana. 

Nello  scorso  mese  di  Luglio  trovandomi  a  Fano  e  abitando  una  loca- 
lità immediatamente  attigua  al  mare ,  dopo  ma  "seguito  di  magnifiche  gior- 
nate e  di  calme  inalterate  si  incominciò  a  constatare  la  presenza  di  Ma- 
terie limacciose  giallo-verdastre  portate  in  balia  dalle  onde,  e  al  momento 
si  udirono  i  lamenti  dei  poveri  pescatori,  che  dicevano  non  potere  ma- 
novrare le  reti  per  l'accumularsi  in  tss%  di  quelle  materie,  o  per  lo  meno 
non  ri  esci  va  no  a  catturare  il  pesce,  che  veniva  Sviato  dalla  opacità  delle 
reti  per  il  rivestirsi  di  queste  con  le  suddette  materie  galleggianti.  In 
tale  circostanza  deplorai  il  danno  della  numerosa  industre  popolazione  che 
vive  della  pesca,  ma  mi  promisi  di  fare  uuo  studio  più  completo  del  fe- 
nomeno, che  svolgersi  sotto  i  miei  occhi.  Per  le  notizie,  che  allora  rac- 
colsi ,  su  la  presenza  di  quelle  materie  galleggianti  ,  queste  infestarono 
tutto  il  littorale  press'  a  poco  da  oltre  Ravenna  ad  Ancona;  nel  quale 
percorso  si  dilatarono  a  venti  o  trenta  miglia  dentro  mare.  —  Il  fenomeno 
«bbe  luogo  dalla  fine  di  Giugno  al  declinare  del  Luglio,  e  in  quel  lasso 
di  tempo  la  quantità  delle  materie  galleggianti  andò  sempre  variando  , 
notandosi  maggiormente  nelle  ore,  nelle  quali  il  sole  era  più  alto  su  l'o- 
rizzonte, «  quando  splendeva  non  velato  da  nuvole.  A  seconda  del  vento 
e  delle  correnti  superficiali  quella  poltiglia  gelatinosa  ora  avvicina  vasi  alla 
riva  ed  ora  se  ne  dilungava,  e  allo  spirare  della  brezza  dal  largo  talora 
spinta  alia  riva  veniva  in  secco,  accumulandosi  in  quantità  enorme  formando 
cordoni  rilevati,  come  ebbe  luogo  su  la  spiaggia  di  Bellaria  presso  Rimini. 
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Non  h  da  dire  quanto  un  tale  strano  fenomeno  e  la  sua  arcana  origine  desse 
argomento  al  quotidiano  parlare,  e  preoccupasse  la  pubblica  opinione  nei 
nostri  paesi.  Fra  le  diverse  ipotesi  che  si  dibattevano  un  anonimo  nel  pe- 
riodico locale  L'Annunciatore  credette  asserire  la  probabilità  che  il  feno- 
meno potesse  avere  qualche  relazione  con  un  radiante  sismico,  che  il  Cb. 
Professore  P.  Alessandro  Serpieri  delle  Scuole  Pie  dalle  sue  diligenti  osser- 
vazioni su  i  terremoti ,  che  a  quando  a  quapdo  si  fanno  sentire  fra  Ri- 
mini,  Pesaro,  Fano  e  Urbino  dal  loro  costante  andamento  riconobbe  dovere 
esistere  nell'  Adriatico  in  qualche  prossimità  di  Fano.  Da  qi^sto  l'anonimo 
corrispondente  sognava  eruzioni  sottomarine,  e  credeva  ritrovarne  una  prova 
nello  strano  materiale  galleggiante,  o  almeno  un  nesso  qualunque  fra  questo 
e  l'azione  vulcanica,  quale  h  da  dire  qoq  essere  neanche  necessariamente 
implicato  uell'  idea  del  radiante;  sismico  riconosciuto  dal  Serpieri* 

L'estensione  e  la  durata  del  fenomeno  mi  diede  agio  ad  analizzare  ripe- 
tutamente le  faldelle  galleggianti.  Queste  presenta  va  risi  invariabilmente  di 
tinta  giallastro-verdognola  ,  semiopache  ,  e  m  condizione  spugnosa  per  le 
numerosissime  gallozzole  ,  '  che  racchiudevano.  Stropicciate  fra  le  dita  ne 
sortiva  abondante  limo,  e  l'attrito  svelava  la  presenza  di  notevoli  grapellj 
di  arena.  Quel  materiale  posato  nel  concavo  della  ma  pò  e  lavato  con  con- 
tinue aggiunte  di  acqua,  finché  la  limpidezza  di  queste  non  fosse  ulterior- 
mente alterata,  si  riduceva  finalmente  ad  una  massa  leggera  ipembranpsa, 
trasparente,  formata  di  tanti  veli  sottilissimi.  U  Microscopio  mostrava  nel 
materiale  bruto  una  farragiue  di  Diatomee  insieme  stipate,  e  immerse  fra 
marna  e  arena,  e  appartenenti  a  generi  diversi  ;  ma  a  prima  vista  ricono- 
scevasi  che  le  forme  dominanti  erano  le  Nitzsch ioidi.  Ma  allorché  presi  a 
studiar  bene  i  trasparenti  veli  muccosi  o  membranosi  dovetti  convincermi 
non  soltanto  che  le  forme  dominanti  appartenevano  al  genere  Nitzschia^  ma 
che  i  frustuli  appartenenti  ad  altri  generi  e  anche  le  diverse  forme  speci- 
fiche del  genere  Nitzschia  fossero  puramente  avventizie  a  meno  della 
Nitzschia  macilenta.  Un  tale  risultato  ho  costantemente  ottenuto  nei  molti 
saggi,  che  esaminai  ad  intervalli  di  più  giorni,  così  che,  trattandosi  di  ca- 
ratteri identici  in  materiali  trasportati  in  balia  delle  onde  a  grado  dei 
venti  e  delle  correnti,  posso  essere  certo,  che  quantunque  i  saggi  da  me 
analizzati  furono  catturati  lungo  la  spiaggia  Fanese ,  anche  altrove  il  fe- 
nomeno dovesse  aver  luogo  per  parte  della  medesima  e  identica  specie  di 
Nitzschia.  Ecco  pertanto  un  organismo  così  estremamente  minuto,  il  quale 
può  con  tutto  diritto    essere  riguardato   per  minimo  tra  i  minimi  ,   ad  un 
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dato  momento  sviluppare  con  tale  incalcolabile  rapidità  e  in  numero  ster- 
minato da  invadere  una  superficie  di  mare  di  più  centinaia  di  miglia  qua* 
drate/ paralizzando  l' industria  di  miglia j a  di  pescatori.  Questo  potrà,  valere 
a  novella  prova,  che  la  Natura  agisce  più  con  il  numero  che  con  la  mole, 
e  che  nei  minimi  risiede  la  maggior  forza  di  quella.  A  tale  riguardo  e  a  no- 
vella prova  del  valore  dei  minimi  gioverà  qui  ricordare  un  altro  esempio 
analogo,  e  che  egualmente  riflette  la  vita  e  la  riproduzione  di  una  Dia- 
tonica, che  pure  può  assumere  la  proporzione  e  V  importanza  di  un  pubblico 
disastro.  L' illustre  Botanico  Crittogamista  D.r  Malinverni  di  Vercelli  alcuni 
anni  addietro  mi  narrava,  che  talvolta  la  coltura  delle  risaje  riceveva  notevole 
danno,  e  poteva  venire  compromessa  per  l'enorme  sviluppo  di  una  Dia  to- 
rnea. Questa  (se  non  erro)  sarebbe  il  Colletonema  neglectum  il  quale  al 
momento  dello  spuntare  della  tenera  pianticella  della  Oriza  sativa,  svilup- 
pando con  prodigioso  rigoglio  e  celerità,  formerebbe  un  denso  velo  o  panno 
continuo  con  i  suoi  tubetti  membranosi,  costrigendo  le  tenere  foglioline  del 
riso  a  ripiegarsi  su  di  loro  stesse  da  rimanerne  asfissiate  e  marcire. 

Ma  quali  poterono  essere  le  circostanze  che  determinarono  la  sterminata 
riproduzione  della  Nitzschia  macilenta?  La  natura  di  tale  ricerca  è  tanto  ardua, 
che  per  ciò  stesso  mi  sento  incoraggiato  ad  esporre  il  mio  modo  di  vedere  su 
tale  riguardo,  mentre  sento  di  potere  convalidare  la  mia  opinione  con  fatti 
e  leggi,  che  si  vanno  discuoprendo  intorno  la  biologia  delle  Diatomee.  Fra 
i  molti  e  interessanti  risultati  che  la  scienza  ha  potuto  trarre  dal  viaggio 
meglio  che  triennale ,  che  il  bastimento  della  Marina  militare  Inglese  il 
Challenger  intraprese  in  servigio  della  stessa ,  venne  posto  in  chiaro  non 
essere  punto  ammissibile  l' ubiquità  delle  Diatomee  asserita  da  Ehrenberg. 
In  pari  tempo  dalle  moltiplici  osservazioni  e  raccolte  fatte  si  poterono  sta- 
bilire le  condizioni  di  luogo  e  le  circostanze,  che  sogliono  essere  più  favo- 
revoli allo  sviluppo  delle  Diatomee.  Le  quali  si  sono  incontrate  più  abon- 
danti  4?  in  prossimità  delle  terre,  2?  alla  imboccatura  dei  fiumi  e  nei  loro 
estuari,  3?  nei  mari  chiusi  e  più  freddi,  4?  in  prossimità  dei  ghiacci.  Se 
noi  riandiamo  con  la  mente  a  tutte  queste  circostanze  di  luogo  ricono- 
sceremo che  in  tutte  e  in  ciascuna  si  avvera  che  l'acqua  trovasi  relati- 
vamente meno  salsa  o  per  continuo  afflusso  di  acqua  dolce  o  perchè  la 
bassa  temperatura  diminuisce  il  potere  dissolvente  dell'  acqua.  E  che  tale 
sia  la  condizione  che  in  quelle  diverse  località  favorisce  lo  sviluppo  delle 
Diatomee  è  reso  certo  dal  fatto  contrario  della  sterilita  in  Diatomee  dei 
mari  tropicali,  e  generalmente  di  tutte  le  acque  dotate  di   maggior  salse* 
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dine.  Vediamo  ora  se  nello  scorso  anno  precisamente  fra  il  Giugno  e  il  Luglio 
si  verificò  che  la  salsedine  delle  acque  dell'Adriatico  venne  modificata  almeno 
localmente  dove  manifestossi  l9  infausto  fenomeno.  Non  credo  che  alcuno 
avrà  dimenticato  (e  nel  caso  varrà  il  consultare  le  effemeridi  meteorologiche) 
come  fra  gli  ultimi  di  Maggio  e  i  primi  di  Giugno  si  ebbe  generalmente 
in  tutta  Italia  uno  straordinario  abbassamento  di  temperatura  ,  cosi  che 
qui  in  Roma  i  vicini  Appennini  si  videro  ammantati  da  neve  recente.  In 
quella  circostanza  i  gioghi  tutti  delle  Alpi  furono  onusti  di  nevi  aggiuntesi 
alle  invernali,  le  quali  fecero  che  nello  scorso  anno  la  stagione  estiva  fosse 
meno  favorevole  alle  ardite  ascensioni  degli  Alpinisti  ,  come  che  le  nevi 
recenti  riescono  infide  a  chi  le  voglia  valicare,  fn  seguito  su  lo  scorcio 
di  Giugno  si  ebbe  un  saggio  precoce  dei  calori  estivi,  i  quali  dovettero  subito 
fondere  le  nevi  recenti.  Per  tal  modo  il  Po  raccogliendo  dai  moltissimi  suoi 
confluenti,  fra  i  quali  primeggiano  le  due  Dorè,  la  Sesia,  il  Ticino,  l'Adda, 
l'Olona,  l'Oglio,  il  Mincio,  le  acque  provenienti  dallo  sciogliersi  delle  nevi 
delle  Alpi  Liguri,  Marittime,  Cozie  ,  Graje,  e  Pennine,  all'  improvviso  do- 
vette convogliare  al  mare  una  enorme  massa  di  acque.  Cosi  straordinario 
afflusso  dovette  necessariamente  influenzare  un  mare  così  ristretto  come 
l'Adriatico,  e  specialmente  nella  sua  parte  meridionale  di  lieve  profondita 
e  a  non  grande  distanza  dal  delta  del  Pò  diminuendo  la  salsedine  delle 
sue  acque,  specialmente  per  la  circostanza  che  la  diffusione  dell'  acqua 
dolce  nella  salsa  non  venne  accelerata  dalla  azione  dei  venti  e  dal  movi- 
mento del  mare  più  o  meno  burrascoso.  Così  dalia  circostanza  delle  nevi 
recenti  e  subitamente  liquefatte  dai  forti  calori  della  fine  di  Giugno  e  dalla 
coincidenza  delle  calme,  che  seguirono  in  quell'epoca  viene  resa  più  che 
probabile  la  opinione  che  l'apparizione  delle  numerosissime  faldelle  glutinose 
galleggianti,  le  quali  (come  vedemmo)  furono  conseguenza  dello  stragrande 
sviluppo  della  Nitzschia  macilenta,  devesi  attribuire  alla  salsedine  localmente 
diminuita  dell'Adriatico. 

Nel  mentre  che  io  istituivo  delle  ricerche  sul  fenomeno  sin  ora  discusso, 
nelle  notti  buje  il  mare  presentava  uno  spettacolo  incantevole  di  fosfore- 
scenza. La  fosforescenza  del  mare,  che  tutti  hanno  potuto  osservare  sotto 
l'azione  dei  remi  e  lungo  la  scia  dei  bastimenti  rallegra  singolarmente  le 
tenebre  delle  notti  estive.  Ma  non  erami  accaduto  mai  il  vedere  quel  grazioso 
fenomeno  in  tanta  intensità.  L'onda,  che  obliquamente  veniva  a  frangersi  alla 
riva  accendevasi  di  viva  luce,  così  che  il  fenomeno  anche  a  distanza  vedevasi 
cospicuo.  Andando  a  tarda  ora  in  battello  in  compagnia  di  lieta  brigata,  nel  fen- 
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dere  l'acqua  con  un  bastone  io  potevo  distinguere  Torà  nel  mio  orologio.  II 
tranquillo  movimento  dei  pesci  dalla  ringhiera  dello  stabilimento  baloeario 
era  svelato  dalla  visione  del  profilo  di  quelli  circoscritto  da  aureola  lumi- 
nosa. Lo  spettacolo  presentava  di  tanto  interesse  che  a  meglio  goderne 
volli  a  notte  buja  prendere  il  bagno.  Non  saprei  però  come  descrivere  il 
piacere  e  la  maraviglia,  che  provai  nel  vedere  rotte  le  tenebre  da  insta- 
bile fulgore,  che  rendevasi  vieppiù  cospicuo,  quanto  maggiore  era  il  mio 
movimento.  Il  movimento  delle  braccia  determinava  avanti  un  arco  di  viva 
luce  bianco-verdognola,  la  quale  via  via  andava  degradando.  Nell'arreslarmi 
alla  contemplazione  di  quella  luce  arcana  mi  avvidi  che  questa  si  decompo* 
neva  in  miriadi  infinite  di  minutissimi  punti  luminosi,  e  rimanendo  eretto 
su  l'acqua  il  mio  petto  e  le  mie  braccie  vedevansi  costellati  di  minimi 
punti  lucentissimi ,  i  quali  apparivano  e  sparivano  ,  come  avverrebbe  di 
sottilissime  lamelle  micacee  dal  turbinio  dell'aria  portate  a  traversare  un 
circoscritto  raggio  di  sole  penetrante  in  una  camera  buja.  Quindi  ognuno 
di  leggieri  intenderà  come  la  mia  curiosità  venisse  eccitata  a  indagare  la 
natura  dell'organismo  luminoso,  al  quale  dovevasi  la  singolare  fosforescenza 
dell'Adriatico. 

Anche  in  questo  non  fui  male  servito  dal  caso,  mentre  in  una  sera  quan- 
tunque prossima  al  plenilunio  avendo  incontrato  alla  foce  del  piccolo  fiu- 
micelio  Arzilla  un  piccolo  pelagbetio  formato  da  un  rilievo  di  arena,  che 
l'aveva  segregato  dal  mare,  quello  vedovasi  coperto  dalle  materie  glutinose 
galleggianti.  Neil' inclinarmi  per  cogliere  un  saggio  di  quelle  al  minimo 
tocco  della  mano  accendevansi  all'  istante  di  vivissima  luce  bianco-verdastra, 
visibilissima  ad  onta  che  mi  era  innanzi  agli  occhi  il  confronto  di  spleu- 
didissjipa  luna»  Ripprtato  a  casa  un  campione  del  materiale,  e  postolo  in 
serbo  in  piccolissimo  vasetto  di  acqua  marina,  nella  notte  ad  ogni  minimo 
movimento  vedevasi  di  subito  illuminarsi,  Nell'osservare  alcuna  minima  par- 
ticella di  quel  materiale  a  mezzo  del  Microscopio,  oltre  alla  farragine  delle 
Diatomee  notai  subito  la  presenza  di  singolare  piccolissimo  organismo  di 
profilo  e  di  grandezza  uniforme.  Questo ,  che  certamente  non  apparteneva 
all'ordine  delle  Diatomee,  dopo  le  quali  era  il  solo  dominante  ,  vedevasi 
piccolissimo,  di  forma  ovale,  e  di  colore  di  oliva  fradicia.  La  caratteristica, 
che  in  quelli  più  mi  colpì  fu  un  •  notevole  solco  equatoriale,  il  quale  mi 
fece  pensare  al  genere  Peridinium ,  e  in  questo  al  sottogenere  Ceratium, 
che  a  quando  a  quando  avevo  potuto  osservare  nelle  raccolte  pelagiche  fatte 
nell'Adriatico,  nelle  quali  più  volte  incontrai  non    rari  esemplari  di  Peri- 
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dinium  {Ceratium)  furca*  fusus  e  tripos  ,  le  quali  forme  tutte  sono  rico- 
nosciute come  dotate  di  fosforescenza.  Però  essendo  estremamente  piccola 
la  forma  ovale,  che  avevo  sottecchi,  propendevo  a  credere  che  non  fosse 
altro  se  non  lo  stato  giovane  di  quelli.  Ma  nel  consultare  l'opera  «  A  hi- 
story  of  Infusorio  »  del  Dott.  Pritchard  riconobbi  che  il  piccolo  organi- 
smo trovavasi  in  quella  descritto  sotto  il  nome  di  Peridinium  (Ceratium) 
acumina tum,  riconosciuto  da  Ehrenberg  presso  Kiel,  e  che  esso  caratterizza 
per  il  più  piccolo  fra  gli  animalculi  fosforescenti  dei  mare.  Questi  ani* 
maiuzzi  io  serbai  viventi  in  piccolo  acquario  per  più  settimane,  osservane 
dooe  in  ogni  sera  l'accendersi.  In  questa  tempo  ebbi  luogo  ad  osservare  , 
che  in  ogni  minima  agitazione  dell'acqua  nella  oscurità  vedevansi  apparire 
punti  luminosi,  che  al  momento  spegnevansi.  Al  rinnovare  della  agitazione 
i  punti  luminosi  face v ansi  sempre  più  rari ,  fin  che  non  mi  appariva  più 
alcuno.  Questo  sembrò  dimostrarmi  che  l'emissione  della  luce  nei  Peridinium 
non  è  proprietà  permanente  dell'animale,  ma  è  la  manifestazione  di  una 
forza  biotica,  che  in  quelli  si  accumula  e  condensa .  È  la  ripetizione  di 
quanto  arriva  con  l'eccitamento  elettrico  della  Baia  t or  pedo y  le  di  cui  scosse 
vanno  sempre  diminuendo  nel  succedersi  delle  scariche.  Probabilmente  questa 
mia  osservatone  non  riescili  punto  nuova  agli  Entomologi ,  al  giudizio 
dei  quali  intendo  sottoporla.  Ma  una  tale  persuasione  non  mi  ha  distolto 
dal  farne  cenno,  perche  ad  alcuno  meno  versato  in  tali  studj  potrà  giun- 
gere opportuno,  rendendogli  un  qualche  conto  di  uno  dei  più  singolari  fe- 
nomeni della  vita  del  mare. 
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FUSIONI  E  DERIVAZIONI  DEI  CICLONI  IN  RAPPORTO 

COLLE  TEMPESTE  ITALIANE 

MEMORIA 

DEL   P.   A.  SERPI  E  RI  DELLE  S.  P. 

(§•  t.)  Un  argomento  che  interessa  in  sommo  grado  i  cultori  della  meteorolo- 
gia e  risponde  ai  voti  dell'universale  è  l'applicazione  delle  notizie  e  leggi  me- 
teorologiche ai  bisogni  dell'agricoltura,  o,  come  suol  dirsi,  l'istituzione  di 
una  meteorologia  agricola  ,  intenta  soprattutto  a  diffondere  prontamente  i 
prognostici  del  tempo  almeno  un  giorno  innanzi.  Si  sa  che  specialmente  in 
America,  in  Francia,  in  Austria  si  danno  siffatti  annunzi  con  grande  pro- 
fitto degli  agricoltori  (1).  Ma  in  Italia  la  scienza  di  tali  previsioni  non 
sembra  essere  molto  avanzata  ,  dappoiché  non  siamo  ancora  ben  accertati 
delle  condizioni  che  favoriscono  l'origine  delle  nostre  tempeste  ,  né  ben 
conosciamo  le  influenze  esercitate  sull'Italia  dalle  tempeste  lontane.  Infatti 
il  Mohn  scriveva  (2)  :  «  Le  tempeste  italiane  vengono  da  W,  ovvero  si  for- 
»  mano  sull'  Italia,  o  nelle  vicinanze  della  medesima  »  ;  e  il  Prof.  Schiapa- 
relli  ,  in  un  vasto  e  perfetto  lavoro  fatto  unitamente  al  Sig.  Frisiani  sui 
temporali  estivi  del  1877,  trovava  che  essi  furono  al  tutto  indipendenti  dai 
cicloni  venuti  dall'Atlantico  sulle  coste  di  Europa  (3);  mentre  d'altra  parte 
i  bullettini  meteorologici  italiani  tengono  un  linguaggio  molto  diverso,  ac- 
cennando spesso  l'immediata  discesa  delle  tempeste  boreali  sulla  nostra 
penisola.  Considerando  adunque  come  la  scienza  delle  previsioni  del  tempo 
è  necessariamente  subordinata  a  tutte  le  questioni  che  riguardano  le  in- 
fluenze esercitate  da  tempeste  lontane,  credetti  utile  d'intraprendere  qualche 
ricerca  sulle  relazioni  che  possono  esistere  tra  le  tempeste  italiane  ed  i 
cicloni  che  vengono  dall'Atlantico  diretti  alle  alte  latitudini  europee.  I  ri- 
sultati di  queste  ricerche  verrò  esponendo    nella    presente   memoria  :  nella 

(1)  Deux.  Congrès,  météorol.  international  de  Rome.  Rapport  du  P.  F.  Deuza.  —  In  questo 
rapporto  è  ben  dimostrato  il  sistema  che  dovrebbe  ordinarsi  in  Italia,  per  provvedere  agli  annunzi 
del  tempo  in  servizio  dell'agricoltura. 

(2)  Elementi  di  Meteorologia  di  H.  Mobn  :  Versione  del  Prof.  D.  Ragona  :  Nota  96  ter  : 
pag.  119. 

(3)  Sui  temporali  osservati  nell' Italia  superiore  durante  Tanno  1877.  Pubblicazione  XVI  del 
R.  Osservatorio  di  Brera  in  Milano:  p.  72. 
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quale  mi  occuperò  in  primo  luogo  di  mostrare  come  una  tempesta  può 
propagarsi  in  modo  indiretto  per  via  di  fusione  con  altre  tempeste,  o  per 
emissione  di  tempeste  secondarie;  e  in  secondo  luogo  proverò  coi  fatti  che 
appunto  per  tal  modo  giungono  ordinariamente  sull'Italia  le  influenze  dei 
cicloni  boreali. 

(§.  2.)  Chiamo  fusione  dei  cicloni  (i)  il  fenomeno  che  essi  talvolta  presentano 
di  unirsi  due  o  piò  insieme,  come  fossero  animati  da  reciproca  attrazione} 
del  qual  fenomeno  non  trovai  negli  ultimi  trattati  di  Mohn  e  di  Scott  al- 
cuna illustrazione,  benché  sia  generalmente  riconosciuto  nelle  riviste  me- 
teorologiche (2).  Esso  nasce,  a  me  pare,  nel  modo  seguente. 

Due  aree  di  depressione  si  avvicinino  tra  loro  per  modo  che  le  isobare 
schierate  intorno  ad  una  s'incrocino  con  quelle  dell' altra.  Mentre  in  gene- 
rale si  formeranno  all'intorno  le  note  correnti  di  forma  spirale,  le  masse 
che  si  trovano  nell'intervallo  fra  i  due  centri  si  anderanno  via  via  river- 
sando nei  medesimi  ,  senza  che  la  rarefazione  ,  che  si  fa  in  quel  mezzo  , 
venga  colmata  dalla  caduta  di  altri  maggiori  e  vicini  gradienti,  quali  avreb- 
bero luogo  se  un  secondo  ciclono  non  fosse  prossimo  al  primo.  Così  molto 
prestamente  si  spiana  e  si  dissolve  la  scala  dei  gradienti  e  dei  contro- 
gradienti interposti;  e  perciò  a  causa  delle  precipitazioni,  a  cui  il  freddo 
di  rarefazione  da  origine,  può  formarsi  nello  stesso  luogo  un  avvallamento 
barometrico  così  profondo  da  chiamare  intorno  a  sé  tutte  le  correnti  cir- 
costanti, costituendo  un'area  unica  di  depressione,  che  sarà  la  fusione 
delle  due  aree  precedenti. 

Ovvero,  se  i  due  cicloni  camminano  l'uno  dietro  l'altro  avrà  luogo 
un9  accelerazione  del  ciclono  posteriore,  perché  l'altro  coll'abbassare  le  pres- 
sioni interposte  gli  prepara  un  più  libero  corso;  e  producendosi  in  modo 
analogo  un  ritardo  nel  movimento  del  ciclono  anteriore,  naturalmente  ac- 
cade che  essi  ben  presto  s'incontrano:  e  allora  quello  dei  due  che  fu  me- 
glio favorito  nel  suo  sviluppo,  assorbe  l'altro,  involgendolo  nelle  sue  spire. 

(t)  Mi  preme  di  dichiarare  che  non  intendo  per  ciclono  una  qualunque  tempesta»  od  un 
semplice  temporale.  Ma  pure  prendendo  la  parola  in  un  senso  molto  generale,  come  oggi  si  usa 
dai  più,  intendo  un'area  qualunque  di  depressione  barometrica,  che  faccia  sentire  i  suoi  effetti 
ad  una  distanza  piuttosto  grande,  richiamando  d'ogni  intorno  il  vento  nelle  note  forme  spirali. 
La  distribuzione  dei  gradienti  deve  trovarsi  in  buon  accordo  colle  direzioni  dei  venti. 

(21  Tutti  i  fatti  descritti  nella  presente  memoria  sono  certamente  noti  e  mille  volte  accen- 
nati negli  scritti  di  meteorologia  e  soprattutto  nei  Bullettini  compilati  dai  meteorologisti  Italiani. 
Mio  unico  intento  fu  di  ben  determinare  i  caratteri  di  certe  leggi  e  di  coordinare  le  nostre  co- 
gnizioni di  teoria  e  di  fatto  a  illustrazione  di  un  argomento,  che  è  divenuto  popolare,  e  che  ri- 
chiama sempre  più  l' attenzione  della  scienza. 
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I  quali  effetti  possono  pure  accadere  fra  due  aree  di  depressione  non 
chiuse  in  forma  di  veri  cicloni;  perocché  vuotandosi  la  barriera  intermedia 
per  la  sua  cadnta  bilaterale  nelle  cavita  vicine,  facilmente  s'ingenera  qual- 
che centro  di  maggiori  precipitazioni  e  rarefazioni,  intorno  al  quale  si  vanno 
ordinando  tutte  le  correnti  circostanti  di  aspirazione. 

{§.  3.)  11  fenomeno  ora  descritto  e  le  varie  sue  fasi,  quali  suggerisce  la  teoria, 
s'incontra  spesso  e  ben  evidente  studiando  i  movimenti  dei  cicloni  nelle 
carte  sinottiche  del  tempo.  Citerò  qui  alcuni  esempi  scelti  veramente  a  caso, 
fra  moltissimi  che  ad  ogni  tratto  s'incontrano,  sulle  magnifiche  carte  Da- 
nesi, costruite  dal  Cap.  Hoffmeyer:  le  quali  carte  ,  benché  mancanti  delle 
isobare  Affricaoe,  sono  immensamente  utili  per  lo  studio  della  meteorologia 
italiana,  ed  è  gran  danno  per  noi  che  sian  cessate  coll'Àprile  del  1876. 

I.  -  30  Aprile  1374.  -  Un  largo  ciclono  colla  depressione  centrale  750mm 
domina  sul  Baltico  e  sulla  Svezia;  ed  un  altro  (womni)  sul  Mar  Nero.  Ài 
mattino  del  i°  Maggio  essi  formano  un  ciclono  solo  col  centro  sulla  Prussia 
in  vicinanza  di  Posen.  In  Urbino  il  vento  cambiò  da  NE2  in  SW3  di 
aspirazione  a  9or  m.  del  t°  Maggio  :  a  Roma  si  trova  cambiato  6or  più  tardi. 

II.  -  2  Agosto  1874.  -  Un  sistema  ciclonico  col  centro   a   735mB   tra  le 
Faroer   e   le  Schei  la  ud  investe   la  G.  Brettagna  con   ptoggie  al  lato  infe-      / 
riorej  ed   altro  somigliante  si  accentra  sul  G.  di  Botnia.  Le  curve  estreme 
inferiori   dell'uno  si  continuano    con   quelle    dell'altro:  quindi  probabilità 

di  Scambievole  attrazione.   La  mattina  del  3  la   fusione   è   fatta,  e   tutti  i 
venti  di  Germania  assecondano  la  costituzione  del  nuovo  centro. 

IH.  —  5  Agosto  1874.  -  Un  altro  sistema  di  curve  a  due  fochi  si  pre- 
senta tra  Irlanda  e  Danimarca.  Il  6  compariscono  ordinate  intorno  ad  un 
solo  centro  e  camminano  insieme  verso  E. 

IV.  -  1°  Ottobre  1874.  -  Un  pozzo  barometrico  a  735""%  chiuso  fra  al- 
tissimi gradienti,  sta  presso  le  Faroer  e  un  ciclono  avanzato  a  745mm  copre 
la  punta  NW  della  Francia.  Il  giorno  appresso,  straordinaria  discesa  e 
concentramento  di  tutte  le  isobare  attorno  ad  una  maggiore  cavita  di 
720mm  sulle  Ebridi  ;  e  poi  tutto  il  sistema  risale  a  riprendere  la  sua  via 
ordinaria  per  la  Norvegia.  La  fusione  produsse  deviazione  temporaria  dalla 
traiettoria  consueta,  che  fu  di  nuovo  ripresa. 

V.  -  io.  Novembre  1874.  -  Un  ciclono  domina  sulla  Scandinavia  col  centro 
di  730*"*  a  Hernosand,  e  a  30*  di  distanza  a  E  si  aprono  profondi  seni,  qhe 
accennano  la  formazione  di  un'altra  cavita.  L'indomane  il  ciclono  Svedese 
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h  corso  innanzi,  ha  raggiunto  le  depressioni  orientali  ed  ha  ripiegali  e  or- 
dinati iu torno  a  se  tutti  i  gradienti. 

VI.  -  19  Novembre  1874.  -  Un  altipiano  di  750 mm  separa  due  ampie  cavità 
di  745mm  collocate  una  sulla  Schetland  ed  una  tra  Wilna  e  Lemberg.  Il  20 
la  cavita  atlantica  h  scomparsa;  e  l'altra,  mossasi  indietro  di  circa  2°,  di- 
stende il  giro  de'suoi  gradienti  fino  ai  luoghi  occupati  dalla  prima,  rove- 
sciandovi le  direzioni  dei  venti. 

VII.  ~  35  Dicembre  1874.  -  Un  minimo  di  7S5mm  sta  sul  mar  Jonio,  men- 
tre un  seno  di  755 mm  si  presenta  a  NW  della  Spagna  e  un  altro  uguale 
a  N  delle  Alpi.  Una  barriera  di  760mm  li  separa  dal  minimo  italiano.  Il  86 
la  barriera  e  abbattuta  e  si  vede  la  fusione  dei  due  seni  e  del  minimo 
italiano  nelle  nuove  aree  di  Svizzera  e  Toscana. 

Vili.  -  3  Gennajo  1875.  -  Un  ciclono  (730mm)  è  in  cima  alla  Scozia,  un 
altro  (730mm)  assale  l'Irlanda  ed  un  terzo  (735mmj  parte  ora  dall'America 
movendo  da  Terranova.  Il  giorno  seguente  tutti  tre  sono  fusi  in  uno,  che 
abbraccia  tutta  la  larghezza  dell'Atlantico  ed  ha  potenza  di  rimanersi  saldo 
con  lievi  spostamenti  e  variazioni  sino  al  10  Gennajo. 

Studiando  in  questi  e  in  tanti  altri  esempi,  sarebbe  utile  ricercare  quali 
condizioni  favoriscono  le  fusioni  e  quali  uè  sono  le  speciali  conseguenze; 
ma  ciò  esce  dall'ordine  delle  presenti  investigazioni. 

(§.  4.)  Contrario  al  fenomeno  di  fusione  è  quello  dell'uscita  di  nuovi  cicloni 
più  o  meno  completi  dal  seno  di  un  ciclono  primario,  fenomeno  che  dirò 
di  derivazione. 

«  Qualche  volta,  dice  Mohn  (i)t  si  formano  separatamente  piccoli  minimi 
»  e  massimi  barometrici  a  lato  dei  grandi.  Tali  minimi  separati  hanno  spesso 
»  fortissimi  gradienti  e  sono  perciò  accompagnati  da  violente  tempeste  »  : 
e  R,  Scott  nota  fra  le  altre  cose  che  «  questi  cicloni,  da  lui  detti  secon- 
»  davi  o  sistemi  satelliti,  si  manifestano  in  generale  sul  lato  Sud  delle  per- 
»  turbazioni  primarie  »  (2). 

Osservando  sulle  carte  del  tempo  le  mutazioni  che  da  un  giorno  all'altro 
avvengono  nelle  isobare,  facilmente  si'  scopre  la  genesi  di  queste  improv- 
vise derivazioni.  Mentre  una  isobara  si  va  allontanando  dal  suo  centro 
primario,  comincia  a  spingere  in  fuori  un  seno  avanzato,  mostrando  che  una 
sua  porzione  cammina  un  poco  più  rapidamente  del  resto.  Subentrano  nello 

stesso  luogo  altre  isobare  più  .interne,  e  fanno  l'istesso.  Questi  seni  proce- 

*- 

(i)  Elementi  di  Meteor.  Versione  del  Prof.  D.  Ragona  :  §  335. 

(2)  Carte  del  tempo  ed  avvisi  di  tempesta  per  R.  H.  Scott:  Versione  di  G.  Pittei:  p.  53. 
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dono  innanzi  con  moto  tutto  proprio,  finche  allontanatisi  assai  dalle  isobare 
madri,  si  rendono  da  esse  quasi  indipendenti  e  talvolta  se  ne  distaccano 
affatto*  La  qual  formazione  deve  dipendere  da  influsso  di  cause  locali  e  spe- 
cialmente da  minore  resistenza  offerta  al  corso  delle  masse  attratte  dalla 
aspirazione  del  centro  ;  dappoiché  le  parziali  espansioni  delle  isobare  non 
altro  significano  infine  che  una  maggiore  tendenza  e  facilita  al  livellamento 
dei  gradienti.  Cosi  i  seni  derivati  sono  luoghi  di  più  rapida  rarefazione  : 
e  quindi  pel  concorso  di  tutti  i  fenomeni  meteorici  che  vi  accadono  e  spe- 
cialmente per  causa  delle  precipitazioni  facilmente  si  convertono  in  cicloni 
secondari  più  o  meno  completi. 

Più  volte  ho  notato  che  appena  un'isobara  si  affaccia  da  W  sul  Medi- 
terraneo o  da  NE  sull'Adriatico  ,  ben  presto  ne  salta  tutta  la  larghezza  e 
forma  un  vasto  seno  che  si  modella  sul  contorno  delle  coste  dell'uno  e 
dell'  altro  mare  o  dell'  intero  bacino  del  Mediterraneo  :  che  è  un  fatto  di 
derivazione  ben  pronunciato  a  cui  conviene  la  spiegazione  data.  Il  fenomeno 
generale  considerato  nei  suoi  caratteri  apparenti  era  indicato  da  Quetelet 
quando  scriveva  (i):  «  Le  oude  atmosferiche  si  propagano  più  facilmente 
»  sulla  superficie  dei  mari  che  sui  continenti.  Le  catene  montane  uè  dimi- 
*  nuiscono  la  velocità  e  l'intensità.  Le  linee  che  figurano  la  marcia  gene- 
d  rale  dell'onda  si  ripiegano  in  modo  da  essere  spinte  in  avanti  nel  senso 
»  della  maggiore  velocita  ». 

(§.  5.)  Dopo  dichiarati  i  fenomeni  di  fusione  e  di  derivazione  facilmente  può 
trattarsi  la  questione  delle  influenze  dei  cicloni  atlantici  sull'Italia.  Certo 
quando  questi  prendono  le  mosse  dalle  coste  americane,  l' Italia  resta  fuori 
e  molto  lontana,  dalla  loro  sfera  di  azione;  e  poichfe  la  traiettoia  che  essi 
seguono  (se  non  si  disperdono  per  via  come  talvolta  succede)  li  guida  alle 
alte  latitudini  di  Europa,  è  manifesto  che  gli  annunci  telegrafici  dell'Herald 
non  debbono  punto  allarmarci,  come  già  da  molti  chiaramente  fu  detto  (2). 
Ma  quando  realmente  una  tempesta  atlantica  approda  sul  continente  eu- 
ropeo, può  egli  dirsi  che  siano  inutili  per  noi  gli  avvisi  di  sua  presenza, 
come   si  trattasse  di  tempeste  di  un  altro  mondo  ? 

Quando  si  riflette  che  un  ciclono  principale  produce  d'ordinario  e  lancia 
verso  S  dei  cicloni  derivati  e  che  l'istesso  ciclono  principale  può  venir 
deviato  dalla  sua  traiettoia  per  via  di  attrazioni  e  di  fusioni,  bisogna 
necessariamente   ammettere    come    facile   e   probabile    la    discesa    diretta    o 

(1)  Meteorologi^  de  la  Belgique  comparée  à  celle  du  globe:  pag.  462. 

(2)  V.  una  nota  del  P.  Ciampi  :  Bull.  Meteor.  della  Univ.  Gregor.  Sett.  1879. 
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indiretta  delle  perturbazioni  nordiche  fino  al  nostro  paese.  A  queste  vedute 
teoriche,  che  riguardano  la  mera  probabilità  del  fatto,  corrispondono  nu- 
merose e  indubitate  testimonianze  offerte  dalle  carte  del  tempo.  Passo  a 
citarne  alcuni  esempi,  presentando  i  disegni  corrispondenti,  che  ho  diluci- 
dati dalle  minori  carte  di  Hofimeyer  :  e  vado  lieto  di  annunciare  che  anche 
il  Prof.  Ragona  concludeva  già  dalle  stesse  osservazioni  al  medesimo  risul- 
tato, scrivendo  (i)  :  «  Taluni  turbini  apparsi  in  Italia ,  come  additano  le 
»  carte  del  Cap.  Hofimeyer,  appartengono  alla  classe  delle  formazioni  se- 
»  condarie,  che  fanno  parte  di  un  gran  sistema  ». 

TAVOLA  I. 

7  al  io  Marzo  1874. 

7.  -  Un  ciclono  incompleto  a  755mm  abbraccia  l'Islanda  ed  altro  a  740mm 
sta  col  centro  su  Arcangelo.  L' Europa  centrale  sembra  sicura  sotto  lo  scudo 
di  un  immenso  anticiclone 

8.  -  li  ciclono  Islandese  cresce  in  profondità  (740min)  e  invade  la  Norve- 
gia. I  venti  di  Danimarca  sono  alla  tempesta.  L' anticiclono  inferiore  si 
espande,  ma  protegge  ancora. 

9.  -  Fusione  dei  due  cicloni  presso  il  G.  di  Botnia,  cioè  nel  mezzo  tra 
le  posizioni  precedenti,  con  lunghe  borse  (embrioni  di  cicloni  derivati)  verso 
SW  fino  alla  Spagna. 

io.  —  Centro  ciclonico  a  Fano  e  grande  insaccatura  di  tutte  le  isobare 
(ino  alle  Alpi.  Siamo  in  aperta  e  diretta  comunicazione  colla  tempesta  nor- 
dica. 11  minimo  barometrico  fu  in  Urbino  l'u,  e  si  ebbe  neve  l9li  e  12. 
Tempeste  per  tutta  Italia. 

8  al  12  Aorile  1874. 

8.  I  barometri  italiani  sono  bassi  e  piove  in  molte  parti  :  ma  peggio  mi- 
naccia il  ciclono  che  si  vede  diretto  all'  Islanda  ed  il  sistema  di  bassi  seni 
(750-55)  schierati  dalla  Scozia  verso  Parigi  ,  separato  da  noi  da  una  stretta 
barriera  a  760mm. 

9.  -  La  barriera  h  aperta  e  le  avanguardie  del  ciclono  si  avvicinano. 

11.  -  Un  ciclono  secondario  è  lanciato  sul  G.  di  Guascogna. 

12.  Esso  si  è  fuso  coi  nostri  minimi,  e  siamo  in  pieno  ciclono,  come  mo- 
strano le  direzioni  dei  venti.  Piove  da  per  tutto  ,  meno  in  Calabria  e  in 
Sicilia.  La  calata  indiretta  dall'Atlantico  all'Italia  si  fe  fatta  per  mezzo  di 
cicloni  derivati  e  di  susseguenti  fusioni. 

(1)  Elementi  di  Meteor.  di  Mohn:  Versione  del  Prof.  D.  Ragona:  Nota  96:  p.  119. 
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TAVOLA  II. 

20  al  23  Ottobre  1374. 

20.  —  Fino  dal  17  un  ciclone*  completo  toccava  l'Islanda,  È  salito  lenta- 
mente, ed  oggi  sta  dinanzi  alla  Norvegia. 

2t.  -  È  disceso,  e  batte  con  venti  furiosi  la  G.  Brettagna,  la  Danimar- 
ca, ecc.  Una  sua  lontana  isobara  (di  765miD)  si  sprofonda  in  una  borsa  fino 
alla  costa  Tunisina  e  sembra  invitare  il  ridono  alla  discesa. 

22.  -  Seguita  lo  sprofondamento  delle  isobare  sull'Italia  e  i  venti  della 
Venezia  si  voltano  al  ridono,  che  però  mostra  di  risalire. 

23.  -  Il  ciclono  risale:  ma  un'area  di  depressione  si  è  formata  dalle  Alpi 
alla  Sardegna  e  sull'Adriatico.  Nevi  e  pi  oggi  e  in  molti  luoghi.  Centro  vor- 
ticoso tra  Lesina  e  Trieste  (Bull.  Secchi). 

to  al  15  Novembre  1874. 

io.  —  Due  centri  dominanti  ieri  sull'Islanda  e  al  C.  Nord  si  sono  fusi 
in  uno,  che  sta  oggi  (730mnl)  presso  Hernosand. 

li.  —  Ha  camminato  un  poco  verso  E  ,  dilatando  verso  S  tutti  i  suoi 
gradienti  sino  ad  assorbire  P  anticiclone)  (770mm)  che  stava  verso  il  Mar  Nero. 

12.  -  È  tutto  un  mare  di  basse  pressioni  dal  Mar  Bianco  a  Gibilterra 
e  a  Malta.  Un  ciclono  derivato  accerchia  il  Mediterraneo. 

14.  —  Le  alte  isobare  si  chiudono  intorno  di  noi  e  restiamo  col  nemico 
in  casa.  Piogge,  temporali,  nevi  e  venti  di  tempesta  da  ogni  parte. 

15.  —  Il  ciclono  italiano  si  disperde,  lanciando  cicloni  secondari  a  NE. 
(§.6.)  Simili  ai  pochi  fatti  qui  sopra  riferiti  molti  altri  se  ne  incontrano  nelle 

carte  giornaliere  di  Hoffmeyer  :  di  tutti  ,  o  almeno  di  quelli  che  giudicai 
abbastanza  certi  e  significanti,  ho  preso  nota  nel  quadro  seguente,  indicando 
eziandio  in  <juaf  verso  discese  sull'Italia  la  perturbazione  e  quali  disturbi 
atmosferici  furono  ad  essa  contemporanei  ,  traendo  queste  ultime  notizie 
dagli  Annali  della  Meteorologia  Italiana  pubblicati  dal  Ministero  di  Agricol- 
tura. Debbo  però  avvertire  che  gli  stessi  fenomeni  atmosferici  accadevano 
ugualmente  in  qualunque  altro  tempo,  in  cui  non  era  possibile  sospettare 
alcuna  influenza  di  tempeste  boreali. 
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QUADRO 

DBLLB    PRINCIPALI    COMUNICAZIONI    TRA    1    CICLONI    BOREALI    E    L*  ITALIA 

DAL    1*    DICEMBRE    1874   AL    30    APRILE    1876. 


"     '  ■     ' 

Data 

DERIVA- 

Precipitazioni e  temporali 

• 

ZIONE 

1874 

26  a  29  Gennaio 

NE 

Pioggia  nell'Italia  merid.  —  Temporale  e 
grandine  a  Palermo. 

15  al  18  Febbraio 

NW 

Nevate  e  pioggie  in  molte  parti.  Temporali. 

26  al  28  Febbraio 

NW 

Piogge  in  molte  parti. 

7  al  io  Marzo 

N? 

Piogge  generali.  Temporali  e  venti  im- 
petuosi. 

19  ,  20  Marzo 

N? 

Pioggia  in  varie  parti.  Il  21  grandine  ad 
Aquila  e  pioggia  temporalesca  a  Napoli. 

3  al  5  Aprile 

N? 

Neve  e  abbondanti  pioggie  in  più  parti. 

8  al  12  Aprile 

NW 

Neve  e  abbondanti  piogge  in  più  parti. 

13,  14  Aprile 

NW 

Piogge  generali.    Minimo   barometrico  in 

- 

Urbino  23mm  sotto  la  media  annua. 

30  Aprile  al  2  Maggio 

NE 

Temporali    nell'  Italia    superiore*  Piogge 

nella  media. 

7  al  12  Maggio 

N 

Pioggie  generali  e  qualche  temporale  con 
grandine. 

15  ,  16  Maggio 

NE 

Piogge  e  temporali.    Neve  a  Urbino. 

22  al  24  Maggio 

WNW 

Pioggia  in  tutta  Italia.  Qualche  temporale 
e  grandine. 

21  ,  22  Giugno 

NE 

Grandi  pioggie  e  grandine  nell'Italia  su- 
periore. 

24  al  26  Luglio 

N 

Piogge  temporalesche  quasi  da  per  tutto. 

29  9  30  Luglio 

NW 

Pioggie  e  temporali  specialmente  nell'Italia 
settentrionale. 

$  ,  9  Agosto 

NNW 

Piogge  e  temporali  nell'Italia  centrale  e 
settentrionale. 

12  Settembre 

.  N 

Pioggia  temporalesca  a  Padova ,  Vicenza, 
Camerino,  Perugia:  e  pioggia  altrove. 

3 ,  4  Ottobre 

NNW 

Pioggia  temporalesca  per  quasi  tutta  Italia. 

15  ,  16  Ottobre 

NW 

Pioggia  per  tutto;  dirotta  a  Roma,  tem- 
poralesca a  Catania. 

28 


Precipitazioni  e  temporali 


H 


20  al  23  Ottobre 


io  al  15  Novembre 

25 ,  26  Novembre 
9  ,  io  Dicembre 
18  al  20  Dicembre 


1875 


21  9  22  Gennaio 
4  ,  5  Febbraio 


19  al  21  Marzo 


5  al  7  Aprile 
26,  27  Maggio 
8  al  io  Luglio 


28,  29  Settembre 


io,  u  Ottobre 

19  al  23  Ottobre 

29  al  31  Ottobre 
5  al  7  Novembre 
19,  20  Novembre 


28,  29  Novembre 


NE 

NW 
N 
N 


N 


NNE 


NNE 


NW 


NE 


N 


N 


NW 

WNW 

WNW 
NNW 
NNW 


W 


Pioggia  qua  e  la  per  tutta  Italia.  Alcu- 
ni temporali. 

Piogge  ,  temporali  e  grandine  in  molti 
paesi.  Prima  nevata  in  Urbino. 

Pioggia  e  poca  neve  in  vari  luoghi. 

Pioggia  da  per  tutto  e  neve  in  più  luoghi. 

Pioggia,  neve  ne  IT  Italia  superiore  e  media. 
Qualche  temporale  e  grandine. 


Mese  di  bel  tempo  coi  giorni  più  piovosi 

21 9    22,    25. 

Temporali  a  Roma,  Napoli,  Cosenza.  Gran- 
dine a  Napoli.  Pioggia  e  neve  a  Palermo. 

Pioggia  e  grandine  a  Livorno:  pioggia 
a  Grosseto  ,  Perugia ,  Chieti,  Roma, 
Siracusa. 

Vari  temporali  con  grandine.  Pioggia  per 
tutta  Italia* 

Piogge  temporalesche  a  Udine ,  Padova, 
Ancona,  Cosenza,  Palermo. 

Temporali  con  grandine  a  Torino,  Vercelli, 
Piacenza,  Perugia.  Uragano  con  pioggia 
e  grandine  a  Bergamo. 

Pioggia  temporalesca  a  Roma,  Napoli, 
Cosenza,  Verona.  Temporali  anche  il 
30.  Burrasca  di  S.  Michele. 

Pioggia  temporalesca  in  più  luoghi  da 
Udine  a  Siracusa. 

Parecchi  temporali  e  pioggie  dalle  Alpi 
a  Napoli. 

Piogge  in  varie  parti. 

Pioggia  qua  e  la  per   tutta  Italia. 

Pioggia  temporalesca  con  minuta  grandine 
a  Firenze  e  Perugia.  Pioggie  in  Anco- 
na ,  Cosenza ,  Roma ,  Napoli. 

Pioggie  da  per  tutto.  Neve  a  Milano  e 
Torino. 
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Data 

DERIVA- 
ZIONE 

Precipitazioni  e  temporali 

1876 

4,  5  Febbraio 

9,  io  Febbraio 

23,  24  Febbraio 

27,  28  Febbraio 

8  al  io  Marzo 
23  al  30  Marzo 
io  al  12  Aprile 

16  al  19  Aprile 

27  al  29  Aprile 

N 

w 

N 
N 

NW 

NW 
NNE 

NW 

WNW 

Neve  nelT  Italia  superiore  e  media.  Pioggia 
a  Firenze,  Roma,  Napoli. 

Neve  e  grandine  a  Livorno.  Neve  e  piog- 
ge in  moltissimi  luoghi. 

Pioggia  e  neve  in  più  luoghi.  Grandine 
a  Cosenza. 

Pioggie  con  uragano  a  Livorno.  Neve  a 
Padova,  Milano,  Moncalieri. 

Pioggie  nell'Italia  superiore  e  media. 

Grandi  piogge  e  temporali  in  ogni  parte. 

Pioggia  a  Milano,  temporalesca  a  Belluno. 
Molte  piogge  il  13. 

Copiose  pioggie,  temporali  e  grandine  in 
moltissimi  luoghi. 

Piogge  molto  generali  e  qua  e  la  tem- 
porali. 

(§.  7.)  Raccogliendo  i  numeri  delle  derivazioni  avvenute  nei  soli  due  anni  me- 
teorologici 1874,  1875,  cioè  dal  1°  Dicembre  1873  al  30  Novembre  1875 ,  risulta 
il  seguente  quadro  ordinato  secondo  i  vari  mesi  e  secondo  il  verso  in  cui 
si  sono  effettuate  le  varie  derivazioni. 


Mesi 

w 

WNW 

NW 

NNW 

N 

NNE 

NE 

ENE 

E 

Somma 

Dicembre 

a 

1 

2 

Gennaio 

• 

■ 

■ 

i 

1 

2 

Febbraio 

► 

1 

2 

1 

• 
3 

Marzo 

» 

* 

2 

1 

3 

Aprile 

Maggio 

Giugno 

Luglio 

Agosto 

Settembre 

> 

1 

1 

3 

1 

1 

1 

1 
1 

2 

2 

3 
i 

•* 

' 

4 

5 
1 
3 
1 

2 

Ottobre 

■ 

> 

2 

2 

1 

1 

6 

Novembre 

1 

1 

9 

2 

l 

- 

■ 

S 

Somma 

1 

3 

4 

12 

2 

6 

0 

0 

37 
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Si  ha  dunque  una  media  annua  di  18  derivazioni.  Quindi  può  dirsi  che  : 
e  nel  tempo  che  una  tempesta  proveniente  dall'Oceano  Atlantico  si  aggira 
»  per  le  alte  latitudini  europee  fino  ai  M.  Urali,  v'ha  sempre  pericolo  che 
»  qualche  sua  derivazione  scenda  ad  eccitare  tempeste  secondarie  in  Italia  ». 

Nel  qual  fatto,  come  apparisce  dalla  tavola  superiore,  importa  specialmente 
di  notare  che  talvolta  il  turbine  primario  lancia  verso  Italia  qualche  tur- 
bine secondario  anche  da  NE,  cioè  quando  pure  ebbe  oltrepassato  i  nostri 
meridiani  e  sembrava  volerci  lasciare  indietro  e  fuori  di  pericolo. 

(§.  s)  La  frequenza  relativa  nelle  varie  stagioni  viene  rappresentata  dai 
seguenti  numeri 


1874 

1875 

Media 

Inverno 

3 

4 

3,5 

Primavera 

9 

3 

6,0 

Estate 

4 

1 

2,5 

Autunno 

6 

7 

6,5 

cioè  : 

«  nei  due  anni  1874,  1875  le  perturbazioni  nordiche  discesero  in  Italia  con 
»  assai  frequenza  nella  primavera  e  nell*  autunno  ,  e  molto  raramente  nel- 
»  Testate  ». 

Di  più  si  vede  dalla  tavola  superiore  che  il  maggior  numero  colpiva  spe- 
cialmente nella  primavera  i  mesi  di  Aprile  q  Maggio,  nell'autunno  i  mesi  di 
ottobre  e  Novembre. 

Nel  Bull,  di  Secchi  del  3!  Agosto  1876  si  trova  la  seguente  nota  del 
P.  Ferrari,  che  concorda  colla  legge  detta  di  sopra  :  «  Il  medio  numero 
»  delle  burrasche  atlantiche,  che  vengono  alle  coste  di  Europa,  suol  essere 
»  tra  sette  o  dieci  per  ogni  mese  in  qualsiasi  stagione.  Però  nell*  inverno 
»  bene  spesso  dal  NW  scendono  verso  il  SE  estendendo  la  loro  azione  da 
»  noi  ed  in  tutte  le  regioni  meridionali  ;  mentre  in  estate  girano  più  al 
»  largo,  salvo  una  o  due,  e  dileguansi  verso  il  N,  o  verso  la  Russia  all'È  ». 
E  parimente  nella  rivista  del  Maggio  1868  è  detto:  «  È  questa  la  stagione 
»  nella  quale  le  grandi  burrasche  che  vengono  dall'  Atlantico  passano  da 
»  W  a  E  seguendo  la  linea  del  Baltico,  e  di  raro  scendono  verso  il  Sud. 
»  Quasi  però  in  contraccambio  da  noi  è  cominciata  la  stagione  delle  piccole 
»  burrasche  locali,  effetto  della  elettricità  che  domina  fortemente  nel  l'atra  o- 
»  sfera,  e  che  si  disfogano  in  piogge  momentanee  e  periodiche  per  alquanti 
»  giorni  di  seguito  ».  Sembra  dunque  che  la  legge  incontrata  sia  costante 
e  generale  per  tutti  gli  anni. 
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(§.  g.)  Avendo  indicato  col  Dome  di  derivazioni  le  influenze  esercitate  dalle  tem- 
peste nordiche  suil*  Italia,  non  intesi  di  asserire  che  assolutamente  esse  non 
si  avanzino  mai  tanto  da  comprendere  anche  l' Italia  nella  loro  sfera  di  azione. 

V'ha  dei  cicloni  che  s'incamminano  coti  larghissime  isobare  e  deboli  gra- 
dienti verso  le  coste  occidentali  di  Francia,  Spagna  e  Portogallo,  Mostrando 
forme  e  andamenti  al  tutto  diversi  dirgli  altri  che  salgono  pei*  la  Solita  vìa 
di  NE.  Quelle  larghe  isobare  traversano  pure  l'Europa  meridionale  e  giun- 
gono all'Italia;  e  benché  il  loro  centro  resti  ancora  lontano  verso  W9  pure 
ne  abbiamo  talvolta  gravissime  perturbatemi.  Di  queste  volle  forse  inten- 
dere il  Mohn  quando  scrisse  che  le  nostre  tempeste  vengono  da  Wo  sono 
al  tutto  indigene»  Un  bell'esempio  di  cotal  genere  si  ha  dal  so  al  *4  Mag- 
gio 1874.  Ma  l'arrivo  diretto  dei  cicloni  sulle  coste  dell' Europa  meridionale 
è  veramente  un'eccezione,  almeno  nei  £9  mesi  abbracciati  dagli  atlanti  di 

Hofimeyer  (t). 

< 

Più  rilevante  e  degno  di  Considerazione  h  il  fatto  che  si  presentò  il  u 
Aprile  1874.  Un  ciclono  a  forme  ben  pronunciate  assale  il  ts  Aprile  tS74 
l'Islanda:  il  13  h  disceso  tutto  intero  e  compatto  sulla  G.  Brettagna:  il  u 
h  tutto  suU'  Italia  !  e  dietro  di  lai  si  chiude  completamente  la  schiera  degli 
alti  gradienti.  Nel  Bullettino  di  Secchi  si  accenna  il  fatto  come  una  discesa 
immediata  del  ciclono  atlantico  sull'Italia.  Il  fatto  h  vero  in  sostanza;  ma 
rarissimo  com'è,  ed  unico  in  due  anni,  fa  eccezione  alla  regola  generale 
senza  distruggerla.  Fortunatamente  un  fatto  di  tal  genere  potrebbe  meglio 
prevedersi  che  qualunque  delle  altre  consuete  derivazioni.  Supponete  un 
grande  impedimento  al  corso  ordinario  dei  cicloni  Verso  NE  ed  E;  suppo- 
nete abbastanza  sgombrate  le  vie  verso  l'Europa  meridionale  e  il  Mediter- 
raneo, o  attrazioni  di  altre  bassure  barometriche  preesistenti,  e  potrà  farsi 
con  molta  probabilità  il  prognostico  di  una  pronta  discesa.  Nel  caso  accen- 
nato v'era  appunto  un  anticiclono  che  sbarrava  la  via  di  NE,  e  obbligò  il 
ciclono  a  una  prima  discesa;  e  avendolo  accompagnato  anche  nella  sua  di- 
scesa, non  gli  permise  di  risalire;  mentre  a  SÉ  e  sull'Italia  dominavano 
vaste  aree  di  depressione. 

Il  che  vuol  dire,  che  avendosi  a  fare  dei  prognostici*  non  solo  bisogna 
aver  presenti  le  leggi  generali,  ma  conviene  pur  badare  alla  possibilità  di 
eventi  al  tutto  straordinari,  prodotti  necessariamente  da  un  concorso  acci- 
dentale di  molte  favorevoli  circostanze  (2).  ' 


^a^_^_ 


W      fif      Irft        illHM      ti       lllll    II      llli 


(1)  Ne!  Bull,  di  Secchi  si  parla  di  ima  barrasti*  6fce  Sembra  vetta»  d*  Wii  primi  di  Set- 
tembre 1862  e  il  17  Agosto  1867. 

(2)  Io  penso  eoa  altri  molti  che  la  nostra  meteorologia  cominci  dall'alto  »  e  quindi  credi» 
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(§.  io.)  Dirò  ora  delle  singolari  conclusioni  a  cui  venne  il  Prof.  Schiaparelli 
nello  studio  dei  temporali  italiani  del  Maggio,  Giugno,  Luglio,  Agosto.  1877 
(Mera,  cit/) 

Egli  nptò(p.  69)  che  i periodi  temporaleschi  dell'alta  Italia  avvennero  la  più 
parte  quando  le  regioni  europee  ed  atlantiche  di  W  e  NW  erano  invase  da 
qualche  vasto  anticiclone»,  che  sempre  più  avanzandosi  ad  E,  sgorgava  da 
una  parte  in  poderose  correnti  per  il  G.  di  Lione  e  per  poco  arrestandosi 
a  N  sui  fianchi  esterni  delle  Alpi,  cadeva  poi  sulla  valle  padana,  generan- 
dovi grande  scompiglio  di  correnti  e  abbondanti  precipitazioni  per  V  improv- 
viso miscuglio  di  fredde  e  calde  arie.  La  quale  coincidenza,  tanto  singolare 
e  impensata,  basta  per  se  sola  ad  escludere  la  dipendenza  di  quei  tempo- 
rali dai  cicloni  atlantici.  E  questa  conclusione  convalidò  facilmente,  esami- 
nando lo  stato  contemporaneo  dei  barometri  in  Italia  e  alle  spiagge  del- 
l'Atlantico. Trovò  infatti  che  all'epoca  di  maggior  frequenza  dei  temporali 
italiani  corrisposero  intorno  a  Brest  e  a  Valentia  pressioni  molto  alte  ,  e 
all'epoca  di  minima  frequenza  pressioni  molto  basse. 

Le  conclusioni  del  Prof.  Schiaparelli  non  sono  contrarie  alla  legge  delle 
comunicazioni  ita  lo -boreali  se  non  in  apparenza.  Infatti  non  solo  le  comu- 
nicazioni da  NW  (Lorient,  Brest,  Valentia)  sono  estremamente  rare  nei  quat- 
tro mesi  Maggio,  Giugno,  Luglio,  Agosto;  ma  tutta  Testate  va  generalmente 
esente  da  qualunque  perturbazione  venuta  d' oltremonte  (§.  8).  La  legge  di 
frequenza  nei  vari  mesi  pone  dunque  in  perfetta  armonia  le  nostre  dedu- 
zioni ,  che  a  vicenda  si  convalidano  rispetto  alla  legge  che  il  Prof.  Schia- 
parelli incontrava  nell'anno  da  lui  preso  in  esame:  «  Non  sono  i  cicloni 
ì)  dell'Atlantico  che  producono  i  nostri  temporali  dal  Maggio  all'Agosto  »  (ì). 

In  quanto  però  agli  altri  mesi  dell'anno  ,  ai  quali  il  Prof.  Schiaparelli 
naturalmente  dichiarava  di  non  poter  estendere  le  sue  conclusioni,  abbastan- 
za dev'essere  apparso  che  i  cicloni  provenienti  dall'Atlantico  hanno  gran 
parte  nelle  tempeste  italiane;  abbenchè  contrariamente  alla  comune  opinione, 
non  operino  sull'Italia  che  in  modo  indiretto. 

Nello  studio  fatto  per  tanti  anni  in  questa  stazione  di  Urbino  sulle  vi- 
cende del  tempo  io  ho  notato*  che  quando  entriamo  in  comunicazione  colle 
tempeste  nordiche ,    generalmente    la    nostra    perturbazione    dura    circa    tre 

ebe  nel  pericolo  di  grandi  perturbazioni  bisogna  soprattutto  aver  l'occhio  al  vento  delle  nubi  e 
alle  loro  qualità  e  trasformazioni.  Un  ciclono  che  si  avvicina  comincia  a  spiegare  il  suo  dominio 
sulle  correnti  superiori  e  sulle  formazioni  dei  cirri,  che  ci  presentano  gli  aloni  solari ,  segno 
quasi  certo  di  prossime  tempeste.  Il  D«r  Ha  no  disse  molto  bene:  «La  previsione  del  tempo  si 
»  collega  essenzialmente  ai  fenomeni  e  alle  trasformazioni  delle  alte  regioni  dall'atmosfera.  Biso- 
d  gna  guardare  in  alto!  »  Rapports  de  deut.  congr.  météor.  intcrn.  de  Rome:  p.  247. 
(!)  Mena.  cit.  pag.  73. 
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giorni:  mentre  le  perturbazioni  estive  durano  un  giorno  solo;  e  se   anche 
si  ripetono  più  giorni  di  seguito,  non  avvengono  che  per  poche  ore  della 
giornata.  È  questo  un  fatto  che  tutti  avranno  facilmente  osservato,  e  che 
basterebbe  da  se  solo  a  segnare  la  diversa  origine  e  natura  delle  tempeste 
dell'estate  e  di  quelle  di  altre  stagioni.  In  breve,  le  tempeste  estive  sono  piutto- 
sto locali»  e  quelle  di  altre  stagioni  hanno  lunga  durata  e  grandissima  estensione. 
(§•  ii«)  Ottima  h  senza  dubbio  la  classazione  dei  nostri  temporali  estivi  stabilita 
dal  Prof.  Schiaparelli  e  pare  a  me  che  i  tre  tipi  di  temporali  da  lui  scoperti 
e  determinati,  e  detti  atlantico,  affricano,  indigeno  segnino  una  felice,  in- 
sperata conquista  della  Meteorologia  italiana  in  un  campo  pieno  di  avvilup- 
pate difficolta*  Cotesti  tipi  certamente  si  estendono  anche  alle  altre  stagioni, 
perocché  le  stesse  cause  daranno  prossimamente  sempre  i  medesimi  effetti  : 
ma  a  comprendere  tutte  le  perturbazioni  delle  quali  si  h  lungamente  discorso, 
io  proporrei  di  aggiungere  un  quarto  tipo,  al  quale  sarebbero  da  riportarsi 
le  varie  comunicazioni  più  o  meno  dirette  che  l'Italia  può  avere,  massime 
in  primavera  ed  estate,  colle  tempeste  cicloniche  traversanti  le  alte  latitudini 
europee.  Forse  negli  stessi  disegni  XVI  e  XVII  delfa  tav.  F.  della  citata  memoria 
questo  tipo  di  carattere  al  tutto  ciclonico  si  svela  assai  chiaro  :  mentre  si  Ve- 
dono il  23  Giugno  due  cicloni  discendenti  da  N  e  NE  verso  le  Alpi  e  il  24  si  tro- 
vano fusi  insieme  fra  Trieste,  Pola  e  Cracovia  :  alla  qual  fusione  può  attribuirsi 
la  ripetizione  nel  dì  24  del  gran  fracasso  di  temporali  che  era  stato  il  23. 
Il  nuovo  tipo  cbe  io  dico  (e  che  pur  merita  un  nome  particolare)  avrebbe 
poi  diverse  forme  :  e  potrebbe  distinguersi  in  secondario  per  i  casi  in  cui 
il  ciclono  boreale  opera  sull'Italia  con  semplici  derivazioni,  e  primario  per 
i  casi  d'intera  fusione  del  turbine    primario    sui    nostri    mari  e  sul  nostro 
paese.  Di  quest'ultimo  tipo  fu  la  tempesta  del  14  Aprile  1874,  indicata  al 
§.9:  e  pare  che  avessero  ristesso  carattere  le  due  tempeste  del  3  e  23  Di- 
cembre 1863  descritte  dal  Secchi  nel  suo  Bullettino  (ì),  la  prima  delle  quali 
ci  fu  con  vantaggio  prenunciata  dall'osservatorio  di  Parigi  (2). 

(§•  12.)  Infine  riassumendo  in  brevi  termini  le  cose  dette,  concludiamo  : 
1?  -  Le  tempeste  provenienti  dall'Atlantico  non  minacciano  direttamente 
T  Italia  :  quindi  gli  avvisi  che  vengono  d'America  sulle    loro    prime    mosse 
verso  l'Europa  non  hanno  importanza  per  l'Italia. 

2?  -  Quando  un  ciclono  atlantico  h  approdato  sulle  coste  di  Europa ,  o 
ne  traversa  le  alte  latitudini,  esso  può  influire  sull'Italia. 

3?  -  Le  derivazioni  che  lancia  sulT  Italia  un  ciclono  boreale  sono  rarissime 

''  ■  — — ■  ■  ■  ■  Il     I     ■  Il  M^——i  I  I  — — — — »— — —— —————— » 

(i)  Bull.  Meteor.  dell'Oss.  del  Coli.  Romano:  31  Dicemhre  1863. 

(2)  H.  Marie  Davy  :  Les  Monvem.  de  l'atmosphère  et  dea  mera  :  p.  437. 
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nell'estate,  ma  assai  frequenti  nelle  altre  stagioni  e  specialmente  nei  mesi 
di  Aprile  e  Maggio,  di  Ottobre  e  Novembre. 

4?  -  Un  ciclono  boreale  può  calare  e  fondersi  interamente  sui  mari  e  sui 
continenti  italiani,  se  vi  sia  condotto  da  un  concorso  di  cause  accidentali, 
che  raramente  s'incontrano. 

5?  -  La  presenza  di  notabili  depressioni  sui  mari  e  sui  continenti  italiani 
costituisce  sempre  una  causa  di  maggiori  pericoli  rispetto  alle  derivazioni  o 
discese  dei  cicloni  boreali. 

6?  -  I  cicloni  boreali  sono  ugualmente  temibili  quando  nel  loro  corso 
ordinario  hanno  oltrepassata  la  nostra  longitudine  e  sembrano  lasciarci  in- 
dietro e  cessare  sull'Italia  ogni  minaccia. 

7?  —  Gli  anticicloni  dominanti  sull'Europa  superiore,  che  sbarrano  le  vie 
verso  E,  accrescono  i  nostri  pericoli;  gli  anticicloni  dominanti  sull'Europa 
centrale    scemano  il  pericolo  delle  comunicazioni  italo-borea  li. 

8?  -  Ai  tipi  temporaleschi  italiani  atlantico,  affricano,  indigeno  stabiliti 
dal  Prof.  Schiaparelli  per  la  stagione  estiva,  sembra  doversi  aggiungere  un 
quarto  tipo,  per  comprendere  le  comunicazioni  italo-boreali;  il  qual  tipo 
può  essere  di  due  sorta,  secondo  che  la  comunicazione  si  stabilisca  o  per 
immediata  discesa,  o  per  semplice  derivazione. 

9?  -  Le  derivazioni  o  discese  dei  cicloni  boreali  sull'Italia  non  possono 
indovinarsi  se  non  si  conosce  la  distribuzione  delle  pressioni  barometriche 
dalle  coste  occidentali  di  Europa  ai  Monti  Urali. 

io?  —  Assai  facili  e  certe  sono  le  previsioni  delle  discese  immediate  dei 
cicloni  boreali;  perchè  esse  non  hanno  luogo  se  non  per  un  concorso  di 
circostanze  molto  favorevoli  e  generali. 

il?  -  In  quanto  a  molti  temporali  estivi,  che  hanno  il  carattere  di  tem- 
peste locali,  io  credo  che  possano  prevedersi  soltanto  dalla  mattina  alla  sera, 
attendendo  alle  correnti  che  dominano  nelle  parti  superiori  e  inferiori  del- 
l' atmosfera  e  alle  qualità  dei  vari  strati  di  nubi.  Queste  previsioni  non  pos- 
sono abbracciare  che  un  campo  assai  ristretto. 

12?  -  Per  giungere  a  stabilire  sopra  solide  basi  il  desiderato  sistema  delle 
previsioni  del  tempo,  dovrà  pure  studiarsi  quali  leggi  regolano  il  corso  delle 
tempeste  che  talvolta  assalgono  l'Italia  venendo  dall'Affrica  (l). 

'  ■  ■      ■  »     I  «Il  II  «  |       -  n      .     — — — — ^ ^ — — ^ l^— ^— » 

(1)  Les  Mouv.  de  l'atm.  etdes  mers  par  Marie  Davy.  pag.  464.  —  Lettera  di  M.  Tarry  nel 
Ball,  del  P.  Secchi:  20  Febbraio  1876.  —  Anche  nelle  riviste  dei  Bullettini  italiani  non  raramente 
è  descrìtta  l'influenza  esercitata  dalle  dette  tempeste,  come  ad  esempio  nel  Bull,  del  P.  Denza, 
Marzo  e  Luglio  1873,  Ottobre  1875:  in  quello  del  P.  Secchi,  Dicembre  1875,  Agosto  1876:  nelle 
riviste  del  Prof.  Tacchini,  Ottobre  1870,  Luglio  1880. 
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DI    UN    OROLOGIO   SOLARE    UNIVERSALE 

LETTERA 
DEL  R.  P.  GIOVANNI  EGIDI  D.  C.  D.  G. 

AL  P.  G.  ST.   FERRARI  D.  M.  C. 


u, 


na  delle  più  importanti  applicazioni  dell'Astronomia  agli  usi  della  vita 
civile  è  la  Gnomonica,  ossia  quella  scienza  in  cui  s'insegna  a  riconoscere 
Fora  del  giorno  dalla  lunghezza  dell'ombra  di  uno  stilo  eretto  sopra  una 
data  superficie.  Nessuna  parte  delle  matematiche  applicate  fu  coltivata  con 
p.'ù  d'ardore  di  questa  ,  quindi  è  che  abbiamo  una  gran  moltitudine  di 
trattati  teoretici  e  pratici  della  medesima.  Nei  più  estesi  fra  essi  si  descri- 
vono ancora  gli  orologi  o  quadranti  solari  portatili,  per  mezzo  de'quali  si 
può  conoscere  l' ora  del  sole  in  qualunque  luogo  uno  si  trovi.  Ve  ne  sono 
di  varie  specie  descritti  dagli  antichi  autori,  i  quali  però  o  non  sono  uni- 
versali ,  o  se  Io  sono  hanno  per  condizione  sine  qua  non  ,  la  cognizione 
della  linea  meridiana. 

Pregio  quindi  dell'  opera  si  era  il  costruire  tale  orologio  solare,  che  oltre 
ad  essere  universale  fosse  altresì  indipendente  dalla  meridiana  e  riunisse  ad 
una  somma  semplicità  una  sufficiente  esattezza.  E  questo  appunto  si  deve 
al  Chmo  P.  Giovanni  Egidj,  il  quale  volle  in  una  sua  cortese  lettera  comu- 
nicarmi il  principio  su  cui  si  fonda  la  costruzione  stessa  del  suo  Orologio 
Solare  universale  indipendente  dalla  meridiana.  Qualora  piacesse  a  taluno 
conoscere  a  qual  classe  degli  Orologi  Solari  appartenga  quello  inventato 
dal  sullodato  P.  Egidj,  può  dirsi  che  esso  è  del  genere  dei  quadranti  ana- 
le rumatici }  chiamandosi  analemma  la  proiezione  ortografica  dei  circoli  della 
sfera  sopra  di  un  piano  -,  ed  infatti  per  costruire  quest'  orologio  h  necessario 
projettare  tre  circoli  della  sfera  ortogonalmente  sul  piano  del  meridiano  , 
come  vedrassi,  prendendo  cosi  come  la  forma  di   un  astrolabio. 

Quantunque  siasi  a  di  nostri  tanto  perfezionata  far  te  dell'Orologeria,  pure 
in  molti  luoghi  non  possono  convenientemente  regolarsi  i  pendoli  ed  i  cro- 
nometri se  non  si  abbia  un  esatta  cognizione  o  del  mezzodì  vero  o  del- 
l'angolo orario  del  sole  per  un'epoca  determinata;  ed  è  manifesto  che  per 
moltissimi  luoghi  mancano  gli  osservatori  astronomici  ed  altri  mezzi  per 
l'esatta  determinazione  del  tempo. 

Ciò  premesso  ecco  la  lettera. 
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Pregiatissimo  e  Rev.  P.  Stanislao 

Con  gran  piacere  soddisfo  alla  sua  gentilissima  richiesta  di  esporle  bre- 
vemente il  principio  su  cui  si  fonda  la  costruzione  dell'orologio  solare  uni- 
versale e  indipendente  dalla  meridiana,  che  tempo  fa  le  mostrai,  e  le  ac- 
cludo insieme  la  esecuzione  dell'orologio  medesimo. 

È  cosa  cosi  semplice  che,  inteso  il  principio  su  cui  si  appoggia,  s' intende 
subito  il  modo  di  costruirlo. 

11  principio  h  questo.  Immaginiamo  tre  circoli  che  passino  pel  sole:  uno 
parallelo  all'equatore  ed  è  il  parallelo  descritto  dal  sole  nel  suo  moto 
diurno  apparente:  un'altro  parallelo  all'orizonte,  la  cui  distanza  dall'ori- 
zonte  è  appunto  l'altezza  del  sole  nel  momento  dell'osservazione:  e  il  terzo 
che  passa  pei  poli  celesti  e  pel  sole ,  che  fe  il  circolo  di  declinazione  ,  il 
quale  nel  momento  dell'osservazione  fa  un  angolo  orario  h  col  meridiano. 
Il  sole  si  troverà  nel  punto  in  cui  questi  tre  circoli  si  intersecano. 

Perciò  se  i  detti  tre  circoli  vengono  pro- 
iettati ortogonalmente  sul  piano  del  meridia- 
no i  il  punto  nel  quale  si  trova  il  sole  h 
proiettato  nel  punto  dove  s'intersecano  le  pro- 
iezioni dei  tre  circoli.  Rappresenti  il  piano 
della  figura  il  meridiano:  sia 

AB  l'intersezione  del  meridiano  coli  orizonte. 
EE'  Pintersezionedel  meridianocoll'equatore. 
P,  P'  i  poli  della  sfera 
ED  la  declinazione  del  sole  |  almomen- 

AH  T  altezza  del  sole  sull'  orizonte  j  seriazione 
Saranno  DSD',  HSH',  PSM  le  proiezioni  dei  tre  circoli  :  delle  quali  le  prime 
due  sono  linee  rette,  la  terza  h  una  ellissi,  e  il  sole  h  proiettato  sul  punto  S. 
Adunque  se  si  costruisca  un  circolo  rappresentante  il  meridiano  ,  e  su 
questa  figura  si  conducano  le  linee  rette  DDf  grado  per  grado  da  +  330  e 
so'  a  -  23°  e  3o'  sopra  e  sotto  la  linea  EE',  queste  saranno  tutte  le  proie- 
zioni dei  paralleli  sui  quali  può  trovarsi  il  sole  nel  suo  moto  annuo  ap- 
parente. Ora  si  traccino  le  ellissi  corrispondenti  ai  varii  angoli  orari  per 
es.  di  15  in  15  minuti  di  tempo.  Basterà  conoscere  la  declinazione  del  sole, 
e  la  sua  altezza  sull'  orizonte  nel  momento  dell  'osservazione,  ovvero  la  sua 
distanza  zenitale  e  la  latitudine  del  luogo  per  condurre  la  linea  retta  HHf> 
e  per  trovare  su  quale  ellissi  si  taglino  la  proiezione  del  parallelo  diurna 
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colla  linea  HHf,  cioè  per  conoscere  che  ora  sia  a  tempo  vero.  A  questa  si 
applica  la  correzione  del  tempo  medio. 

Io  credo  che  a  molti  sarà  venuta  in  mente  una  simile  costruzione  ,  ma 
non  l'avranno  adottata  per  cercarne  una  nella  quale  il  sole  desse  imme- 
diatamente all'osservatore  Torà  cercata.  Eppure  le  posso  assicurare  per  espe- 
rienza di  più  di  quindici  anni,  che  in  tal  modo  si  ha  Torà  con  grande 
precisione;  purché  si  conosca  con  precisione  la  declinazione  del  sole,  e  la 
sua  altezza  sull' orizonte. 

Per  l'altezza  del   sole   la  osservo  con  un 
K  quadrante  di  cartoncino,  che  ha  una  alidada 

fissa,  le  estremità  dell?  quale  sono  rilevate, 
e  su  esse  sono  praticati  due  forellini  F.  Il 
raggio  del  sole  si  fa  passare  pei  due  fori , 
tenendo  il  quadrante  verticale  ,  e  il  filo  a 
piombo  CP  serve  insieme  e  a  tenere  verticale 
il  quadrante  e  ad  indicare  l'altezza  del  sole 
sull*  orizonte,  ovvero  (come  io  uso  per  mag- 
giore comodità)  la  distanza  zenitale.  L'os- 
servazione così  riesce  molto  esatta. 

Per  la  declinazione  del  sole  ,  e  pel  tempo  medio  ho  posto  nel  quarto 
quadrante  della  figura  la  curva  che  da  questi  due  dati  per  tutto  l'anno, 
e  quanto  alla  declinazione  basta  per  una  approssimazione  prima.  L'errore 
che  può  nascere  nell'ora  è  minimo  e  appena  di  uno  o  due  minuti  al  più 
all'  equatore,  e  va  rapidamente  crescendo  col  crescere  della  latitudine  ;  alla 
latitudine  di  60°  potrebbe  essere  di  J0m  minuti,  a  quella  di  70°  di  i5m,  ma 
ciò  poco  importa,  perchè  corretto  approssimativamente  l'orologio  bastano 
due  o  tre  osservazioni  fatte  circa  l'ora  del  mezzodì  vero ,  per  trovare  la 
minima  distanza  zenitale  di  quella  giornata;  e  cosi  la  declinazione  più  esatta 
del  sole,  e  correggere  la  prima  ricerca  e  determinazione  dell'ora,  che  era 
stata  fatta  conoscendo  solo  approssimativamente  la  declinazione. 

Porrò  qui  un  esempio  del  modo  pratico  di  servirsi   di   questo   orologio. 
Mi  trovo  per  sorte  a  Rimini  il  9  di  Settembre  ,  e  il  mio  oriuolo  segna  le 
9h  e  30m  antim.  nel  momento  che,  per  verificare  se  vada  bene,  il  quadrante 
mi  dà  50°  di  distanza  zenitale  del  sole. 
I  dati  sono  =  Rimini  44°  di  latit. 

9  Settembre  +  5°  declin.6  del  sole 

-  3m  corr.e  del  tempo  medio» 


s   A 

taog  — 


—  38  —  I 

distanza  zenitale  del  sole  50°. 

Operazione.  Somma  di  44°  e  di  50°  =  94° 

Differenza  di  44°  e  di  50°  «-6° 

conduco  una  linea  sulla  figura  dal  94*  al  -  6°,  e  il  parallelo  +  5°  è  inter- 
secato in  tal  posto  ,  che  le  ellissi  mi  indicano  essere  le  ore  9  e  38  min. 
antim.  applicando  la  correzione  -  3m  sono  le  9h  e  35m. 

^*~ ^  Da  ciò  conchiudo  che  il  mio  oriuoio  ri- 

X*^*35^  /    >P  tarda  di  5m  :   poiché  al  momento  dell'osser- 

va ''X     /      /\«  * 

.  / w&yr     /\         vazione  segnava  le  9h  e  30. 

/  /  jX*\£*       \  Prima  di  finire  farò    alcune    brevi    osser- 

m  I  .s     /   y  *  \  ^     vazioni. 

\s^yrS/*  ì  *-°  Dal  detto  fin  qui    apparisce  che  tale 

K  \jr     sy  j       orologio  solare  si  riduce  alla  risoluzione  gra- 

^V''  /         fica  della  formola. 

A        sen  (p  -  e)  sen  {p  -  b) 
sen  (p)  sen  {p  -  a) 
nella  quale  a,  b,  e  sono  i  lati  del  triangolo  sferico,  distanza  zenitale,  com- 
pi e  m.  declinaz.%  e  complem.  latitud.6,  p  h  il  semiperimetro  del  triangolo , 
e  A  è  l'angolo  orario. 

2.°  Se  sulla  figura  si  conduca  un  diametro  a  90*  gradi  di  distanza  zeni- 
tale per  una  latitudine  determinata,  le  intersezioni  di  questo  diametro  con 
tutte  le  parallele  dell'  orologio  segnano  l' ora  del  nascere  e  tramontare  del 
sole  per  tutti  i  giorni  dell'anno:  e  conseguentemente  la  durata  dei  giorni 
e  dette  notti. 

3.°  Il  diametro  così  condotto  non  fe  che  la  intersezione  dell' orizonte  col 
meridiano,  e  insieme  la  proiezione  dell' orizonte  sul  meridiano.  Conseguen- 
temente la  parte  del  diametro  intercettata  tra  il  centro  del  circolo  e  lf  in- 
tersezione dalla  parallela  rispondente  a  un  giorno  determinato  è  il  coseno 
dell'arco  compreso  tra  il  meridiano  e  il  punto  in  cui  nasce  e  tramonta  il 
sole.  Basterà  portare  tale  lunghezza  sull'equatore  delta  figura,  e  le  ellissi 
come  danno  gli  angoli  orari  in  tempo  ,  cosi  daranno  l'ampiezza  dell'arco 
di  orizonte  compreso  tra  il  nascere  e  il  tramontare  del  sole. 

4.°  Un'altra  linea  parallela  a  questo  diametro  orizoutale  menata  18°  gradi 
più  sotto  cioè  a  108°  di  distanza  zenitale  ,  dark  colle  intersezioni  sue  alle 
parallele  della  figura  la  durata  dei  crepuscoli  matutini  e  vespertini  per 
ogni  giorno  dell'anno,  e  per  quella  latitudine  che  si  vuole. 
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5.°  Se  determinata  l'intersezione  delle  due  linee  HHf  e  DDf  si  imagini 
che  il  diametro  AB  giri  intorno  al  centro  del  circolo  fino  a  coincidere  col 
diametro  EEf,  il  punto  S  si  troverà  trasferito  in  S',  e  le  ellissi  partiranno 
dal  Zenit  dell'osservatore,  e  quella  che  passa  per  S'  darà  l'azimut  del  sole 
al  momento  dell'  osservazione.  Conosciuto  questo  azimut  si  può  costruire  una 
meridiana  mediante  uua  sola  osservazione  dell'ombra  gittata  da  un  gnomone 
al  momento  che  si  prendeva  col  quadrante  la  distanza  zenitale  del  sole. 

6.°  Se  si  compissero  sulla  figura  le  ellissi  da  un  polo  all'altro  e  si  con- 
ducessero grado  per  grado  tutte  le  parallele  all'  equatore  :  potrebbe  la  me- 
desima servire  con  vantaggio  come  metodo  grafico  di  convertire  gli  angoli 
orari  e  declinazioni  in  azimut  e  altezza  ,  e  viceversa  con  un  giro  di  una 
parte  della  figura  intorno  al  centro  come  or  ora  ho  detto.  Per  fare  questo 
giro  praticamente  mi  servo  di  una  carta  trasparente  posta  sulla  figura  ,  e 
sulla  quale  segno  il  punto  S.  È  metodo  utile  e  spiccio  dove  non  si  ricerchi 
grande  esattezza,  p.  es.  nelle  osservazioni  delle  stelle  cadenti. 

Gradisca  la  mia  buona  volontà  di  soddisfare  alla  sua  domanda,  insieme 
all'attestato  della  mia  più  distinta  stima  colla  quale  mi  dichiaro 

Roma  li  io  Decembre  1880. 

Di  V.  R.  infimo  servo 
Giovanni  Egioi  S.  J. 
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COMUNICAZIONI 

De  Rossi,  prof.  Michele  Stefano.  —  Notizie  italiane  del  terremoto  di 
Zagabria. 

Il  prof.  Michele  Stefano  de  Rossi  espose  ed  esaminò  sommariamente  la 
parte  italiana  dei  movimenti  del  suolo,  che  hanno  avuto  centro  in  Zagabria 
nel  novembre  decorso.  Disse  non  voler  entrare  nell'analisi  del  periodo  si- 
smico di  Zagabria»  essendo  questo  studio  stato  già  intrapreso  dal  prof.  Giulio 
Grablovitz  di  Trieste;  ed  a  questi  perciò  egli  intende  fornire  il  materiale 
delle  osservazioni  raccolte  in  Italia.  Quivi  generalmente  si  crede  che  il  ter- 
remoto di  Zagabria  abbia  lambito  appena  le  regioni  del  Veneto  e  della  Ro- 
magna, dove  languidissimamente  fu  un  poco  avvertito.  Esso  invece  scosse 
quasi  tutta  la  penisola  in  modo  non  avvertito  dai  sensi,  ma  talmente  gigan- 
tesco nel  pacifico  e  largo  scorrere  di  grandissime  onde,  che  niuno  dei  di- 
sastrosi terremoti  avvenuti  in  Italia  negli  anni  testé  decorsi  agitò  ugual- 
mente gli  istrumenti  destinati  alle  osservazioni  sismiche.  Il  disserente  nel 
ragionare  sui  dati  raccolti  dimostrò  come  questo  grande  terremoto  colla 
vastità  della  manifestazione  di  ogni  particolare  delle  sue  fasi,  abbia  ser- 
vito a  sanzionare  e  certificare  quasi  tutte  le  leggi  stabilite  dalla  scienza 
italiana  nell'ultimo  settennio,  nel  quale  sono  stati  organizzati  con  nuovo 
metodo  gli  studi  delle  forze  interne  della  terra,  dando  loro  il  nome  di  Me- 
teorologia endogena. 

La  memoria  nella  quale  saranno  svolti  i  particolari  delle  notizie  sud- 
dette, verrà  inserita  in  uno  dei  prossimi  fascicoli,  sotto  il  titolo:  Analisi 
dei  principali  terremoti  avvenuti  dal  Luglio  1880  al  Giugno  1881;  ed  esame 
dei  periodi  sismici  italiani  dal  1878  al  1880. 

Ci  aldi,  Comm.  Alessandro.  —  Presentazione  di  un  lavoro  del  socio 
corrispondente  Sig.  L.  E.  Bertin. 

Il  signor  Commendatore  L.  £.  Bertin  chiarissimo  Ingegnere  delle  costru- 
zioni navali  di  Francia,  Segretario  della  Società  delle  scienze  naturali, 
Membro  della  Società  Accademica  di  Cherburgo  e  nostro  benemerito  Cor- 
rispondente, mi  ha  favorito  l' incarico  di  aver  l'onore  di  presentare  alla 
nostra  Accademia  il  testo  di  una  comunicazione  verbale  dal  medesimo 
fatta  al  Congresso  internazionale  del  genio  civile  tenuto  a  Parigi  nel  1878 
relativa  agli  studi  teorico-pratici  sul  barcollamento  e  sul  beccheggio  dei 
bastimenti  in  alto  mare. 
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Questa  comunicazione  del  Berlin  sebbene  anteriore  agli  altri  suoi  scritti 
sullo  stesso  tema,  e  da  me  a  suo  nome  già  presentati  a  questa  Accademia 
nella  seconda  e  nella  settima  sessione  dello  scorso  anno  accademico,  pure  in 
vista  della  sua  importanza  h  stata  pubblicata  in  quest'anno  dalla  Stam- 
peria nazionale  e  dalla  Rivista  marittima  e  coloniale  di  Francia  nel  nu- 
mero di  ottobre  ultimo  decorso. 

Non  isfuggira  certo  al  sagace  criterio  dei  miei  illustri  Colleghi  il  lode- 
vole intendimento  che  ha  mosso  il  Bertin  a  presentare  anche  questo  la- 
voro sebbene  di  data  anteriore  agli  altri  sullo  stesso  argomento,  giovando 
esso  a  completare  la  storia  di  simili  studi,  che  negli  ultimi  anni  hanno 
preso  sì  grande  sviluppo,  soprattutto  allo  scopo  di  raggiungere  nelle  re- 
centi costruzioni  navali  le  migliori  qualità  nautiche,  e  di  ridurre  alla  giu- 
sta misura  i  movimenti  di  barcollamento  e  di  beccheggio. 

Lanzi,  Dott.  Matteo.  -  Presentazione  di  annali  accademici. 

Il  eh.  Dott.  M.  Lanzi  presentò  i  primi  cinque  volumi  degli  annali  della 
società  belga  di  microscopia*  dalla  medesima  offerti  in  cambio  alla  nostra 
accademia. 

Tuccimei,  Dott.  G.  -  Presentazione  di  un  suo  opuscolo. 
11  socio  aggiunto  eh.  sig.  D.r  G.  Tuccimei  presentò  un  suo  opuscolo   in- 
titolato: /  colli  pliocenici  di  Magliano  Sabino. 

Db  Rossi,  prof.  Michele  Stefano.  -  Presentazione  di  due  suoi  opuscoli 
intitolati  : 

i?  «  Rivista  degli  studi  e  delle  recenti  scoperte  paleoetnologiche  di 
Roma  dal  1870  al  1879  »:  2?  «  Congresso  della  Associazione  meteorolo- 
gica italiana  alpino-appennina9  e  sue  deliberazioni  intorno  allo  studio 
della  meteorologia  endogena  ». 

COMUNICAZIONI  DEL  SEGRETARIO 

i.  Partecipazione  all'accademia  della  morte  del  socio  corrispondente  Conte 
Giusto  Bellavitis,  avvenuta  in  fiassano  il  6  Novembre  1880. 

2.  Proposte  di  cambio  dei  nostri  Atti  colle  pubblicazioni  del  Collegio 
degli  Ingegneri  Architetti  di  Roma  e  della  R.  Società  di  Dublino.  Ambe- 
due queste  proposte  vennero  accettate. 

3.  Proposta  di  cambio  fatta  dalla  Palestra  tecnica  di  Spoleto.  Tale  pro- 
posta non  venne  accettata. 

4.  Lettera  del  Sig.  Ingegnere  Giuseppe  Erasmo  de  Courten  in  ringrazia- 
mente  della  nomina  a  socio  aggiunto  della  nostra  Accademia/ 
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Ordinari.  -  Conte  Ab.  F.  Castracani,  Presidente.  -  Comm.  A.  Cialdi.  -Comm. 

C.  Desccmet.  -  P.  F.  Provenzali.  -  Mgr.  Fr,  Regnarli.  -  Prof.  M.  Az- 

zarelli.  -  log.  F..  Guidi.,-  P.  F.  Ciampi.-  P.  G.Foglini.  -Dott.  D. 

Colapictro.  -  Dott.  M.  Lanzi.   -  Prof.    A.  Statuti.  .•*-  Prof.    M.    S.   De 

Rossi,  Segretario. 
Onorari.  -  Comm.  G.  B.   De  Rossi.  -  D.  S.  Vespasiani. 
Aggiunti.  -Prof.    G.    Tuccimei.  -  fng.    G.    E.     De  .Coqrten.  -  Marchese 
L,  Fonti. 

,  *  » 

La  seduta  aperta  legalmente  alle  ore  3  §  j>.  fu  chiusa  alle  5.  p. 


OPERE  VENUTE  IN  DONO 

i.  Àbhandtungen  der  Kdni^bichen,  ctcs  —  1*870*  ì—  'Berlin,  eco.,  I8ft0.  Wa  8*' 

2.  Annual  report  of  the  department  of  mines,  ecc.,  —  }1877.  —  Syden,  ecc.,  1878.  In  4. 

3.  Atti  della  R.  Accademia  dei  Lincei,  ecc.,  —Anno CCL&X VII.  —  1879-80  —  Serie  terza  — 
Volume  V.  —  Roma,  eec,  1880.  In  4* 

4.  Atti  della   R.  Accademia   delle.  Scienze  di    2ortnof.  *cc.,'~  Voi.  XV*  -—  Disp.  6*— 8*.  — 
Aprile — Giugno).  —  Stamperia  Reale  di  Torino,  ecc.  In-8* 

5.  Atti  del  Reale  Istituto  Vèneto,  ece.,  —  Tòmo.  Sèsto  — Sèrie-Quinte  —  Dispense  Srtti  ma— 
Decima.  —  Venezia,  ecc.,  1878-^-79.  In  8°    . 

6.  Atti  del  Collegio  degli  ingegneri  ed  architetti  ùi  Roma.  —  Anno  IV.  '—  Fascicolo  primo  — 
Gennaio— Aprile  1880.  -t- Rtuna,'  ecc.,  '1880.  hi  ti*  > 

7.  Atti  della    Società   crittog omologica   italiana,  ecc.  —  Anno    XXIV.  —  Serie  "9*  «—  Vo- 
lume III!  —  Dispensa  I*  —  Milano,  ecc.,  1881.  In  8* 

8.  BERT1N  (L.'*E).    •»-   Sur   le    Roulìs^tt   le    Tangage  dèe  *avitè*%  >ècc:<y<~  -Hans,  «ce, 

1880.  In  8°  *  t  :  '  1    '  *.:'.".• 

9.  Bollettino  delV Osservatorio   della   Regia   Università   di   Torino.  —  Anno " XIV  (1879)   — 
Stamperia  feealc  dV  Torino,  I880:*h)  8?     '  -.-.•..  ^         %     «•..-.• 

10.  Bullttin  de   VAcadémie   imperiale   dee   sciences   de    SL.+Pétehòwrg. f* -*-   Tom*  XXIV.  — 

Aoùt,  Octobre  1880.  In  4! 

11.  Bulleltino  del  Vulcanismo  italiano,  cu.y  Redatto  dal  Ca*.  Prof.- Michele  Stefano  De  Rossi. 
Anno  VII0  1880.  —  Fascicolo  5— 6°  —  Roma,  ecc..  In  8°    • 

12.  Bulletin  de  la  Société  Imperiale  des  naturaliste^ \  de  Moscoù\  ecc.  —  Publié  sous  la  Róda- 
ction  du  Docteur  Renard.  — 'Amiée'1379.  —  N.  4.  —  Xfòstwu,  è9c.»?Ì890;  Id-8* 

13.  Catàlogo  della  rieeja  libreria  del  distinto  bibliofilo  signor  F.  C.  S.  di  Firenze,  eec .  In  8° 

14.  GHARRIER  (Angelo).  —  Effemeridi  del   Sole,   della   luna,   ecc.,  —/Anno  1880—1881  — 
:StampcHa  Reale  tti  Torino,  ecc.'ln  8<> 

15.  Cronica  C  tenti  fica.  —  Rivista  internacionat  tìe   ciencias*  eco.  —  lAnuo  <  IH.  -+•  Octobre — 
Noyeinbre  —  Nitro,  67—69.  —  In  8° 

16.  DORNA"  (Alessandro).  -—Applicazione  dei  pr  incipit  della  Meccanica  analitica  a  problemi.  — 
Torino,  ecc.  1819.  In  4! 

17.  La  Civiltà  Cattolica,  —  Anno  Trigesimo   —  Serie  XI  v—  Voi.  -MI.' — IV,   —   Quaderno 
721—731.  —  Firenze,  ecc.,  1880.  In  8:° 

18.  Jahresbericktubér  èie  erschevrtungen  auf-  dtm'tfebiete,  ecc.,  Bertin,  efctf.,  I8d0.  Iti  8' 
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19.  Jahrcsheft*.  a\es  Vereins  fùr  vaterlandische  Nuttrkuntfe  in  ;WiirUfififcr9-  r-  Stuttgart, 
ecc.  1880.  In  8*.  '        k  '•         -  *-•-  '    «      i     •   ■  •' 

20.  Journal  and  proceedings  oftke  Royaf  Society,  tee*  — >  Voi.  XII.  —  Sydney,  ecc.,  1879.  In8? 

21.  La  Natura.  —  Direttore  cav.  Lamberto  Cappanera.  —  Voi.  IH.  e  IV,  —  In  Firenze,  ecc., 
1879—80.  In  8? 

22.  Minute*  of  proceedings  of  the  inslitution  of  civil  engineers,  ecc.  London,  ecc.  ISSÒ.    Ih  8? 

23.  Miinftee-Blàtier.  Im  Uuftrag  de*  Munfter-Komilcs,  beraus-gegeben^on  friedn.  Dfsffel.  Ulm. 

1880.  In  8«. 

» 

2*.  Mémoires  de  la  Société  de»  sciences   de   l'agricolture   et  de*  art*  efe  Lille.  —  4«  Sèrie  — 

Tome  VII.— Vili.  —  Paris,  ecc.  Lille,  ecc.  1880.  In  8? 

« 

25.  Mémoires  de  la  Société  des  sciences  physiques  et  naturelles  df  Bordeaux,  —  2«  Sèrpe  — 
Tome  IV.  —  Paris,  ecc*  188(0.  In  8# 

26.  Mittheilungen  der  kais^und  kbn  GeographUchen  Gesellschaft  in  SViém  1879.  Wien  1879.  In  8* 

27.  Beiblatter  zu  den  Anna  Un  der  Physik  u'nd  chemie,  ecc.,  —  1880  r-  N.  8 — 9.  — •  Lérpsift 
1880.  In  8?  ■ 

28.  Osservatorio  di  Moncalieri,  Osservazioni  meteorologiche ,  ecc.  Sede  centrale  —  Torino  — 
Anno  IX.  —  3*  Trimestre.  —  Giugno— Agosto  -^  Marzo— Mag^iq  1880.  —  In  8.° 

29.  Polybilion.  —  Revue  Bibliographique  tfniversclle  —  partie  Littìro\ire  ecc.  Dcuxième  Sèrie. 
—  TomeOnzième,  Sisiemc  Iivraison,  Juin.  —  1«— H«  livrateon.  ^  Jiiillet — No*fembre,1880.  — 
XXVIII  de  la  collection.  —  Par  ti*  Tecnique -*- Juiri—  Novembre  48&0. .—  Tome.  Sisièmt  ■?- 
XXX*  de  la  collection.  —  6e — lia  litfaispn  —  Paris  ecc.  188.0.  Ili  8.°      . 

30.  Monatsbericht  der  Kòniglich  preussischen  Akademie  der  Wissenschaften,  ecc.  Marzo — 
Juli  1880.  —  Berlin  1880.  In  8.°  ' 

31.  Rassegna  Medico  Statistica  della  città  di  Genova.  —  Anno  1879— 1880  ~  Dicembre  — 
Gennaio,  Marzo,  Aprile,  Giugno,  e  tioglio..  Io  4°    i 

32.  Rendiconto  dell'Accademia  delle  Scienze  Fitiehe  e  Matematiche,  èec.  — r  Anno  XIjK.  — 
Marzo — Ottobre  —  Fascicolo  3° — 10? —  Napoli,  ecc.,  In. 4,° 

33.  Rendiconto  delle  sessioni  dell' Accademia  delle  scienze  dell'istituto  df  Bologna,  ecc.*  Bologna, 
ecc.,  1880.  In  8#  •    ' 

34.  SCHILLING  (Dott.  P).  —  Relazione  sugli  infermi  dell'ospedale  di  S.  Gallicano  curati  mi- 
ranno  1878.  —  Roma,  ecc.,  1879.  In  8° 

35. Rendiconto  Statistico-clinico   dell'arcispedale  di   S.  Maria  e  S.  Gallicano  dell'anno 

1879.  In  8°. 

36.  Schriften  der  Bereins  die  Gcfchióhte  Leipzig,  ecc.  —  Leipzig  1872,  1878*  In  8\ 

37.  SERPIERI  (Prof.  P.  Alessandro).  —  Intorno,  agli  esperimenti  del  croqket*  eco*  —  LejtT 
tere.  —  Firenze,  ecc.  1880.  In  8.* 

38. Nuove  osservazioni  e  note  sugli  apparecchi  di  crookes,  ecc.,  —  Lettera  —  In  8" 

39.  Statistica  delle  carceri  per  Vanno  1876  —  (1870  —  1879).  —  Civitavecchia,  ecc;  1880.  IB  4* 

40.  TARAMELLI  (Prof.  Torquato).  —  Monografica  e  Paleontologica  dd  Lias  nelle  provincie 
ventte.  —  Venezia,  ecc.,  1880.  In  4*. 

41.  The  scientific  proceding,  ecc.  —  Dublin,  ecc.,  1877-78-79-80.  —  In  8* 

42.  The  Scientific  Transactions  of  the  Royal  Dublin   society,  ecc.  —  November:  1877.  —  May 
.  October,  November,  December  1878.  —  August  1879  ♦*•  February  1879—30.  —  afaj.Juiii 

1880.  —  Dublin,  1877— 18$0.  In  4? 

43.  TUCCIME1  (Prof.  G,  A.)  —  /  progressi  delle  scienze  naturali  nell'anno  1879.  w  Roma, 
ecc.  1880.  In  8° 

41. I  colli  pliocenici  di  Magliano  Sabino,  ecc.  Roma,  ecc»  1880.  In  &* 

45.  Verhmdlungen  un  Mittheilungen  des  Siebenburgischen  Ve'rem*;ecc.  Hermann?  tadt,  1880.  In 8? 

46.  ZANELLA  (Giacomo).  —  Vita  di  Andrea  Palladio,  eco.,  .Milano,  1880.  In, 8! 


*WM^H**^^f 
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ANNO  XXXIV. 


Data 
della  elezione 

-  7   Maggio    1871. 

2  Febbraio  i8to. 

3    Luglio    1847. 
2  Giugno  1867. 

5  Gennaio  1862. 

5   Maggio  1878. 

20  Febbraio  1876. 

7  Maggio  i87l. 

20  Febbraio  1876. 

18    Giugno    1876. 
27    Aprile    1878. 

18  Giugno  1876. 

s  Giugno  1866. 
20  Febbraio  1876. 

5  Maggio  1878 
24  Gennaio  1875. 

5  Maggio   1878. 

27    Aprile    1878. 

7  Maggio  1871. 
7  Maggio  1871. 
16  Marzo  1879. 

18    Giugno    1876. 

20  Febbraio  1876. 


5   Maggio  1878. 

16  Marzo  1879. 

5  Maggio  1878. 

25   Maggio  1848. 

5   Maggio  1878. 

5    Maggio  1878. 

S  Maggio  1878. 

25   Maggio  1848. 

5  Maggio  1878. 

25   Maggio  1848. 


Soci  Ordinari 

Armellini  Prof.  Cav.  Tito. 

Azzarelli  Prof.  Cav.  Mattia. 

Boncompagni  Prìncipe  D.   Baldassarre. 

Castracane  degli  Antelminelli,  Ab.   Conte  Francesco 

Cialdi  Comm.  Alessandro. 

Ciampi  P.  Felice. 

Colapietro  Prof.  Dott.  Domenico. 

De  Rossi  Prof.  Cav.  Michele  Stefano. 

De  Rossi  Re  Prof.  Vincenzo. 

Descemet  Comm.  Carlo. 

Ferrari  P.  G.  Stanislao. 

Fogliai  P.  Giacomo. 

Guglielmotti  P.  Alberto. 

Guidi  Cav.  Filippo. 

Ladelci  Prof.  Dott.  Francesco. 

Lais  P.  Giuseppe.  *! 

Lanzi  Dott.  Matteo. 

Olivieri  Cav.  Giuseppe. 

Provenzali  P.  Francesco  Saverio. 

Regnani  Monsignor  Prof.  Francesco. 

Sabatucci  Cav.  Placido* 

Statuti  Cav.   Prof.  Augusto. 

Tancioni  Prof.  Cav.  Gaetano. 

Soci  Onorari 

Sua  Santità  Leone  papa  XIII? 

Boncompagni  D.  Ugo  Marchese  di  Vignola. 

Ciccolini  Monsignore   Stefano. 

Cugnoni  Ing.  Ignazio. 

De  Rossi  Comm.  Giovanni  Battista. 

Fabiani  Can.  Enrico. 

Massi  Prof.  Francesco. 

Palomba  Àvv.  Clemente. 

Vannutelli  Monsignore  Vincenzo. 

Vespasiani  D.  Salvatore. 
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Data 
della  elezione 

16  Giugno  1878. 
s  Maggio  1878. 
26  Maggio  1878. 
86  Maggio  1878. 
26  Maggio  1878. 
23  Maggio  1880. 
26   Maggio    1878. 

5  Maggio   1878. 

26   Maggio    1878. 

5   Maggio   1878. 

5   Maggio    1878. 

5  Maggio  1878. 

26   Maggio    1878. 
26   Maggio    1878. 

27  Aprile  187S. 
il  Maggio  1851. 
23  Aprile  1876. 

22  Maggio    1880. 
2   Maggio    1858. 

27  Aprile  187S. 

18   Giugno   1876. 

23  Maggio   1880. 

2i  Aprile  1876. 

22   Aprile   1876. 

2i  Aprile  1876. 

i  Aprile  1860. 
li  Maggio  1851. 
4  Maggio  1849. 

22   Aprile    1876. 


Soci  Aggiunti 

Boncompagni  Ludovici  D.  Luigi. 

Bonetti  Prof.  D.  Filippo. 

De  Courteu  log.  Giuseppe  Erasmo. 

Del  Drago  dei  principi,  D.  Ferdinando. 

De  Rossi  Prof.  Raffaele. 

Fonti  Marchese  Luigi. 

Giovenale  Ing.  Giovanni. 

Gismondi  Prof.  D.   Cesare. 

Paloni  Prof.  D.  Venanzio. 

Persiani  Prof.  Eugenio. 

Persiani  Prof.  Odoardo. 

Seganti  Prof.  Alessandro. 

Tuccimei  Prof.  Giuseppe. 

Zama  Prof.  Edoardo. 

Soci  Corrispondenti  italiani 

* .  ■  * 

Bertelli  P.  Timoteo,  Professore  al  Collegio  alle  Querce, 
.  Firenze. 

Betti  Comm.  Enrico,  Professore  nella  R.  Università 
di  Pisa. 

Cecchi  P.  Filippo,  Direttore  dell'Osservatorio  Xime- 
niano,  Firenze. 

De  Andreis  Ingegnere  Angelo,  Civitavecchia. 

De  Gasperis  Comm.  Annibale,  Professore  nella  R.  Uni- 
versità! Napoli. 

Denza  P.  Francesco,  Direttore  dell'Osservatorio  di  Mon- 
ca lieri. 

De  Simone  Cav.  Avv.  Cornelio,  Segretario  degli  Ar- 
chivi di  Stato,  Genova» 

Donati  Biagio,  Civitavecchia. 

Gagliardi  P.  Giuseppe,  dell'Istituto  della  Carità,  Marino. 

Galli  Prof.  D.  Ignazio,  Direttore  dell'Osservatorio  me- 
teorico municipale,.  Velletri. 

Garibaldi  Prof.  Pietro  Maria,  Direttore  dell'Ossero 
meteorol.  Genova. 

Meneghini  Comm.  Prof.  Giuseppe,  Pisa. 

Minich  Cav.  Prof.  Serafino  Raffaele,  Padova. 

Scacchi  Prof.  Arcangelo,  Napoli. 

Seguenza  Prof»  Cav.  Giuseppe,  Messina. 


ATTI 

DELL'ACCADEMIA  PONTIFICIA 

DE'NUOVI  LINCEI 
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SULL'ACROMATISMO  DELL*  OCCHIO 

NOTA 

DEL  P.   F.  S.   PROVENZALI,  D.  C.  D.  6. 

JLia  ma  ra  vi  gì  iosa  struttura  dell'occhio  fu  in  ogni  tempo  oggetto  di  ammi- 
razione per  tutti  i  filosofi,  e  se  i  fisici  appresero  a  '  correggere  negli  appa- 
rati ottici  l'aberrazione  cromatica,  fu  perchè  avendo  essi  preso  ed  esami- 
nare la  causa  donde  poteva  derivare  la  nettezza  con  cui  si  dipingono  nel- 
l'occhio le  imagini  dei  corpi  esteriori,  si  avvidero  che  Newton  ed  i  fisici 
che  lo  seguirono  per  circa  mezzo  secolo,  avevano  errato  ammettendo  non 
essere  cosa  possibile  di  eliminare  dai  prismi  e  dalle  lenti  la  dispersione  senza 
distruggere  la  rifrazione.  Ci onos tante  per  una  di  quelle  contradizioni  nelle 
quali  talvolta  cadono  anche  i  più  eminenti  scienziati,  ottenuto  sul  modello 
dell'occhio  l'acromatismo  artificiale,  molti  cominciarono  a  dubitare  e  taluni 
eziandio  a  negare  che  il  nostro,  organo  della  vista  vada  esente  dall' aberra- 
razione  cromatica.  Le  prove  colle  quali  pretesero  dimostrare  questa  asser- 
zione in  parte  sono  tratte  dalla  conformazione  dell'occhio  ed  in  parte  da 
certi  particolari  fenomeni  della  visione. 
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Quanto  alle  prove  della  prima  specie  non  fa  bisogno  di  molte  parole 
per  confutarle,  non  essendovi  alcuno  che  presuma  conoscere  completamente 
tutte  le  qualità  di  cui  furono  dal  Creatore  dotate  le  diverse  parti  dell'oc- 
chio, e  quale  sia  l'azione  che  su  di  esse  può  esercitare  la  forza  vitale.  Tutto 
ciò  che  sappiamo  intorno  alla  curvatura  e  al  potere  rifrattivo  e  dispersivo 
dell'umore  acqueo,  del  cristallino  ecc.  si  riferisce  all'occhio  sottratto  al- 
l' influsso  della  vita,  ed  i  risultati  che  da  tali  misure  ottennero  i  diversi  spe- 
rimentatori non  sono  fra  loro  concordanti,  di  maniera  che  nulla  di  certo 
se  ne  può  inferire  in  ordine  alla  precisa  efficacia  di  quegli  umori  nella  for- 
mazione delle  imagini  sulla  retina  e  nel  processo  della  visione.  Fa  però  me- 
raviglia che  un'  ottico  di  gran  merito  non  abbia  dubitato  di  affermare  il 
nostro  occhio  non  essere  provveduto  di  alcun  mezzo  atto  a  correggere  l'a- 
berrazione di  rifrangibilitk  (t).  Molto  diversamente  la  pensava  Eulero  quando 
diceva  «  que  si  l'oeil  a  été  compose  de  diverses  huraeurs,  c'est  unique- 
ment  dans  l'intention  de  détruire  les  effets  de  l'aberration  de  refrangibi- 
li te  »  (2).  Allo  scopo  di  formare  sulla  retina  le  imagini  degli  oggetti  este- 
riori bastava  un  solo  mezzo  rifrangente,  gli  altri,  se  non  si  vogliono  dire 
inutili,  devono  anche  essi  concorrere  alla  visione,  e  tutto  ci  conduce  a  cre- 
dere che  vi  concorrano  còll'eliminare  l'aberrazione  cromatica  ed  in  altri 
modi  che  non  possiamo  precisare  con  certezza.  Il  fatto  è  che  nei  nòstri  ap- 
parati ottici  l'acromatismo  non  si  ottiene  altrimenti  che  adoperando  diversi 
mezzi  aventi  diversa  curvatura  h  diverso  potere,  rifrattivo  e  dispersivo,  ap- 
punto come  si  osserva  nella  struttura  dell'occhio.  Con  questa  differenza  però 
che  l'acromatismo  artificiale  è  sempre  più  o  meno  imperfetto,  laddove  l'occhio 
nel  suo  stato  normale  deve  dirsi  perfettamente  acromatico;  cioè  provvisto 
di  tutti  i  mezzi  necessari  per  conservare  agli  oggetti  il  loro  colore  in  tutta 
l'estensione  delle  imagini  formate  sulla  retina,  senza  che  queste  presentino 
ne'loro  contorni  quelle  frange  iridate  che  ci  danno  le  lenti  non  acromatiche. 
Ho  detto  nel  suo  stato  normale  perchè  sarebbe  cosa  irragionevole  il  pre- 
tendere che  l'occhio  si  conservi  acromatico  anche  (piando  è  messo  in  condi- 
zioni diverse  dalle  naturali.  Eppure  non  è  mancato  chi  abbia  preso  a  com- 
battere l'acromatismo  dell'occhio  dai  fenomeni  che  accadono  negli  individui 
affetti  da  un'anormale  dilatazióne  delle  pupille.  Si  sa  che  bagnandosi  gli 
occhi  con  una  infusione  di  belladonna  in  poco  tempo  il  diametro  della  pu- 

(1)  No  provision  bovever  is  made  in  the  human  eye  for  the  correctionofcolours.  Brewsler-A 
treatise  of  optios  chap.  XXXV. 

(2)  Éloge  d'Euler  par  de  Condorcet. 
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pilla  cresce  fino  a  divenire  più  che  doppio  dell  ordinario,  ed  allora  gli  og- 
getti esteriori  compariscono  confusi  e  debolmente  listati  di  frange  colorate, 
che  sogliono  mostrarsi  azzurre  da  un  lato  e  rosse  dall'altro.  Ma  ciò  prova 
solamente  che  l'iride  compie  una  funzione  importantissima  nel  processo  della 
visione,  e  contribuisce  a  rendere  chiare  e  distinte  le  imagini  col  l'allargarsi 
per  gli  oggetti  lontani  e  restringersi  per  i  vicini,  onde  impedire  l'accesso 
nell'occhio  ai  raggi  che  troppo  si  allontanano  dall'asse  ottico.  Se  innanzi  ad 
una  pupilla  eccessivamente  dilatata  si  colloca  un  diaframma  di  due  o  tre 
millimetri  di  diametro,  cessa  ogni  traccia  di  colorazione  accidentale  e  la  vi- 
sione torna  immediatamente  distinta.  Del  rimanente  la  confusione  e  colora- 
zione delle  imagini  nel  caso  di  una  dilatazione  anormale  della  pupilla  pi- 
uche  all'aberrazione  di  rifrangibili ta  degli  umori  dell'occhio  deve  attribuirsi 
alla  troppo  grande  quantità  di  luce,  che  abbagliando  la  vista  rende  confuse 
le  imagini  e  dà  luogo  alla  percezione  di  colori  soggettivi  ed  imaginari.  Ab- 
biamo in  prova  della  nostra  asserzione  molte  belle  sperienze  (i)  fatte  su  degli  oc- 
chi privi  di  vita ,  epperò  incapaci  di  colorazione  soggettiva:  ne  indicherò 
una  sola.  Preparato  un  occhio  di  bue  o  di  montone  in  modo  che  si  pos- 
sano vedere  le  imagini  formate  sulla  retina,  o  meglio  sopra  un  vetro  sme- 
rigliato avente  la  curvatura  del  globo  oculare  e  posto  nel  luogo  della  re- 
tina, se  si  estrae  l'iride  da  questo  occhio,  le  imagini  si  conservano  distinte 
né  presentano  quelle  frange  colorate  che  caratterizzano  l'aberrazione  croma- 
tica. Siffatte  frange  neppure  appariscono  quando  la  direzione  de'  raggi  lu- 
minosi è  molto  obbliqua  all'  asse  dell'occhio  ;  ma  solo  cominciano  a  diveni- 
re un  poco  sensibili  allorché  invece  di  un  occhio  intero  si  adopera  il  solo 
cristallino  accuratamente  separato  dall'  umore  vitreo.  Anche  in  questo 
caso  però  si  fa  palese  la  grande  superiorità  dell'  occhio  a  paragone  de' no- 
stri strumenti  di  ottica,  perchè  se  al  distaiti  no  si  sostituisce  una  lente 
di  flint  che  abbia  le  slesse  dimensioni  ed  i  medesimi  raggi  di  curvatura  del 
cristallino,  le  imagini  appariscono  noe  solo  confuse  ma  eziandìo  contornate 
dai  più  vivi  colori  prismatici.  I  fenomeni  dunque  che  si  osservano  ad  occasione 
di  un  ingrandimento  anormale  della  pupilla  in  cambio  di  somministrare  un 
argomento  contro  l'acromatismo  dell'occhio  nel  suo  stato  naturale,  valgono 
anzi  a  mostrare  che  questo  organo  indipendentemente  dalla  cooperazione  del- 
l'iride è  acromatico  al  pari  dei  più  elaborati  sistemi  di  lenti  artificiali. 

(1)  Recherches  sur  la  vision  —  par  M.  de  Haldat.  Memoiresde  la  Socie  té  royale  de  Nancy.  — 
1841  e  42. 
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Per  eie  che  riguarda  i  fenomeni  della  visione,  che  si  arrecano  a  provare 
che  Tocchio  nel  suo  stato  normale  non  è  perfettamente  acromatico,  non  mi 
tratterrò  su  quelle  aureole  colorate  che  appariscono  attorno  ai  piccoli  cor- 
picciuoli  fortemente  illuminati,  o  quando  si  guarda  un  corpo  luminoso  colle 
palpebre  avvicinate  per  modo  che  la  luce  prima  di  arrivare  all'occhio  debba 
attraversare  le  ciglia.  In  queste  a  simili  circostanze  i  colori  sono  evidente- 
mente dovuti  alla  diffrazione  ed  alla  interferenza  che  ne  consegue.  L'occhio 
sarebbe  al  certo  un'  organo  assai  imperfetto  se  ricomponesse  la  luce  decom- 
posta dalla  interferenza  o  da  qualunque  altra  causa  esistente  fuori   dell'oc- 
chio.  In  tale    ipotesi  la  più    bella  parte    dell'ottica  ci  sarebbe  rimasta  per 
sempre  sconosciuta.   Alla  medesima  causa,  cioè  all'interferenza,  si  possono  at- 
tribuire quei  colori  che  alle  volte  accompagnano  l'irradiazione,  come  quando 
si  guarda  il  sole  attraverso  di  una  fessura  o  per  un  piccolo  forellino  col- 
locato a  qualche  distanza  dall'occhio,  ovvero  si  mette  questo  nella  direzione 
della  luce  riflessa  da  una  superficie  curva  e  specolare.    Alcuni  fisici    attri- 
buiscono tali  colori  all'attitudine  della  retina  di  trasmettere  alle  fibre    cir- 
costanti l'impressione  in  una  sua  parte  ricevuta  dalla  luce.  Ma  sia  che  que- 
sti colori  abbiano  origine  della  interferenza,  cioè  da  una  causa  fuori    del- 
l'occhio, sia  che  derivino  dalla  propagazione  e  modificazione  dello  scuotimento 
prodotto  dalla  luce  sulla  retina,  epperò  appartengano  alla    classe    decolori 
soggettivi,  nulla  ci  dicono  a  favore  dell'imperfetto  acromatismo  dell'occhio. 

Ciò  che  a  prima  vista  sembra  più  concludente  a  favore  dell'  imperfetto 
acromatismo  dell'occhio  è  la  diversa  distanza  che  sembra  richiedersi  per  la 
visione  distinta,  secondo  il  diverso  colore  della  luce.  L'esperienza  che  a 
tale  proposito  più  frequentemente  si  cita  h  la  seguente.  Allorché  un' oggetto 
viene  successivamente  illuminato  coi  sette  colori  prismatici  cominciando  dal 
rosso,  si  osserva  che  la  distanza  della  visione  distinta  diminuisce  a  mano 
a  mano  che  si  va  verso  il  violetto.  Intorno  a  questa  spesienza  noterò  pri- 
mieramente che  molti  anni  or  sono  quando  la  feci  la  prima  volta,  anche 
a  me  sembrò  cosa  difficile  di  conciliarla  col  perfetto  acromatismo  dell'occhio. 
Avendola  dipoi  più  accuratamente  ripetuta  mi  accorsi  che  la  differenza  nella 
distanza  età  bene  sensibile  solo  allpra  che  da  un  colore  io  passava  all'  altro 
senza  interruzione.  Che  se  dopo  aver  guardato  l'oggetto  illuminato  p.  e 
colla  luce  rossa,  prima  di  passare  alla  luce  ranciata  lasciava  riposare  la 
vista  coprendomi  gli  occhi  con  un  panno  nero,  svaniva  quasi  affatto  quella 
differenza  e  la  distanza  della  visione  distinta  rimaneva  a  un  dipresso  co- 
stante per  tutti  i   colori  dello  spettro.  Questa  diversità  di  risultati  mi  fece 
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sospettare  che  il  cangiamento  di  distanza  quando  da  nu  colore  subito  si 
passa  ali* altro  che  immediatamente  lo  segue,  fion  dipenda  dalla  struttura 
fisica  dell'occhio,  ma  dalla  persistenza  in  noi  dell'imagine  precedente,  che 
non  armonizzando  colla  seguente,  può  fare  l'effetto  di  una  diminuzione  d'in- 
tensità della  luce.  Avendo  infatti  più  volte  provato  ad  illuminare  successi- 
vamente un  corpo  con  due  colori  complementari,  ho  sempre  trovato  che  la 
distanza  della  visione  distinta  rimaneva  sottosopra  la  stessa  per  ambidue 
questi  colori,  anche  allora  che  dall'uno  passava  subitamente  all'altro.  Che 
se  non  ostante  la  precauzione  di  lasciar  riposare  la  vista,  si  trovasse  pure 
della  differenza  nella  distanza  della  visione  distinta,  secondochè  l9  oggetto 
viene  illuminato  da  un  colore  piuttosto  che  da  un  altro,  prima  di  potere 
da  ciò  inferire,  il  nostro  organo  della  vista  non  essere  perfettamente  acro- 
matico, resterebbe  a  provare  che  nel  passaggio  da  un  colore  all'altro  l'in- 
tensità della  luce  rimane  la  stessa,  e  che  per  una  stessa  intensità  luminosa 
il  nostro  occhio  è  per  ugual  modo  sensibile  a  tutti  i  colori.  Ora  sa  ognuno 
quanto  sia  cosa  difficile  l'accertarsi  della  identica  intensità  di  due  luci  so* 
pratutto  se  siano  diversamente  colorate,  e  quanto  riesca  anche  più  difficile 
il  misurare  la  relativa  sensibilità  dell'occhio  per  i  diversi  colori. 

Stando  a  ciò  che  comunemente  si  ammette,  questa  sensibilità  sarebbe  anzi 
assai  diversa  per  i  diversi  colori,  cioè  maggiore  per  i  colori  meno  ri  fran- 
gibili, specialmente  per  il  giallo  e  per  il  ranciato.  Oltre  di  che  non  si 
vuole  omettere  di  osservare  che  la  distanza  della  visione  distinta  per  un 
medesimo  oggetto  non  è  fissa  per  modo  che  non  possa  variare  dentro  certi 
limiti  senza  che  l'oggetto  apparisca  confuso.  Ciascuno  può  facilmente  con- 
vincersi colla  propria  sperienza  che  un  corpo  si  vede  ugualmente  distinto 
ancorché  la  sua  distanza  dall'occhio  cresca  alquanto  o  diminuisca. 

Wollaston  ed  altri  fisici  cercarono  di  dare  una  forma  migliore  alla  sperienza 
sulla  distanza  della  visione  distinta  rispetto  ai  diversi  colori.  Ottenuto  essi 
mediante  un  prisma  uno  spettro  lineare,  cioè  formato  da  un  sottile  nastro 
rosso  da  una  parte  e  violetto  dall'altro,  osservarono  che  fissando  lo  sguardo 
sul  colore  violetto,  il  rosso  comparisce  dilatato  e  confuso,  viceversa  se  si  fissa 
il  rosso  appare  confuso  e  dilatato  il  violetto.  Quindi  ne  dedussero  che  nel- 
l'occhio il  fuoco  dei  raggi  violetti  non  coincide  con  quello  dei  raggi  rossi* 
o  in  altri  termini  che  l'occhio  ha  bisogno  di  un  accomodamento  speciale  per 
vedere  distintamente  ciascun  colore.  Questa  conseguenza  suppone  che  la  visione 
confusa  possa  unicamente  provenire  da  difetto  di  nettezza  nelle  imagini  di* 
pinte  sulla  retina.  Ora  il  fatto  è  che  quando  più  oggetti  dello  stesso  colore 
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e  dimensioni  si  trovano  nel  campo  e  alla  distanza  della  visione  distinta,  seb- 
bene questi  oggetti  si  dipingano  tutti  nettamente  sulla  retina,  pure  non  sempre 
li  vediamo  tutti  distinti»  ma  se  facciamo  attenzione  ad  uno  in  particolare 
gli  altri  li  vediamo  confusi.  Non  basta  dunque  che  le  imagini  si  di- 
pingano distintamente  nell'occhio  perchè  gli  oggetti  si  veggano  distinti,  ma 
h  anche  necessario  che  dal  cacto  nostro  non  manchi  l'attenzione.  Non  è  raro 
il  caso  che  trovandoci  noi  preoccupati  da  qualche  pensiero  non  distinguiamo 
nessuno  degli  oggetti  situati  nel  campo  e  alla  distanza  della  visione  distinta. 
Tornando  adesso  allo  spettro  lineare,  h  vero  che  fissando  l'attenzione  sul  colore 
rosso,  il  violetto  apparisce  dilatato  e  confuso  e  viceversa  ;  ma  è  vero  altresì 
che  se  si  fissa  l'attenzione  simultaneamente  sull'uno  e  sull'altro  colore  si  ve- 
dono ambidue  per  egual  modo  distinti.  Si  noti  però  ohe  questa  sperienza 
non  riesce  sempre  bene  coi  colori  prismatici  per  la  regione  che  quando  si 
guardano  due  colori  collocati  l'uno  presso  dell'altro,  questi  reagiscono  scam- 
bievolmente per  modo  che  a  ciascuno  di  essi  si  aggiunge  il  colore  compie* 
mentano  dell'altro  e  cosi  ne  rimane  alquanto  confusa  la  vista.  Glie  se  in 
cambio  di  uno  spettro  lineare  si  guardino  due  sottili  listarelle  di  carta  co- 
lorate di  due  tinte  complementari  e  ed  incollate  una  accanto  all'altra  'sopra 
un  foglio  di  carta  bianca,  se  ne  vede  distintamente  una  sola  od  ambedue, 
secondochfe  si  ferma  l'attenzione  sopra  una  sola  di  quelle  listarelle  o  sopra 
entrambi.  In  questo  caso  i  colori  soggettivi  che  nascono  dal  'fissare  lo  sguardo 
sulle  due  listarelle  colorate  cospirano  cogli  oggettivi  a  rendere  più  chiara  e 
distinta  la  visione. 

I  colori  soggettivi  ed  imaginari  che  in  cetrte  circostanze  accora  pagliati  o  e 
seguono  la  vista  degli  oggetti  fortemente  illuminati  possono  darci  fa  ragione 
anche  di  un'altra  sperienza,  che  in  alcuni  trattati  di  Ottica  si  cita  come  con- 
traria al  perfetto  acromatismo  dell'occhio  :  l'esperienza  h  la  seguente. 

Guardando  con  un'occhio  solo  un  disco  bianco  collocato  su  di  un  fondo 
nero,  se  le  sguardo  si  fissa  sopra  un  altro  oggetto  collocato  anch'esso  nel 
campo  della  vistone  distinta,  ma  più  lontano  o  più  vicino,  talché  la  vista 
del  disco  sia  confusa,  questo  apparisce  talvolta  contornato  da  vari  colorì 
che  sono  diversi  secondoche  il  corpo  su  cui  si  fissa  k>  sgaardo  h  più  vicino 
o  più  lontano  del  disco  bianco.  Questa  sperienza  può  sembrare  concludente 
finché  nel  farla  non  si  tiene  conto  del  colore  de'  corpi  che  si  trovano  nel 
campo  della  visione  e  delle  modificazioni  che  soffre  l'occhio  nel  raccomodarsi 
alle  diverse  distanze.  Avendo  io  variato  in  molte  maniere  le  circostanze  della 
suddetta  sperienza,  ho  veduto  che  la  colorazione  attorno  al  disco  non  si  ma- 
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nifesta  quasi  mai  se  l'oggetto  su  cui  si  fissa  lo  sguardo  h  bianco  e  riposa 
su  di  un  fondo  incoloro.  Nel  caso  poi  che  l'oggetto  sia  colorato,  apparisce 
veramente  qualche  languido  colore  attorno  al  disco,  ma  questo  colore  stesso 
si  vede  tanto  quando  si  fissa  lo  sguardo  sul  corpo  colorato ,  quanto  se  si 
fissa  sul  disco  stesso,  ed  il  colore  che  apparisce  altro  per  lo  più  non  h  che 
il  complementario  di  quello  del  corpo  colorato.  Ciò  vuol  dire  che  la  par- 
ziale colorazione  del  disco  nella  massima  parte  dei  casi  è  un  fenomeno  pu- 
ramente soggettivo,  epperò  indipendente  dal  potere  dispersivo  e  rifrattivo 
degli  umori  dell'occhio. 

È  noto  che  quando  si  guarda  fissamente  un  corpo  colorato,  bene  illumi- 
nato e  posto  su  di  un  fondo  bianco,  questo  corpo  apparisce  talvolta  con- 
tornato da  un'aureola  del  colore  complementario  ,  cioè  del  colore  di  cui  si 
vedrebbe  tinta  l' imagine  soggettiva  se ,  dopo  aver  guardato  per  qualche 
tempo  quel  corpo,  si  portasse  l'occhio  su  di  un  fondo  bianco.  L*  impossibilita 
in  cui  siamo  di  mantenere  lungamente  l'occhio  del  tutto  immobile  può  fare 
che  l'imagine  del  corpo  colorato  oscilli  sulla  retina  per  modo  da  lasciare 
attorno  a  se  degli  spazi  impressionati  dal  suo  colore,  epperò  atti  a  destare 
la  sensazione  del  colore  complementario.  Quello  che  avviene  con  un  corpo 
colorato  che  riposa  su  di  un  fondo  incoloro,  può  pure  avvenire  nella  visione 
simultanea  di  un'  oggetto  colorato  e  di  un  disco  bianco.  Venendo  infatti 
l'imagine  del  disco  alternativamente  a  formarsi  nelle  vicinanze  di  quelle  parti 
della  retina  ove  un  momento  innanzi  si  formava  l' imagine  del  corpo  colorato, 
potrà  il  disco  apparire  contornato  dal  colore  complementario  di  quello  del- 
l'oggetto medesimo.  Quanto  alla  diversità  del  colore  che  talvolta  si  vede  at- 
torno al  disco,  secondochfe  l'oggetto  su  cui  si  fissa  lo  sguardo  è  più  lontano 
o  più  vicino,  siffatta  diversità  non  l'ho  mai  distintamente  osservata  se  non 
quando  i  dqe  oggetti  avevano  diversa  tinta  ovvero  riposavano  su  fondi 
diversamente  colorati  ;  nel  qual  caso  per  la  combinazione  dei  colori  sogget- 
tivi fra  loro  e  cogli  oggettivi,  può  facilmente  generarsi  attorno  al  disco  un 
colore  imagi nar io  diverso  dal  complementario  dell'oggetto. 

Ma  qualunque  sia  la  causa  dei  colori  che  alle  volte  accompagnano  la  vi- 
sione confusa,  tali  colori  quando  sono  reali  e  non  hanno  una  causa  estrin- 
seca, sempre  si  riferiscono  ad  un  occhio  non  accomodato  pile  distanze  de- 
gli oggetti,  epperò  fuori  del  suo  stato  normale.  Dopo  le  delicate  sperienze 
di  M.  Helmboltz  (i)  e  di  altri  fisiologi  sulle  modificazioni  che  soffre  l'occhio 
nell'accomodarsi  alle  diverse  distanze,  si  sa  che  la  curvatura  del  cristallino 

(I)  Helmboltz.  —  Optique  physiologique  p.  121. 
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diminuisce  quando  si  osserva  un'oggetto  lontano  e  cresce  quando  da  un'og- 
getto lontano  si  passa  ad  osservarne  uno  vicino.  Questi  decrementi  ed  au- 
menti di  curvatura  accadono  di  preferenza  nella  faccia  anteriore  del  cristal- 
lino e  sono  accompagnati  da  un  leggero  spostamento  della  parte  centrale 
della  faccia  medesima,  che  nel  secondo  caso  è  spinta  innanzi  e  nel  primo 
a  dietro.  Inoltre  si  sa  che  le  dimensioni  della  pupilla  variano  col  variare 
la  distanza  degli  oggetti  su  cui  si  fissa  lo  sguardo  ,  di  maniera  che  un 
occhio  perfettamente  acromatico  per  una  distanza  non  molto  grande,  senza 
una  nuova  modificazione,  non  sarà  tale  per  un'altra.  La  condizione  della 
distanza  non  molto  grande  viene  da  ciò  che  i  diametri  dei  circoli  di  di- 
spersione che  formano  sulla  retina  le  imagini  degli  oggetti  assai  lontani  sono 
tanto  piccoli  che  non  possono  destare  la  sensazione  della  vista.  Dai  calcoli 
accuratissimi  di  M.  Listing  (i)  risulta  che  il  diametro  dei  circoli  di  disper- 
sione che  forma  sulla  retina  1'  imagine  di  un'oggetto  collocato  alla  distanza 
di  65  metri  è  di  omm,  OOii,  cioè  tanto  piccolo  da  non  potere  essere  perce- 
pito altrimenti  che  come  un  punto.  Per  tutte  le  distanze  superiori  a  65 
metri  il  nostro  occhio  fisiologicamente  considerato  deve  dunque  dirsi  del 
tutto  acromatico,  indipendentemente  da  ogni  nuova  modificazione  che  ne 
corregga  il  potere  dispersivo.  Il  bisogno  di  siffatta  modificazione  solo  in- 
comincia a  farsi  sentire  per  le  distanze  inferiori  ai  65  metri.  Ciò  apparisce 
chiaramente  nella  illuminazione  bicromatica  ,  quale  p.  e.  si  ottiene  dalla 
luce  solare  trasmessa  per  uno  di  quei  vetri  colorati  in  blu  coll'ossido  di 
cobalto,  che  danno  passaggio  ad  un  miscuglio  di  soli  raggi  rossi  e  violacei. 
Quando  si  guarda  un  piccolo  forellino  illuminato  dalla  luce  solare  tras- 
messa per  uno  di  tali  vetri,  se  l'occhio  è  accomodato  per  la  distanza  del 
forellino,  l' imagine  di  questo  si  vede  blu,  ma  se  l'occhio  si  accomodi  pei 
una  distanza  molto  maggiore  o  minore,  nel  primo  caso  l'imagine  apparisce  di 
colore  rosso  contornata  da  un'aureola  violacea,  al  contrario  nel  secondo  appari* 
sce  violaceae  cinta  da  un'aureola  di  colore  rosso.  Che  se  da  questa  e  simili 
sperienze  si  potesse  inferire  che  il  npstro  occhio  non  sia  perfettamente  acro- 
matico, se  ne  potrebbe  per  la  stessa  regione  anche  inferiore  che  sia  privo  della 
facoltà  di  vedere  distintamente  gli  oggetti  sì  vicini  che  lontani.  La  neces- 
sita di  accomodarsi  alle  diverse  distanze  in  ambidue  i  casi  e  la  stessa,  e 
lo  stesso  fe  il  processo  che  ci  rende  la  visione  distinta  e  l'aberrazione  cro- 
matica del  tutto  insensibile.  Ciò  che  dalla  suddetta  sperienza  si  può  leg- 
gittimamente  inferire  h  che  i  mezzi  adoperati  dal  sommo    Artefice  per  eli- 

(f)  Wagners'  Handworterbuch  der  Physiologie.  Band  IV. 
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minare  dall'occhio  gli  effetti  dell'aberrazione  di  ri  frangibilità  sono  senza 
paragone  più  efficaci  di  quelli  che  al  medesimo  scopo  adoperiamo  nei  nostri 
strumenti  di  ottica. 

Da  quanto  si  h  detto  in  questa  nota  mi  sembra  potersi  concludere  che 
la  questione  sull'acromatismo  dell'occhio,  tanto  lungamente  agitata  fra  i 
fisici,  abbia  avuta  la  sua  origine  dal  non  essersi  abbastanza  tenuto  conto 
dei  limiti  di  sensibilità  della  retina  e  delle  instintive  modificazioni  che  ac- 
cadono all'occhio  nell'atto  della  visione.  Prescindendo  da  queste  modificazioni 
e  giudicando  delle  qualità  dell'occhio  cogli  stessi  criteri  che  si  adoperano 
per  gli  strumenti  artificiali,  l'acromatismo  dell'occhio  potrà  semhrare  meno 
perfetto  di  quello  delle  buone  lenti  acromatiche.  Ma  se  a  giudicare  del- 
l'acromatismo dell'occhio  si  parta  dal  fatto  noto  a  tutti  per  propria  spe- 
rienza  che  i  colori  dell'iride  attorno  ai  corpi  allora  solo  ci  appariscono 
quando  o  v'h  una  causa  esteriore  atta  a  produrli  ovvero  l'occhio  si  trova 
in  condizioni  diverse  dalle  naturali,  ognuno  deve  convenire  nell'ammettere 
che  il  nostro  occhio  nel  suo  stato  normale  e  perfettamente  acromatico. 
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L'AGARICUS  tumescens  Viv. 


NOTA 


DEL  DOTT.  MATTEO  LANZI 


Ai 


Ilorchfe  descrissi  gli  Agarici  appartenenti  al  sottogenere  Arimi  lana  in- 
digeni della  nostra  provincia,  a  bello  studio  tralasciai  l' Agaricus  tumescens 
perla  prima  volta  descritto  dall'illustre  micetologo  italiano  lProf.r  Domenico 
Viviani  ;  abbenchè  tale  specie  di  fungo  fosse  stata  raccolta  ne9  colli  erbosi 
vicini  a  Roma  di  la  di  Acquatraversa  e  presso  la  Marcigliana.  Avuta  la  favo- 
revole occasione  di  vederlo  a  diverse  età,  osservai  il  suo  velo  risolversi  in 
fibrille  più  o  meno  sottili  e  spesso  rassomiglianti  a  tenuissimi  fili  di  tela  di 
ragno.  Queste  dipartendosi  dal  margine  del  pileo,  andavano  a  raggiungere 
il  gambo  in  alto  :  e  quando  si  mostravano  più  spesse,  ne  risultava  una  specie 
di  anello,  sempre  però  poco  sviluppato,  lasso  e  fugacissimo  fino  dalla  prima 
età  del  fungo.  Talora  se  ne  riscontrano  appena  le  vestigia  ;  più  spesso  cre- 
sciuto che  sia  il  fungo,  non  vi  si  scorgono  affatto.  Ondv  h  che  il  Viviani  nel 
descriverlo  con  molta  precisione  alla  pagina  ss  del  suo  libro  intitolato  «  I 
Funghi  d' Italia  »  ,  ecc.  (Genova  I8S4) ,  e  nel  darne  una  buona  figura  alla 
tavola  si*,  lo  ripose  fra  gli  Agarici  Tricolomi  Spuri.  Anche  il  primo  fra  i 
micetologi  del  nostro  tempo ,  intendo  parlare  del  celebre  Elia  Fries  ,  ne 
da  la  descrizione,  assegnandogli  però  un  altro  posto ,  cioè  nel  sottogenere 
Armillaria  '(Hymenomyc.  Europ.  p.  4s)  ;  quindi  h  che  sono  dispiacente  di  non 
potere  convenire  con  esso.  La  ragione  di  tale  differenza  di  parere,  consiste 
in  ciò  che,  avendone  preso  ad  esame  le  Spore,  vidi  essere  queste  di  colore 
rossastro ,  ed  esaminate  al  microscopio  mostra ronsi  di  forma  arrotondata , 
moriformi,  scabre  ne*  contorni  e  nella  superficie,  della  grandezza  di  un  cen- 
tesimo di  millimetro.  Ora  è  cosa  nota  nella  scienza  che  gli  Agarici  Armil- 
lare, prescindendo  dall'anello  manifesto  e  molto  meno  fugace,  hanno  le 
Spore  bianche,  di  forma  ellittica,  od  ovato-el/fttòca,  ed  a  contorno  liscio.  Non 
mi  sembra  di  avere  errato  nella  diagnosi  della  specie,  poiché  i  caratteri  e 
le  forme  del  fungo  da  me  osservato  combinavano  esattamente  con  la  descri- 
zione e  le  figure  del  Viviani,  eccetto  che  nelle  Spore,  che  egli  tralasciò  di 
dirci  quale  forma  e  colore  avessero  ;  anzi  di  esse  ne  tacque  affatto.  Rispetto 
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al  Fries  poi,  non  solo  come  il  Viviani  non  ne  esaminò  le  spore,  ma  non 
ebbe  campo  giammai  di  vedere  il  fungo;  dappoiché  anche  nella  sna  ultima 
opera  che  ha  per  titolo  «  Hjmenomycetes  Europaei  »  dice  conoscerne  soltanto 
la  figura.  Però  in  pari  tempo  annota  nel  descriverlo  che,  desso  ha  le  sem- 
bianze di  un  Agarico  Tricoloma  e  che  dal  colore  delle  lamelle  sospetta  po- 
tere essere  un  Agarico  Iporrodio,  che  è  quanto  dire  a  spore  rossastre.  Ora 
nella  serie  degli  Iporrodi,  troviamo  gli  Agarici  Entolomi,  i  quali  per  i  loro 
caratteri  presentano  molta  analogia  con  i  Tricolomi ,  e  che  hanno  spore  a 
superficie  ineguale  ed  angolosa  «  Sporae  in  examinatis  angulosae  »  dice 
Fries,  perciò  non  dubito  punto  di  dovere  riportare  1'  Agaricus  tumescens  del 
Viviani,  che  h  buona  specie  e  già  accettata  da  Fries,  in  questo  sottogenere. 
Ed  in  tale  guisa  mi  atterrò  nel  continuare  la  descrizione  dei  funghi  indi- 
geni della  provincia  di  Roma,  e  ne  darò  anche  la  figura  presa  dal  vero,  se 
avverrà  come  spero,  che  possa  un  giorno  venire  in  luce  la  Iconografia  Il- 
lustrata di  essi ,  che  sto  elaborando.  Ivi  troverà  posto  presso  1'  agaricus 
lividus  di  Fries,  col  quale  divide  le  sue  qualità  venefiche.  Ond'è  che  al 
punto  di  vista  alimentare  come  a  quello  della  pubblica  igiene  interessa  molto 
il  saperne  bene  distinguere  i  caratteri,  onde  non  abbiano  a  ripetersi  i  fatti 
riportati  da  Viviani.  In  Italia  h  conosciuto  col  nome  volgare  di  agarico 
rigonfio  ed  in  Toscana  con  quello  di  Prataiolo  sabatico.  Ma  il  colore  delle 
spore,  sopra  ogni  altro  carattere  morfologico  che  potesse  sfuggire  a  chi  non 
è  versato  nella  licenza,  basterà  a  tenere  lontano  l'equivoco  fatale;  poiché 
ti  fungo  pratajolo  comune  Ag.  campestris,  ed  altre  specie  affini  a  questo 
hanno  le  Spore  di  colore  oscuro  rassostro,  od  oscuro  nerastro.  Cosi  le  Spore, 
come  la  lemelle  sono  bianche  negli  Agarici  tricolomi  Ag.  gambosus,  ed  Ag. 
Georgii,  i  quali  possono  pure  avere  talvolta  analogie  di  forma  coli1  Ag.  tu- 
mescens ,  e  fra  i  funghi  mangerecci  sono  i  più  ricercati.  Così  an- 
cora non  dovrà  confondersi  col  Prugnolo  vero  (Ag.  prunulus  Fr.)  presso 
di  noi  raro  specialmente  nella  pianura,  il  quale  ha  le  Spore  del  colore  di 
rosa;  ma  le  sue  lamelle  che  pure  sono  dello  stesso  colore,  veggonsi  decor- 
renti sul  gambo  a  somiglianza  degli  Agarici  Clitocibi  fra  i  leucospori,  e  fanno 
rientrare  questa  specie  nel  sottogenere  Clitopilus  di  Fries.  In  fine  escludo 
che  possa  riferirsi  all'  Ag.  prunuloides,  poiché  i  caratteri  la  forma  e  la  gran- 
dezza che  assegna  Fries  a  questa  specie,  la  quale  rientra  pure  nel  sottoge- 
nere Entoloma,  come  ancora  la  eccellente  figura,  che  ne  da  alla  tavola  91. a 
delle  sue  Icones  Selectae  Hymenomjcetum^  non  combinano  affatto  con  la 
specie,  di  cui  ho  tenuto  discorso. 
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SULLA  PREVISIONE  DEGLI  SCOPPI  DEL  GRISOU 
NELLE  MINIERE  DI  CARBON  FOSSILE. 

NOTA 

DEL  PROF.  MICHELE  STEFANO  DE  ROSSI 


T 


occo  l'importante  ed  oggi  assai  studiato    argomento    delia    prevedibilità 
delle  esplosioni  disastrose  del  grisou  nelle  miniere  di  carbon  fossile,  prenden- 
done occasione  dallo  scoppio  avvenuto  di  quel  gas  alle  2  ant.  del  18  novem- 
bre decorso  nella  miniera  di  Anderlues  nel  Belgio.   Cotesta  esplosione  coin- 
cideva con  un  considerevole  abbassamento  barometrico.  Tal  fatto  non  nuovo 
prende  occasione  a  nuovi  articoli  scientifico-umanitari,  fra  i  quali  uno  assai 
importante  pubblicavasi  testé  dal  Lancaster  nella  Nature  del  25  dicembre. 
In  questo  articolo  si  riferisce  anche  il  parere  di  una  commissione    speciale 
nominata  dopo  la  catastrofe  allo  scopo  di  studiarne  i  particolari   ed  i  mezzi 
per  prevenirne  il  ritorno.   Il  parere  della  commissione  suddetta  e  degli  scien- 
ziati, che  ogni  dì  più  si  occupano  del  fenomeno  del  grisou,  è  che  l'unico 
mezzo  per  prevenire  tali  disgrazie  consista  nel  mettere  le  miniere  in  rapporto 
cogli    osservatorii  meteorologici    e  l'organizzare  locali  osservazioni   barome- 
triche e  termometriche  nelle  miniere  medesime.  Se  non  che  tutti  convengono, 
che  con  questo  mezzo  si  potrebbero  prevenire  soltanto  in  parte  i  deplorati 
disastri,  quelli  cioè  che  dipendono  dalla  depressione  barometrica.  Imperocché 
h  cosa  verificata,  che  moltissimi  casi  avvengono  senza  la  detta  depressione, 
e  moltissime  depressioni  si  verificano  senza  cagionare  tali  disgrazie.  Mei  di- 
cembre 1875  avvennero  in  Inghilterra  ,  quasi    contemporaneamente   in  molti 
punti,  rovine  deplorevolissime   di    miniere    per    Io    scoppio  del  grisou.  In 
quella  occasione  parimente  si  fecero  studi  e  si  proclamò  l'importanza  delle 
depressioni  barometriche.   Ma  in  un  articolo    pubblicato  nel  The    Enginer 
del  17  dicembre  notavasi  che  quelle  esplosioni  potevano  essere  effetto  anche 
di  piccoli  non  avvertiti  e  non  conosciuti  terremoti;    e    se    ne    spiegava  la 
possibilità  teoretica.   Mentre  ciò  avveniva  in  Inghilterra,  anche  io  in  Roma 
era  impressionato  da  quella    vasta    serie    di    esplosioni;  e  mi  diedi    a  stu- 
diarne le  relazioni  colle  osservazioni  sismiche  e  microsismiche  italiane  ;  quan- 
tunque la  grande  distanza  delle  due    regioni    non    mi    permettesse  di  spe- 
rarne luminoso  risultato.  Ciò  non  ostante  vi  trovai  la  perfetta    contempo- 
raneità con  uno  straordinario    massimo    d'agitazione  sismica  e  microsismica 
in  Italia.  Questi  fatti  furono  allora  da    me    pubblicati    nel    Ballettino  del 
Vulcanismo  italiano  a.   1875,  pag.   120. 

Ora  prendendo  ad  esame  la  esplosione  avvenuta  nel  Belgio  ai  18  Novem- 
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bre  testé  decorso,  ricordo  in  generale  che  ciò  avveniva  durante  la  massima 
attività  del  perìodo  sismico  di  Zagabria.  Ma  venendo  più  al  particolare  dei 
fatti  spettanti  alla  meteorologia  endogena  dei  giorni  circostanti  al  18,  osservo 
che  l'esplosione  di  Ànderlues  accadeva  contemporaneamente    air  essere  regi- 
strato un  massimo  di  agitazione  microsismica  alle  2  ant.   del  18  nel  privato 
mio  osservatorio  di  Roma,  ed  esattamente  dodici  ore  prima  di  un  rinnova- 
mento di  rombi  e  di  scosse  nel  territorio  di  Zagabria.  Tale  distanza  di  do- 
dici ore  h  caratteristica  per  svelare  la  connessione  dei  tre  fatti;  atteso  che 
fe  legge  ormai  certificata  nelle  fasi  dei  fenomeni  sismici,  che  corre  un  inter- 
vallo di  dodici  e  di  ventiquattro  ore  fra  due  massimi  spettanti  al  medesimo 
periodo  ;  come  h  pure  legge  oramai  manifesta  ,  che    in    ciascun  gruppo  di 
terremoti  i  maggiori  di  essi  ed  i  ritorni  dopo  le  calme  avvengono  in  certe 
ore  ,  che  sono  sempre  le  medesime  e  che  perciò  si  dissero  elettive.   Infatti 
l'ora  delle  2  antimeridiane  e  pomeridiane  era  una  delle  ore  elettive  nei  moti 
sismici  del  periodo  di  Zagabria.   Dunque  da  queste  osservazioni  fe  abbastanza 
manifesta  la  connessione  fra  l'esplosione  del  grisou  nella  miniera  di  Ànder- 
lues ,  ed  i  fenomeni  sismici  di  quel  tèmpo;  quantunque  non  debba  esservi 
stata  estranea  l'influenza  della  depressione  barometrica.  Ma    la    molteplice 
reciproca  relazione  di  tutti  questi  fenomeni  fu  accresciuta  nel  caso   di  cui 
parliamo  anche  dalla  influenza  di  un  altro  fattore. 

Poco  prima  del  funesto  avvenimento  di  Ànderlues,  cioè  ai  16  novembre, 
era  avvenuto  il  plenilunio,  il  quale  h  pure  riconosciuto  come  causa  influente 
a  facilitare  le  esplosioni  del  grisou.  Lo  stesso  plenilunio  è  cosa  nota  che 
promuove  le  agitazioni  sismiche.  Infatti  nel  caso,  di  cui  si  ragiona,  con  esso 
era  cominciato  un  periodo  di  grandi  movimenti  sismici  e  microsismici,  che 
toccarono  il  loro  massimo  appunto  nelle  ore  antimeridiane  del  18  novembre. 
In  quei  giorni  medesimi,  e  specialmente  nel  48,  il  microfono  da  me  applicato 
alle  indagini  di  meteorologia  endogena,  rivelò  romori  sotterranei  assai  stra- 
ordinari. Dunque  in  cotesta  esplosione  influirono  insieme  la  depressione  ba- 
rometrica, il  plenilunio,  ma  sopra  tutti  la  esistenza  di  un  massimo  di  atti- 
vita  delle  forze  endogene  telluriche,  che  col  favore  della  depressione  e  del 
plenilunio  svolgeva  maggiormente  la  propria  intensità. 

Ma  a  taluno  potrà  sembrare  non  verosimile  che  il  gas  delle  miniere  es- 
sendo proprio  e  locale  degli  strati  carboniferi,  debba  in  egual  modo  risentire 
tanto  l'influenza  degli  agenti  esterni  massime  atmosferici,  quanto  degli  in- 
terni specialmente  sismici,  colla  causa  dei  quali  non  apparisce  relazione  ve- 
runa. Ma  già  il  fatto  delle  coincidenze  sospettato  in  Inghilterra  nel  1875  e 
dal  riferente  verificato  ora  ed  allora  ,  risponde    in    parte   manifestando  un 
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un  nesso    possibile  fra    i    due    fenomeni ,   quantunque    non    ne  spieghi  la 
qualità. 

Dalle  cose  peraltro  già  note  negli  studi  sismici  ,  più  specialmente  dalle 
discussioni  da  me  fatte  nel  primo  volume  della  meteorologia  endogena,  ri- 
sulta la.  grande  importanza  ed  il  grande  giuoco  ,  che  hanno  i  gas  sotter- 
ranei nei  movimenti  sismici.  Nel  suddetto  libro  ho  potuto  dimostrare  la 
esistenza  di  più  o  meno  periodiche  ed  insensibili  emanazioni  gassose  del 
suolo,  che  costituiscono  una  serie  di  micro-eruzioni  inavvertite  finora,  e  che 
avvengono  anche  fuori  dei  terreni  vulcanici  ed.  indipendentemente  dalle 
anioni  dei  crateri  vulcanici. 

Nel  secondo  volume,  che  è  sotto  i  torchi,  h  svolta  questa  materia,;  e  con 
r  aiuto  eziandio  delle  esperienze  microfoniche  è  dimostrato  sempre  meglio 
il  fatto  delle  microeruzioni  gassose  e  la  circolazione  fra  gli  strati  terrestri 
dei  gas  endogeni,  variabile  secondo  le  fasi  della  dinamica  interna,  che  si 
riassume  nella  Meteorologia  endogena.  Ivi  si  spiega  anche  come  tutto  ciò 
avvenga  senza  pregiudicare  la  quistione  sempre  viva  sull'esistenza  di  centri 
separati  o  del  centro  universale  tellurico  delle  azioni  endogeqe.  Il  risultato 
di  e^se9  che  fe  principalmente  svolgimento  di  gas,  forma  un  agente  ,  che  di- 
viene unico  per  l'attività  propria  e  connessa  da  per  tutto  che  manifesta. 
Visti  i  fenomeni  del  grisou  con  quest'ordine  di  concetti,  si  rende  più  evi- 
dente che  non  la  sola  pressione  barometrica,  ma  le  fasi  della  meteorologia 
endogena  influiscono  direttamente  negli  accumulamenti  e  nelle  manifestazioni 
di  quel  terribile  agente  sotterraneo.  In  conseguenza  di  tutto  ciò  tanto  per 
il  bene  e  la  sicurezza  dei  lavori  di  miniere,  come  per  lo  svolgimento  delle 
osservazioni  sulle  forze  endogene  telluriche,  dovrebbonsi  istituire  nelle  mi- 
niere di  carbon  fossile  veri  osservatorii  di  meteorologia  endogena  ;  nei  quali 
i  principali  istrumenti,  oltre  ai  già  consigliati  barometro  e  termometro^  do- 
vrebbero essere  i  tromometri,  i  microsismografi  e  sopra  tutti  il  microfono. 
Quest'ultimo  istromento,  meglio  che  tutti  gli  altri,  coi  suoi  sibili,  schioppetii  e 
crepiti  additerebbe  le  variazioni  ed  i  massimi  pericolosi  negli  accumulamenti  del 
gas  infiammabile.  Allorché  gli  istrumenti  suddetti  ed  il  microfono  indicassero 
la  preparazione  di  un  massimo  di  attività  endogena,  diverrebbe  quasi  certo 
segnale  di  prossima  catastrofe  l'avvenire  una  notevole  depressione  barome- 
trica, ovvero  il  plenilunio.  E  questi  fenomeni  astronomico-meteorologici  ,  i 
quali  finora  furono  riconosciuti  con  qualche  incertezza  come  indicatori  del 
pericolo,  diverrebbero  assai  più  direttamente  avvisatori  del  medesimo,  con- 
giunti alle  osservazioni  dello   stato  dinamico  endogeno  della  terra. 
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COMUNICAZIONI 


Boncompagni,  Principe  D.  B.  -  Presentazione  di  due  brani  di  lettere. 
EXTRAITS  DE  DEUX  LETTRES  ADRESSÉES   PAR  M.  E.  CATALAN 

A  D.  B.  BONCOMPAGNI 


Extrait  d'une  lettre  en  date  de  «  Liége,  19  octobre  1880  ». 

Le  dernier  numero  du  Journal  de  Mathématiques  élémentaires 

contient,  sous  le  nom  de  E.  Delacuvellerie,  èlève  au  Collège  d'Ath  (Belgique), 
un    théorème    bien  remarquable ,  me  parai  t-il ,   s9  il   est   vrai.    Le  voici  : 

p  étant  un  nombre  premier,  supérieur  à  z,Ap*  + 1  est  la  somme  de  trois  carrés. 
J'observe  que  l'auteur  devrait  dire:  «  autre  que  3  » .  Car  p  =  2  donne 


/ 


4.2f+l«17~9  +  4  +  4. 


II. 
Extrait  d'  une  lettre  en  date  de  «  Liége,  14  novembre  1880  ». 

En  g&réralisant  le  petit  théorème  du  jeune  Delacuvellerie,  et  en  supprimant  les 
conditions  inutiles  (*),  j'ai  troùvé  diverses  propositions,  très  simples,  et  néan- 
moins  assez  intéressantes,  me  semble— t-il.  En  voici  quelques-unes: 
i!  Si  a  -b<=  tJlk  3,  a*  +  b*  est  la  somme  de  trois  carrés.  (**) 

Exemple  :  14*  +  5*  «  li8  +  8*  +  6*. 

2!  Si  a  -  b  =  Jlb  3,  a9m  +  b%m  est  la  somme  de  trois  carrés  (**•). 

Exemple  :  146  -h  56  «  i871*  +  998*  +  1746*, 


{*)  Par  exemple ,  il  n'est  pas  nécessaire  que  p  soit  premier. 

{**)  Dans'tòtts  eés  énoncés,  les  carrés  sotit  differenti  de  zèro,  contrairement  h  ce  qui  a  lieu 
pour  bon  ttombre  de  théorèmes  cotinus. 

(***)  Je  me  demando  si  la  décomposition  de  a2"*  +  &*" ,  en  une   somme  de  trofs  carrés ,  ne 
pourrait  pas  servir  au  théorème  de  Fermai. 
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7  529  536  +  15  625  =*  3  500  641  +  996  004+  3  048  516. 

5?  Soit  z9  «  2xy.  Si  a-b~3fc>{x  +^),  a%  +  V  est  la  somme  de  trois  carrés, 


Exemple  :  x  «  8,  jr  »  9,  z  1. 12,  x  +y  «  17. 

Si  Ton   prend: 

a  «=>  3T,  6  —  3,  i 

ori  a 

37*  +  £  **Vl    +  19*  +  24*; 

etc. 

Toutes  ces  proprietà,  et  d'autres  encore,  r&uitent,  soit  de  i'identité 

a1  +  (a  -  te)*  =  (a  -  e)*  +  (a  -  2c)f  +  (2c)8, 
soit  de  celles-ci  : 

a1  +  V  -  (a  -  p'ft'x)9  +  (a  -  ///>»"  +  (p>"  *)\ 

a»  +  61  -  (a  -p"pa?Y  +  (a  -/>>/)■  +  (p7>«T» 

a»  +  6a  -  (a  -  />//x")f  +  (a  -ppfj")M  +  0^'*")** 
dans  lesquelles  : 

2ary  «  z8,  %a?y  m  z,fj         *x*y  «  z"f , 

p=*x+jr,      p'-x'+jr',       p"«:r"+y, 

a  -beap^p11. 


SOCI  PRESENTI  A  QUESTA  SESSIONE 

Ordinari.  -  Conte  Ab.  F.  Castracane,  Presidente.  -  P.  F.  S.  Provenzali.  - 
Dott.  M.  Lanzi.  -  Comm.  C.  Descemet.  -  Cav.  P.  Sabatucci.  -  Cav. 
G.  Olivieri.  -  P.  G.  Lais.  -  Prof.  V.  de  Rossi  Re.  -  D.  B.  Boncom- 
pagni.  -  Prof.  M.  S.  De  Rossi,  Segretario. 
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Onorari.  -  Cav.  G.  Palomba.  -  D.  S.  Vespasiani.  -  Can.  D.  E.  Fabiani. 
Aggiunti.  -  Marchese  L.  Fonti.  -  D.  L.  Boncompagni.  -  Prof  0.  Persiani.  - 
Prof.  E.  Persiani.  -  Ing.  G.  E.  De  Courten. 

La  seduta  aperta  legalmente  alle  ore  3  |  p.  fu  chiusa  alle  5.  p. 


OPERE  TENUTE  IN  DONO 

i.  Atti  della  R.  Accademia  dei  Lincei,  ecc.,  —  Anno  CCLXXY II.  —  1879-80  —  Serie  tona  — 

Volume  V,  VI,  VII.  —  Roma,  ecc.,  1880.  In  4" 
S.  Atti  del  Reale  Istituto  Veneto,  ecc.,  —  Tomo  Settimo  —  Serie  Quinta  —  Dispensa  Prima  — 

Venezia,  ecc.,  1880—81.  In  8° 

3.  Beiblatter  tu  den  Annalen  der  Phy$ik  und  ehemie,  ecc.,  —  1880  —  Nora.  18  —  Leipsig, 
1880.  In  8? 

4.  BIADEGO  (Giambattista).  —  Intorno  ai  principii  di  meccanica  molecolare,  ecc.  —  Roma, 
Tip.  delle  Se.  Mat.  e  Fis.,  ecc.  1880.  In  4? 

5.  BONCOMPAGNI  (B.)  —  Bullettino  di  Bibliografia  e  di  Storia,  ecc.,  -  Tomo  XIII.  — 
Gennaio— Febbraio  1880.  —  Roma,  ecc.,  1880.  In  4? 

6.  Bibliografia  Romana.  —  Notizie  della  vita  e  delle  opere  degli  ecrittori  romani,   ecc.  — 
Voi.  I.  —  Roma,  ecc.,  mdccclxxx.  In— 4? 

7.  Cronica  Cientifica.  —  RivUta  internacional  de~  deneiae,  ecc.  —  Anno  III.  —  Diciembre 
Enero  —  Num,  71,  72,  74.  —  In  8° 

8.  Dai  Mueeum  Ludwig  Salvator  in  Obcr-Blasewitt  bei  Dresden,  ecc., 

0.  La  Civiltà  Cattolica.  —  Anno  Trigesimo  —  Serie  XI  —  Voi.  IV.— V.    —  Quaderno 
738— 734.  —  Fireme,  ecc.,  1880.  In  8.° 

10.  La  Natura.  —  Direttore  cav.  Lamberto  Cappanera.  —  Voi.  '  IV,  —  In  Firenie ,  ecc., 
1879—80.  In  8? 

11.  Polybiblian.  —  Revue  BMiographique  Univer selle.  —  Partie  Littéraire.  —  Denxiéme  Serie  — 
Tome  Douiième  —  XVIX  de  la  collection  —  Stxième  limison.  —  Decembre.  —  Paris,  ecc., 
1880.  In  8? 

18.  PASQUALE  (G.  A.)  —  Sui  vati  propri  della  «  PhalarU  nodosa  ». 

13.  SUESS  (Ed).  —  Ansserordentliche  Beilage  m  den  MonUblmern,  ecc.,  In  8? 

14.  TREVISAN  (Conte  Vittore).  —  La  Fillossera.  —  Metti  di  difesa.  —  Milano,  Tipografia 
Bernardoni,  ecc,  1879,  In  8? 

15. Schema  di  una  nuova  classificazione  delle  epatiche,  eoe.,  —  Milano,  ecc.  1877.  In  4? 

18. Intorno  alla  comparsa  della  Phyllowera  vaetatriw,  eoe.,  In  8? 

17.  —  Conepeetus  Ordinum  Prothallophytarum,  ecc.  In  8? 

18.  Prime  linee  <T  introduzione  allo  studio  dei  batter]  italiani,  ecc.,  In  8? 

19. Note  sur  la  tribù  dee  Platystoméee  de  la  famille  dee  Hypoxylacéee,  ecc.  In  8? 

20. Sopra  le  felci  denominate  Struthiopteris,  ecc.  In  8? 
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21.  —  Sulla  Fruttificazione  delle  ceramiacee,  eoe.,  In  8! 

22.  — —  Sul  Syrphus  Pyrastri,  ecc.  In  8? 

23. Nuovo  cento  delle  epatiche  italiane,  ecc.  In  8? 

24. Carestima*  Nuovo  Genere  di  Andreaeee,  ecc.,  In  8! 

25. Mildella  (Nuovo  genere)  Tipo  di  nuova  Tribà  di  felci  polipodiacee,  ecc.  In  8? 

26. Cheilosoria  nuovo  Genere  di  polipodiacee  platilomee,  ecc.  In  8? 

27.  —  Dei  meriti  scientifici  del  defunto  senatore  Giuseppe  de  Notorie,  ecc.  In  8! 
28. Sul  genere  <c  Dimelaena  »  di  Norman,  ecc.  In  8? 

29.  —  Economia  agricola.  —  Della  convenienza  di  fondare  vini  nazionali  di  viti  resistenti 
alla  filossera,  ecc.  In  8? 

30.  Botanica  applicata  alla  medicina,  ecc.  In  8? 

31. Crittogamia.  —  Il  mal  nero  e  la  Fillossera  a  Valmadrera,  ecc.  In  8* 

32.  — —  Crittogamia.  —  Sulle  Garovaglinee,  nuova  tribù  di  Collemacee,  ecc.,  In  8? 

33. Qualche  parola  sulle  Viti  Americane,  ecc.  In  8? 

34. Scritti  botanici  e  di  storia  naturale,  ecc.,  In  8? 

35. Conspectus  ferrucarinarum,  ecc.,  In  8? 

36. Sylloge  Sporophgtarum  Italia,  ecc.  In  8? 


ATTI 

DELL'ACCADEMIA  PONTIFICIA 

DE'NUOVI  LINCEI 


SESSIONE  III-  DEL  20  FEBBRÀIO  4884 

PRESIDENZA  DEL  SIC  CONTE  AB.  FRANCESCO  CASTRACANE 

DEGLI  ANTELMINELLI 


MEMORIE  E  NOTE 

DEI    SOCI  ORDINARI  E  DEI  CORRISPONDENTI 


NUOVO  AVVISATORE  SISMICO 
ED  OSSERVAZIONI  RELATIVE  ALLE  INDICAZIONI  SISMOMETRICHE 

DEL  P.  T.  BERTELLI  BARNABITA 

Un  fatto  singolare  accuratamente  studiato  e  discusso  teoricamente  e  spe- 
rimentalmente dal  compianto  egregio  mio  confratello  il  P.  Cavalieri  in  una  ' 
sua  Memoria  pubblicata  nel  1857  (l),  si  fu  questo  che  se  più  pendoli  di 
egual  peso ,  ma  di  diversa  lunghezza ,  ricevono  per  parte  del  comune 
loro  sostegno  un'  impulsione  più  o  meno  rapida,  cioè  di  durata  diversa, 
uno  solo  fra  quei  pendoli  prende  una  maggiore  ampiezza  di  oscillazione,  ed 
è  quello  pel  quale  il  tempo  d'oscillazione  (secondo  la  nota  legge  delle  lun- 
ghezze) coincide,  o  almeno  più  si  accorda  col  tempo  proprio  dell'impulsione 
data  al  sostegno  medesimo.  Il  P.  Cavalieri  applicando  nel  suo  sismometro  questo 
fatto  alla  notazione  grafica  delle  scosse  di  terremoto,  le  quali  egli  riteneva  (ed  il 
fatto  l'ha  poi  dimostrato)  di  diversa  durata  impulsiva,  adottò  sette  pendoli 
di  varia  lunghezza,  per  riconoscere  cosi,  dalla  traccia  più  lunga  lasciata  da 
uno  di  essi  sulla  polvere,    l'ampiezza  e  la  velocità    della  scossa.   Passarono 

(i)  Milano,  Tipogr.  Arcivescovile.  —  Importantissime  e  meritevoli  di  essere  anche  al  presente 
di  nuovo  e  meglio  studiate  e  messe  in  luce  sono  le  esperienze  e  le  deduzioni  teoriche  che  vi 
sono  contenute. 


—  68  — 

però  degli  anni  non  pochi,  senza  che  questo  felice  concetto,  della  massima 
importanza  per  le  valutazioni  sismiche,  fosse  dai  sismologia  convenientemente 
apprezzato.  Fu  soltanto  nel  1872  e  nei  due  anni  seguenti  che  dalla  osserva- 
zione simultanea  e  discordante  di  due  diversi  pendoli  tromometrici,  fatta  cosi 
nei  moti  microsismici  come  nei  veri  terremoti,  potei  assicurarmi  della  verità 
della  teoria  del  Cavalieri  e  cosi  poi  nel  Gennaio  1874,  dietro  altre  prove  an- 
cora, mi  valsi  di  tali  considerazioni  ed  esperienze  per  rispondere  ad  una 
fra  le  molte  obbiezioni  che  furono  mosse  contro  quei  moti  microscopici  dei 
pendoli,  i  quali  moti  per  la  prima  volta  chiamai  microsismici  e  barosismici 
quando  io  era  ancora  solo  ad  osservarli  e  studiarli  in  relazione  ai  fenomeni 
meteorologici,  tellurici  ed  astronomici  (i).  —  ÀI  presente  poi  il  fatto  sin- 
golare delle  diversità  delle  indicazioni  pendolari  per  una  medesima  impul- 
sione sismica,  è  cosa  ormai  accertata  presso  tutti  i  principali  sismologi  ita- 
liani. Ora  dall'osservazione  e  dai  confronti  fatti  rilevo:  1°  Che  le  indica- 
zioni sismometriche  pendolari  non  sempre  corrispondono  all'intensità  della 
scossa,  quale  viene  apprezzata  ordinariamente  dagli  effetti  sensibili  che  ne 
conseguono,  come  sono  p.  e.  le  notazioni  grafiche  degli  istrumenti,  cioè  tal- 
volta si  ha  una  traccia  cortissima  per  una  scossa  abbastanza  forte,  e  tal- 
volta ampia  per  una  scossa  debole  o  debolissima,  da  pochissime  persone,  o 
da  nessuno  avvertita.  2°  In  uno  stesso  luogo  di  osservazione  le  tracce  pen- 
dolari sono  assai    diverse  per  ampiezza  (e    talvolta  ancne  per  orientazione) 

(1)  Veramente,  come  notai  nei  mici  Appunti  storici  intorno  alle  ricerche  sui  piccoli  e  spon- 
tanei moti  dei  pendoli  (Bullet.  di  Bibliogr.  o  Storia  delle  scienze  Ma  te  ina  t.  e  Fisiche  T.  VI 
Genn.  1873),  anche  prima  di  me  qualche  importante  studio  si  era  fatto  pure  da  altri  in  proposito, 
sia  coi  pendoli,  sia  in  altra  maniera;  ma  ciò  soltanto  o  in  ordine  alla  rotazione  della  terra  o 
sulla  deviazione  dalla  verticale,   notando  pure  qualche  coincidenza  con  terremoti   lontani. 

Però  a  rimuovere  i  dubbi  che  rimanevano  ancora  presso  gli  scienziati  con  parecchie  mi- 
gliaia di  osservazioni  diurne  continuate  per  più  anni,  cercai  innanzi  tutto  di  assicurarmi 
della  realtà  e  natura  di  detti  moti  pendolari,  studiandoli  accuratamente  in  relazione  alle  vi- 
brazioni meccaniche  locali,  alla  velocità  del  vento,  alle  variazioni  di  temperatura  esterna  ed 
interna,  alle  burrasche  atmosferiche  e  variazioni  barometriche,  alle  detonazioni  elettriche  nei 
temporali,  alle  perturbazioni  magnetiche,  alle  aurore  boreali,  ai  terremoti  vicini  o  lontani, 
alle  eruzioni  vulcaniche  ;  studiai  se  vi  era  relazione  cogli  ecclissi,  coi  periodi  delle  stelle  ca- 
denti* e  trovai  quella  curva  annuale  della  varia  intensità  mensile  di  vibrazione  microsismica^ 
che  coincide  con  quella  dei  terremoti  del  nostro  emisfero,  e  che  accusa  un'azione  lunisolare 
sul  nostro  globo.  —  Tralascio  qui  altre  cose  più  speciali  che  sono  venuto  notando  negli  scritti 
sopracitati  e  nei  seguenti  :  Osservazioni  sui  piccoli  movimenti  dei  pendoli  in  relazione  ad  al- 
cuni fenomeni  meteorologici.  —  Osservazioni  Microsismiche  fatte  a  Firenze*  —  Bullettino  del 
Coli0  Romano  1872,  N.  li  e  12. 

Soltanto  come  appunto  storico,  noto  ancora  i  seguenti  lavori  pubblicati  negli  Atti  del- 
l' Accademia  Pontificia  de*  Nuovi  Lincei  ;  Sull'Aurora  Boreale  del  4  Febbraio  1872.  Anno 
XXVI.  Sess.  VI;  Tromosismometro.  Anno  XXVII.  Sess.  Ili;  Osservazioni  Microsismiche 
del  1873.  Anno  XXVII.  Sess.  VII  ;  Alcuni  Appunti  sul  Terremoto  del  7  Ottobre  1874.  Anno 
XXVIII.  Sess.  IV.  Riassunto  delle  Osservazioni  Microsismiche.  Anno  XXIX,  Sess.  II  e  IV. 
Taccio  di  altri  scritti  inseriti  nei  Giornali  dal  1871  in  poi,  e  di  altri  più  recenti,  pubblicati  nel 
Bullettino  del  P.  Denza,  in  quello  del  Vulcanismo  del  Prof.  De  Rossi,  e  di  una  Memoria  ul- 
tima sulle  mie  osservazioni  microsismichc  scritta  dal  P.  Camillo  Melzi,  mio  coadiutore,  e  dal 
Sig.  Crablovitz  intorno  alle  relazioni  barometriche  e  lunisolari  coi  suddetti  moti  pendolari» 
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in  pendoli  diversi  posti  anche  in  uno  stesso  piano  e  molto  più  se  esistenti 
in  piani  diversi  di  'uno  stesso  edificio  ;  in  generale  la  scossa  fe  più  sensi- 
bile agli  ultimi  piani,  poiché  i  muri  delle  case,  nelle  loro  oscillazioni  con- 
secutive al  moto  sismico,  rappresentano  d'ordinario  (i)  come  altrettanti  pen- 
doli rovesci,  rispetto  al  snolo  tentennante  sottoposto.  Ora  i  fatti  e  le  rifles- 
sioni accennate  debbono,  a  quanto  mi  sembra,  indurre  i  sismologi  a  rice- 
vere con  qualche  riserva  le  indicazioni  intensive  e  azimutali  di  una  scossa 
sentita  in  piano  diverso  dal  terreno,  tenendo  conto  cioè  della  orientazione 
dei  muri  rispetto  alla  direzione  del  moto  sismico  prevalente  in  quel  luogo 
particolare,  dell'elevazione  del  piano  e  del  vario  contrasto  reciproco  fra  i 
muri  stessi,  le  impalcature  ecc.,  (2).  Quando  invece  si  tratta  della  colloca- 
zione di  un  semplice  avvisatore  sismico,  è  utile  nella  maggior  parte  dei  casi 
valersi  dell'esagerazione  di  moto,  prodotta,  come  ho  detto,  dai  muri,  come 
da  lunghi  pendoli,  purché  per  via  sperimentale  si  sia  regolata  la  sensibi- 
lità dell'istrumento  in  modo  da  non  risentire  soverchiamente  le  vibrazioni 
ordinarie,  accidentali  e  locali.  -  Debbo  ancora  aggiungere  che  trattandosi 
di  semplici  avvisatori  sismici  h  utile  far  uso  di  sistemi  oscillanti  assai  leg- 
gieri, purché  si  abbia  un  contatto  elettrico  sicuro.  Questi  si  prestano  assai 
meglio  anche  per  le  piccole  scosse  a  strappo,  mentre  invece  nei  pendoli 
pesanti  per  ragione  d'inerzia  e  del  tempo  necessario  alla  comunicazione  del 
moto,  come  ho  detto  di  sopra  (Nota  (1),  pag.  4)  questo  non  arriva  a  par- 
teciparsi che  al  filo  di  sospensione.  —  Premesse  queste  considerazioni  gene- 
rali che  ho  creduto  parte  necessarie,  parte  utili,  vengo  ora  più  dappresso 
a  parlare  dell'istrumento. 

(1)  Dico  d'ordinario,  perchè  talvolta,  per  qualche  piccola  ma  rapidissima  scossa  a  strappo 
può  avvenire  che  il  moto  non  abbia  tempo  sufficiente  di  comunicarsi  dal  suolo  al  fabbricato. 
È  nota  quella  curiosa  esperienza  assai  semplice  che  suol  prodursi  in  proposito  di  tali  moti.  Se 
sopra  un  tavolino,  verso  un  margine  della  sua  superficie  piana,  si  posa  una  striscia  di  carta 
liscia,  in  modo  che  una  parte  di  essa  ne  penda  fuori,  e  poi  sulla  parte  spianata  della  carta  si 
collochi  ritta  e  ferma  una  chiave  (anche  di  mediocre  grossezza)  dalla  parte  del  suo  gioco,  se 
dopo  ciò  si  dà  colla  mano  di  taglio  un  colpo  ben  secco  e  rapido  sulla  parte  pendente,  la  carta 
sfugge  di  sotto  alla  chiave,  lasciando  la  medesima  quasi  immobile  nella  sua  posizione  verticale. 

(2)  Secondo  queste  diverse  circostanze  variabili,  e  il  diverso  0  dissincrono  oscillare  delle 
parti,  hanno  luogo  varie  risoluzioni  e  composizioni  di  moto,  rinsacchi  e  collisioni  di  onde.  I 
muri  stessi,  specialmente  nelle  parti  superiori,  possono  seguitare  ad  oscillare  più  0  meno  anche 
dopo  cessato  il  moto  sismico,  come  una  verga  più  0  meno  elastica,  e  così  simulare  una  durata 
varia  e  accidentale  di  commozione  sismica  conseguente,  la  quale  appaia  di  maggior  durata  di 
quello  che  non  lo  sia  in  realtà  nel  suolo  sottoposto.  Il  muro  di  una  fabbrica  che  più  risente 
l'effetto  del  terremoto  è  quello  che  ha  la  sua  faccia  perpendicolare  alla  direzione  della  scossa, 
e  che  nelle  sue  parti  stesse  costituenti  diverse  vibra  dissincronamente:  ciò  avviene  in  particolare 
per  effetto  di  masse  pesanti  nelle  parti  superiori,  come  aggetti,  cornicioni,  campane,  ecc.,  Inol- 
tre ogni  paese  ha  una  direzione  prevalente  costante,  a  quanto  pare,  per  le  scosse  di  terremoto, 
come  ha  ottimamente  dimostrato  il  chiarissimo  Prof.  De-Rossi,  ed  altri  sismologi  appresso. 
Questo  fatto  l'ho  riconosciuto  anch'  io  per  esperienza  qui  ed  altrove,  ma  ho  trovato  pure  che 
oltre  il  moto  sismico  prevalente,  ve  n'ha  ancora  un  altro  perpendicolare  al  primo. 
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L'idea  del  medesimo  mi  venne  casualmente  Dell'osservare  le  oscillazioni 
di  una  lampada  a  petrolio  pendente  dal  volto  di  uà  ambiente  del  Collegio. 
Questa,  osservata  alcun  tempo  dopo  che  era  stata  accesa,  manteneva  ancora 
in  tutto  quel  sistema  pendolare  una  piccola  e  lenta  oscillazione,  secondo  le 
note  leggi  delle  lunghezze,  mentre  invece  la  campanella  superiore  del  pa- 
rafumo, come  pendolo  più  corto,  dava  oscillazioni  assai  più  ampie,  rapide  e 
dissincrone  rispetto  alle  prime,  e  piò  per  ragione  del  tocco  della .  mano  che 
avea  d'un  tratto  frenato  il  largo  moto  ondulatorio  primitivo  della  lampada 
quando  fu  accesa.  In  seguito  osservai  che  se  alla  lampada  immobile  si  im- 
prime un  moto  lento,  essa  oscilla  egualmente  insieme  col  parafumo,  come  se 
questo  facesse  parte  di  un  sistema  rigido;  se  invece  si  da  un  urto  rapido  alla 
lampada,  questa  si  muove  pochissimo,  ed  invece  rapidamente  oscilla  il  solo 
parafumo.  Questa  esperienza  che  è  una  prova  assai  semplice  ed  ovvia  delle 
leggi  sovra  accennate  dal  Cavalieri,  mi  condusse  al  pensiero  di  un  con- 
tatto elettrico  fra  pendoli  dissincroni  soprapposti,  l'uno  dritto  e  l'altro  ro- 
vescio, per  farne  un  avvisatore  sismico  capace  di  risentire  qualunque  ge- 
nere di  scosse  rapide  o  lente,  ondulatorie  o  sussulto  rie  (i).  Venendo  ora 
finalmente  alla  descrizione  particolare  di  questo  istrumento,  come  vedesi 
nella  figura  alla  pagina  seguente,  già  si  capisce  che  esso  non  si  presenta  che 
come  un  gingillo  fisico;  e  quindi  per  la  sua  semplicità  ho  creduto  baste- 
vole accennare  con  poche  parole  soltanto  le  parti  principali  del  mede- 
simo. Lasciate  dunque  da  banda  le  parti  accessorie  di  questo  piccolo  istru- 
mento (il  quale,  comprese  le  basi  A,  B%  C,  //,  e  la  campana  di  custodia, 
non  oltrepassa  i  40  centimetri)  risulta  essenzialmente  di  due  piccole  spirali 
di  filo  metallico,  l'ima  superiore  pendente  dall'estremità  ricurva  di  un  so- 
stegno metallico  C  molleggia n te,  e  l'altra  inferiore  G  da  un  piede  di  legno  //con 
tre  viti  di  livello  n>  m%  o.  Le  due  spirali  sono  allineate  fra  loro  in  direzione  ver- 
ticale e  comunicanti  coi  poli  K,  Z  di  una  pila,  nel  circuito  della  quale  si  trova 
una  sveglia  elettrica  ed  anche,  se  si  vuole,  un  orologio,  per  avere  l'ora 
della  scossa  (2).   La  spirale  superiore  è  di  filo  sottile,  e  questo,  dopo  l'ul- 

(1)  Questo  sistema  leggemente  modificato  potrebbe  servire  anche  _di  microfono  per  alcuni 
studi  microsismici,  supposta  però  un'opportuna  collocazione  dell'istrumento  indipendente  dai  muri 
del  fabbricato. 

Altrove  dirò  inoltre  come  se  ne  possa  trar  partito  per  arrecare  alcuni  perfezionamenti  ai 
Tromometri  stessi. 

(2i  L'ora  della  scossa  l'ho  qui  in  due  modi  diversi  ;  l'uno  più  preciso  è  un  pendolo  elet- 
trico di  Froment,  il  quale  ferma,  o  mette  in  moto  se  si  vuole,  al  momento  della  scossa  (il 
modo  qui  non  occorre  descrivere)  un  orologio  elettrico  a  secondi.  L'altro  pia  semplice,  ma 
che  dà  solo  il  minuto  primo,  non  è  che  una  sveglia  comune  dietro  la  quale  è  applicato  un 
filo  metallico  opportunamente  piegato  a  forma  di  leva  a  gomito,  la  quale  da  una  parte  so- 
stiene il  pendolo  fuori  della  verticale;  e  dall'altra  si  appoggia  ad  un  pezzo  mobile  della  soneria 
elettrica. 


—  71    — 

tima  spira  inferiore,  si  prolunga  ancora  in  linea  retta  al  di  sotto  di  un  pe- 
setto  cilindrico  D.  Questo,  che  è  forato  nel  suo  asse,  si  stringe  al  filo,  al  di- 
sotto dell*  ultima  spira,  per  mezzo  di  una  piccola  vite.  L'  estremità  libera 
del  filo  lineare  termina  con  un  pezzetto  di  filo  di  platino  Q.  La  spirale  in- 
feriore G  (fissata  ad  una  tavoletta  H  da  potersi  livellare  con  le  tre  viti)  h  di  filo 
alquanto  più  grosso,  a  poche  spire,  e  queste  di  diametro  maggiore:  essa  è  ap- 
pena capace  di  reggere  verticalmente,  e  in  equilibrio  quasi  instabile,  il  peso 
pendolare  superiore  F.  È  desso  formato  di  una  palluccia  d'ottone  fissata  alla 
spirale,  e  che  porta  superiormente  una  vite  di  ferro  Vi  a  questa  si  applica,  a 
guisa  di  madrevite,  una  capsuletta  pure  di  ferro  Ey  la  quale  contiene  pochi 
grammi  di  mercurio.  Invitando  più  o  meno  la  capsuletta,  lo  sferoide  della 
gocciola  di  mercurio  si  apre  nel  mezzo,  lasciando  in  fondo  scoperta  la  punta 

e 


della  vite,  e  formando  intorno  ad  essa  come  un  cercine:  questo  poi  si  riduce 
più  che  si  può  sporgente  (i)  volgendo  la  madrevite.  Ora  h  appunto  per  entro  a 

'  '  ■  '  ■  ■■!    ■        I  ■■        ■        1 |    ,      .    ■  ,         , M|  ■■■  ■■■■■  ■  ■■■ 

(i)  Se  mai,  nel  far  queste  prove,  il  mercurio  si  rinserra»  si  può  facilmente  riaprire  il  foro 
immergendo^  centralmente  una  punta  di  ferro.  Però  a  fare  più  sicuramente  tutti  questi  adat- 
tamenti dell' istrumento,  come  anche  a  fine  di  poterlo  trasportare  più  facilmente  all'occorrenza, 
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questa  piccola  cavita  centrale  che  sta  compresa,  senza  toccarne  la  superficie,  la 
punta  di  platino  Q  della  spirale  superiore  (ì)  come  nel  Sismografo  Vesuviano 
del  Palmieri.  I  due  pendoli  spirali  sovrapposti  come  ho  detto,  oscillano  in  to- 
talità dissincronamente,  l'uno  per  mezzo  secondo,  l'altro  per  una  frazione 
minore,  di  più  le  spire  per  ragione  della  loro  mobilita,  possono  anche  oscil- 
lare parzialmente  per  frazioni  diverse  di  tempo  e  così  pure  il  supporto 
metallico  oscillante  C.  Inoltre  la  porzione  diritta  del  Glo  della  spira  supe- 
riore ,  che  rimane  sotto  il  pesetto ,  per  ogni  urto  rapido,  vibra  celerissi- 
roamente.  Sicché ,  come  ognun  vede ,  le  parti  vibranti  in  questo  istru- 
mento  si  estendono  da  §  secondo  ad  una  frazione  minima  di  secondo. 
Quanto  poi  agli  altri  moti  sismici  più  placidi  e  paragonabili  all'ondeggia- 
mento di  una  nave,  essi  pure  non  possono  sfuggire  a  questo  Avvisatore. 
Infatti  il  muro  (al  quale  per  mezzo  di  una  mensola  l'istrumento  h  applicato) 
per  poco  che  si  rimuova  dall'appiombo,  i  due  pendoli  (diritto  e  rovescio) 
rimangono  necessariamente  divaricati  dall'  allineamento  primitivo.  Quindi 
anche  in  questo  caso,  come  nelle  altre  oscillazioni  sismiche  più  rapide,  la 
punta  di  platino  Q  del  pendolo  superiore,  venendo  a  contatto  col  mercurio 
dell'inferiore,  chiude  il  circuito  elettrico  che  da  l'avviso  della  scossa.  Ciò  av- 
viene in  questo  Avvisatore  con  maggior  facilità  e  sicurezza,  perchè,  a  causa  del- 
l'eterogeneità  e  dissincronismo  delle  diverse  parti  oscillanti,  come  ho  detto,  di 
questo  molteplice  sistema  pendolare,  il  divaricamento  totale  delle  estremità 
delle  due  spirali  che  si  prospettano,  corrisponde  ben  tosto  alla  somma  delle 
deviazioni  parziali  di  destra  e  sinistra  di  ciascuna  di  esse.  In  fine  l'uso  di 
spirali  diverse  in  questo  strumento  serve  pure  a  rendere  il  medesimo  atto 
ad  indicare  vibrazioni  verticali  del  suolo  anche  di  varia  velocità,  avverandosi 
delle  spirali  quello  che  si  è  detto  riguardo  al  dissincronismo  dei  pendoli. 
L'istrumento  finora  descrìtto,  da  poco  messo  in  azione,  ha  già  dato  buona 
prova  in  parecchie  piccole  e  rapide  scosse  di  terremoto,  o  punto  o  pochis- 
simo avvertite  dalle  persone,  e  che  però  coincidevano  perfettamente  con 
forti  scosse  avvenute  altrove  (2). 

è  utile  che  la  spirale  inferiore  abbia  internamente  un  asse  cilindrico  fisso  alla  base,  il  quale,  senza 
toccarla  né  impedirne  i  piccoli  movimenti,  limiti  quelli  più  smodati,  che  potessero  dar  luogo 
al  versamento  del  mercurio.  Inoltre  per  mezzo  di  aghi  trasversi  5,  introdotti  in  alcuni  fori  det- 
rasse medesimo,  si  può  inoltre,  per  via  di  compressione,  fermare  anche  del  tutto  la  spirale, 
come  si  usa  già  nel  Termometro  metallico  di  Breguet. 

fi)  Ad  ottenere  possibilmente  una  compensazione  che  serva  ad  impedire  il  contatto  dei 
due  pendoli  per  effetto  di  dilatazione  termica,  la  spirale  superiore,  è  portata  da  un  supporto 
metallico,  come  ho  detto,  affinchè  la  dilatazione  inversa  di  questo  e  della  spirale  inferiore  ugua- 
gli approssimativamente  l'allungamento  diretto  della  spirale  superiore. 

(2)  Il  primo  modello  di  questo  Avvisatore  è  stato  costruito  conforme  alle  date  indicazioni 
dal  Meccanico  Sig.  .Ernesto  Eisenhut-Zenuti.  —  Firenze  —  12,  Via  Giotto. 
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MÈMOIRE 

SDR  I/ÉQUÀTION  INDÉTERMINÉE 

x3  +jr%  •-  kz%. 
PAR  LE  P.  TH."   PEPIN,  S*  J. 


i.  Jja  théorie  de  lVquation  indéterminée  x%  +y*  =  Azl  a  fait  de  remar- 
quabtes  progrès  durant  ces  dernières  années.  On  connait  aujourd'  hui  des 
séries  indéfinies  de  valeurs  de  A.  qui  rendent  cette  (fquation  impossible  eri 
nombres  rationnels,  et  d'autres  pour  lesquelles  elle  admet  une  infinite  de 
solutions.  Je  me  propose  de  donner  une  nouvelle  contribution  a  cette 
tbtforie,  après  avoir  jeté  une  coup  d'ceil  rétrospectif  sur  les  résultats  obtenus 
jusquìt  ce  jour. 

En  1867,  on  ne  connaissait  encore  que  les  cas  d'  impossibilita  énume'rés 
dans  la  théorìe  des  nombres  de  Legendre,  savoir  A  =  i,  %my  3  et  5,  lorsque 
M.  Sylvester  proposa  dans  les  Nouvelles  Annales  de  Matlrématiques  (p.  94) 
la  question  suivante  : 

p  et  q  désignant  des  nombres  premiers,  respectivement  des  formes  18/  4-  5, 
18/  +  11,  il  est  impossible  de  decomposer  en  deux  cubes,  soit  entiers  soit 
fractionnaires,  aucun  des  nombres   suivants  : 

pt  q,  y,  At]y  *p*f  8f\ 

En  1870,  dans  un  Mànoire  Sur  la  décomposition  d'un  nombre  entier  en 
une  somme  de  deux  cubes  rationnels  (Journal  de  M.  Liouville,  1870,  pag. 
217),  j'ai  démontré  V  impossibilité  de  decomposer  en  deux  cubes  rationnels 
aucun  des  nombres  suivanU  : 

p>  q>  p*>  q*  i  *p>  *q,  *p\  *f  i 
9/>,  97,  9p*  oq*  ;  sp,  257,  %sp\  ty  ", 

ce  qui  ajoutait  dix  nouveaux  cas  d* impossibilité  a  ceux  que  M.  Sylvester 
avait  indiqués. 

2.  A  la  fin  du  méme  Mtfmoire,  j'ai  énoncé  plusieurs  théorfemes  affirmatifs, 
déduits  de  diverses  identités: 

10 
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Le  nombre  A2  +  3B*  est  la  somme  de  deux  cubes  rationnels,  toutes  les 
fois  que  Vun  des  nombres  aA,  aB  *  A  est  un  cube,  ou  que  Vun  des  nom- 
bres  2B,  A  =*=  B  est  le  triple  d'un  cube. 

Si  le  nombre  a  est  compris  dans  fune  des  formules 

(4  .  5*  ml)%  +  3/*,  F  +  3  (12  .  5*  ms)% 

(5*/»*  tfa  3/)a  +  Zl\    (3  .  5*l»3  *  /)*  +  3/*, 

le  produit  5*  a  e^  la  somme  de  deux  cubes  rationnels. 

Le  doublé  d'un  nombre  triangulaire  est  la  somme  de  deux  cubes 
rationnels. 

Tout  nombre  compose  de  deux  facteurs,  dont  la  somme  ou  ladifférence 
est  un  cube,  se  decompose  en  une  somme  de  deux  cubes  rationnels. 

On  trouve  aussi  dans  le  méme  Mémoire  la  décomposition  effective  de 
plusieurs  nombres,  e  otre  autres  la  suivante  :  (i?)s  +  (37)'  =6  (ai)3,  qui  rectifie 
l'assertion  de  Legendre  relative  a  l'équation  xl  +  r3  ■  6z3  (Théorie  des  Nona* 
bres,  t.  IL  p.  7l),  dont  il  affirme  lv  impossibili  té. 

Dans  ce  Mémoire  de  1870  je  me  snis  contente  d'  indiquer  le  principe  au 
moyen  duquel  on  pouvait  justifier  l'usage  que  je  faisais  des  nombres  com- 

plexes  /  +  g  yZ-3,  a  l'exemple  d'Euler  et  de  Legendre.  Jai  démontré  la  lé- 
gitimi  té  de  cet  emploi,  en  1875,  dans  un    Mémoire  sur  certains    nombres 

complexes  de  la  forme  a  +b  \/-c  (Journal  de  M.  Resal*,  t.  I) ,  et  j'en  ai 
fait  l'application  aux  nombres  14,  Si,  38,  30,  57,  79. 

3.  Tout  récemment,  M.  Sylvester,  le  savant  correspondaot  d$  l'institut 
de  France,  a  considérablement  enricbi  la  tbéorie  de  l'équation  a?  +  y%  ■■  Az* 
dans  un  Mémoire  fort  remarquable  intitulé  :  On  certain  ternarjr  cubie- 
form  equations  [American  Journal  of  Mathematics,  lì,  p.  £80,  1879).  M. 
Sylvester  y  démontre  les  cas  suivants  d' impossibilité  : 

Si  l'on  désigne  par  p,  px  des  nombres  premiers  18/  +  5,  par  q>  qt  des 
nombres  premiers  18/  +  11,  les  nombres 

pq  »  pp\  1  pa  ?  t  WÌ 

sont  indécomposables  en  deux  cubes  rationnels. 

M.  Sylvester  aunonce  aussi  qu'il  démontrera  dans  la  suite  de  son  Mé- 
moire les  deux  théorfemes  suivants  : 

Soient  p,  <(<,  <p  des  nombres  premiers  18/  +  1,  18/  +  7,  18/  +  13  respectivement, 
dont  aucun  itesi  de  la  forme  a9  -*nb2i  aucun  des  nombres 
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2p,  4P,  2pS,  4pa,   2$,  4^*,    4?,  2<p* 

n'est  la  somme  de  deux  cubes  rationnels. 

De  méme  si  l'on  design  e  par  v  un  nombre  premier  6/+  i  doot  3  ne  soit 
pas  résidu  cubique,  les  nombres  3v  et  3va  sont  inde'composables  en  deux 
cubes  rationuels. 

M.  Lucas  semble  avoir  trouvé  de  son  còte  quelques  uns  de  ces  théorfemes, 
car  dans  une  lettre  date'e  du  26  dicembre  1879,  avant  que  le  Memoire  de 
M.  Sylvester  ne  fùt  parvenu  en  Europe ,  ce  savant  m'a  communiqué  les 
deux  cas  d*  impossibilita  2t|s  2fs  renfermés  dans  le  théorfeme  suivant  : 

L'équation  x%  +y%  =  *\z%  est  impossible  lorsque  A  est  premier  18/  +  7, 
ou  carré  de  premier  18/ +13,  sans  admettre  2  comme  résidu  cubique. 

Ces  théorèmes  ne  m'étaient  pas  inconnus  :  les  cas  2ifs  2p,  4p  se  trouveat 
implicitement  démontrés  dans  mon  Mémoire  de  1875,  relativement  aux  nom- 
bres 14,  38,  76  ;  car  la  démonstration  repose,  non  pas  sur  les  valeurs  par- 
ticaliferes  des  nombres  7  et  19,  mais  sur  leurs  formes  suivant  le  module  9, 
et  sur  ce  fait  qu'ils  n'admettent  pas  le   nombre  2  corame    résidu  cubique. 

M.  Sylvester,  M.  Lucas  et  plus  récemment  M.  Desboves  se  sont  occupe's 
de  la  résolution  effective  de  l'équation  x%  +y*  «  Az8,  dans  les  cas  où  elle 
admet  des  solutions  rationnelles.  Je  parlerai  de  ces  travaux  lorsque  je  pu- 
blierai  mes  propres  rechercbes  sur  le  méme  sujet.  Pour  le  moment  je  me 
bornerai  aux  theorèmes  négatifs. 

4.  Les  principaux  cas  d*  impossibilité  que  j'ajoute  a  ceux  que  je  viens 
d' énumérer  sont  les  suivants  : 

I.  Si  l'on  désigne  par  p,  <p,  9  et  C  des  nombres  premiers  représentés  res- 
pectivement  par  les  formules 

p»  (9TO  +  4)'  +  3  (m  *  4)a,      <p  -  (9HI  +  2)a  +  3  (9/1  *  2)a, 
<p  »  (9111  +  1)1  +  3  (9fi  =fc  l)f,       5  «  m2  +  27  (371  =fc  l)a, 

aucun  des  nombres 

18p,  I8<js  18?,  36p,  36<p,  36?,  18<p a,  18<|/a,  18?%  36p*,  36^a,  36?* 

n'est  égal  a  la  somme  de  deux  cubes  rationnels. 

II.  Si  l'on  design  e  par,  pì  q9p\  q\r]  les  nombres  premiers  compris  respec- 
tivement  dans  les  formules  suivantes 
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p  m  126/  +  41,  H3, 
q  -  126/  +  29,  83, 
p'  ~  126/+  5,  23,  59,  95, 
q'  «  126/  +  11,  47,  65,  101, 
r'  =»  126/  +  17,  53,  89,  107, 

aucun  des  nombres 

7p,29  tq\  7rr,  7r'2;   14/?",  14f,  28T*,  28r'*J  49/J*,  49^'*,  49r'%  49r"j  196/7,  196f* 

n'est  d&omposable  ea  deux  cubes  rationaels. 

IH.  Si  l'ori  design  e  par  pf  q9  p\  q\  r'  les  nombres  premiers  re  prése  ntés 
respectivement  par  les  formules  suivantes  : 

p  «  234/  +  5,  77,  131,  203, 

q  «  234/  +  47,  83,  155,  209, 

p'  «  234/  +  23  41,59,  95,  113,  149,  167,  185, 

q1  «  234/  +  li,  29,  191,  119,  137,  173,  191,  227, 

r   «  234/  +  17,  35,  71,  89,  107,  179,  197,  215, 

le  nombres  izp\  13^'*,  I3r',  I3r'%  26r',  26r'*,  5Sp,  52^'  sont  indécomposables  en 
deux  cubes  rationnels. 

IV.  Si  l'on  d&igne  par  p,  q,  p\  q'  les  nombres  premiers  représentés  res- 
pectivement par  les  formules 

p  =  342/  +  77,  113,  221,  239,  293,  311, 

q  =  342/  +  11,  65,  83,  191,  227,  335, 

p  =*  342/+  5,  23,  41,  59,  131,  149,  167,  185,  203,257  275,  329, 

q'  «  342/  -l-  29,  47,  101,  119,  137,  155,  173,  245,  263,  281,  299,  317, 

aucun  des  nombres  iGjp',  19*7',  i9p'a,  197'*,  38/?,  38*7%  np*9  7&j  n'est  égal  a  la 
somme  de  deux  cubes  rationnels. 

V.  Si  les  nombres  premiers  18/  +  5,  18/  +  il,  18/  +  17  sont  d&ignés  respec- 
tivement par  p,  q>  r,  lorsqu'ils  sont  résidus  cubiques  de  31,  et  par  p'f 
q\  r',  dans  le  cas  contraire,  aucnn  des  nombres 

3i/?V  3iy'*  3ir',  3ir'f, 

62Tr,  62T*,  124^',  124^'*, 
27ty>,  279^r,  279<jr',  279r', 
279^*,   mq*9   179//*,    279r'% 

n'est  la  somme  de  deux  cubes  rationnels. 


VI.  Si  les  nombres  premiers  48/  +  5,  18/  li  sont  d&ign&s  respectivement 
par  p9  q  ou  par  p\  q\  suivant  qu'  ils  sont  résidus  cubiques,  ou  non,  de 
37,  aucun  des  nombres 

.     37^',  37^',  zip12,  wq", 
tip,   l*q*9   448pa,  iASq, 
333)9,    333^9    333/?*,    333^*, 

n'est  de'composable  en  une  somme  de  deux  cubes  rationnels. 

5.  Ghaque  nombre  premier  6/4-4  donne  lien  a  des  théorèmes  semblables 
a  ceux  que  nous  venons  d'e'noncer.  On  obtient  aussi  pour  cliaque  nombre 
premier  6/  -  i  °p  des  tfréorèmes  d'un  autre  genre,  dans  lesquels  on  déter- 
mine  les  formes  quadratiques  de  certains  nombres  premiers  xs ,  qui  rendent 
impossible  la  d&omposition  des  nombres  pxs  ,  pu*9  tipa,  ì'pzs*  etc.  Nous 
nous  bornerons  a  en  donner  un  exemple  relatif  au  cas  où  p  «  5. 

Si  Fon  d&igne  respectivement  par  p,  9  et  v[>  les  nombres  premiers  compris 
dans  les  formules  suivantes  : 

p  B  {m  *  f  )*  +  27   (m-mdb  {)*,   (9/»  db  4)*  +  27   (5/1  +  3TO  +2)% 
9  «  (917»  rh  2)a  +  27   (5/1  -  m  *2)\   (91»  *  2)*  +  27   (5»  +  3J9»*4)a  , 
<p  «  (9m  =*=  4)a  4-  27  (4n  -m  *  4)a,   (9/H  *  4)*  +  «7  (5H  +  31»  =*  3)a, 

dans  chacune  desquelles  on  doitprendre  en  méme  tempsou  les  signes  su- 
périeurs  ou  les  signes  inférieurs,  aucun  des  nombres 

5p,  5p*,  6<f,  5^3,  40p,  10p*,  20f  9  20^' 

n'est  la  somme  de  deux  cubes  rationnels. 

6.  La  démonstration  de  ces  th&rèmes  nouveaux  repose  sur  la  proprietà 
dont  jouissent  certaines  formes  cubiques,  auxquelles  on  est  amene  par  la 
decomposition  en  facteurs  des  deux  membres  de  lVquation  oc3  -h^-Az1, 
de  n'admettre  comme  diviseur  aucun  des  nombres  premiers  renfernrés  dans 
certaines  formes  linéaires.  Cette  propri&é  offre  par  elle-méme  beaucoup 
d9  intérét ,  indépendamment  des  applications  qu'on  en  peut  faire  a  la  theorie 
de  l'équation  jt,+/hA2,j  car  elle  assimile  ces  formes  cubiques  aux  for- 
mes quadratiques  binaires.  C'est  pourquoi  nous  entrerons  dans  quelques 
détails  sur  cette  proprietà  remarquable,  sans  cependant  uous  étendre  beau- 
coup au  de  là  de  ce  qui  nous  est  nécessaire  pour  l'équation  xl  +jrl*=kz*. 

Mais  a  fin  de  montrer  comment  on  est  amene  a  considérer  ces  formes  cu- 
biques, nous  expose rons  dans  une  première  section  les  formules  générales 
au  inoyen  desquelles  on  effectue  la  decomposition  en  facteurs  de  l'e'quation 


I 
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«a?3  +J*  a  Az*.  Dans  la  deuxifeme  section  nous  étudierons  les  forme?  linéaires 
des  diviseurs  des  formes  cubiques  binaires,  obtenues  dans  ces  decomposi tions. 
Enfili  dans  la  troisifeme  section  nous  dànontrerons  les  divers  th&rèmes  énon- 
ces  dans  ce  préambule. 

Première  section.  Formuies  générales. 

7.  Si  l'on  suppose  que  le  nombre  A  ne  renferme  aucun  facteur  pre- 
mier 6/  +  i,  l'équation 

(i)  x%  +y*  =  Az3 

se  decompose  de  l'une  des  maniferes  suivantes: 

(2)  x  +  j  =  Aw3,     x*  -  xy  +jr%  «  o3,  z  -  io», 

lorsque  Az  est  premier  avec  3;  et  dans  le  cas  contraire: 

(3)  x  +  jr  «  |  Ah3,  x*  -xjr  +y*  —  3i>3. 

La  raison  de  cette   décompoaition    est  que  le  quotient  —     n'admet 

x  +  y 

que  des  facteurs  premiers  em  +  i,  et  en  outre  la  première  puissance  de  3, 
lorsque  x  +jr  est  divisible  par  3. 

Nous  admettrons  que  le  nombre  A  ne  renferme  aucun  cubeea  facteur. 
Il  risulte  de  cette  hypotbèse  que  z  est  n&essairement  divisible  par  le 
plus  grand  commun  diviseur  des  deux  nombres  x,  jr%  de  sorte  que  nous 
n'enlevons  rien  a  la  generalità  de  la  solution  de  IVquation  (1),  si  nous  sup- 
posons  les  trois  nombres  xìji  z  premiers  entre  eux  deux  a  deux.  C'est 
ce  que  nous  ferons  constamment  dans  la  suite  de  ce  MAnoire. 

8.  Soit  d'abord  Az  pair,  et  par  conséquent  x  et  jr  impairs.  La  deu- 
xième  des  e'quations  (2)  peut  sVcrire 


w        («a)\,  («=*)•_,. 


Or,  il  resuite  du  the'orfeme  III  de  mon  M^moire  sur  les  nombres  complexes 
a  +  6  >J-c  (Journal  de  M.  Resal.  t.  I,  p.  325),  que  cette  éqaation  est  equi- 
valente a  la  suivante 

où  l'on  d&igne  par  /  et  g  deux   nombres  entiers  et  premiers  entre    eux, 


—  79  — 

soumis  a  la  seule  condition  que  /*  +  3ga  soit  de  la  forme  e/  +  t,  ce  qui 
exige  que  /  soit  premier  avec  3  et  que  l'uri  des  deux  nombres  /  ou  g 
soit  pair.  En  egala nt  dans  les  deux  membres  de  cette  équation  les  parties 

rationnelles  et  les  coefficients  de  y-3,  et  en  combinant  ce  résultat  avec 
les  equations  (i),  ou  trouve  que  ces  equations  se  ramènent  au  systfeme 
suivant: 

x  +  y       ku? 


2  2 


-/</■-*). 


On  de'montre  de  méme,    dans  le  cas  où    Az    est  multiple  de  6,  que  la 
deuxième  des  equations  (3)  peut  s*  ferire 


(£^)\  .(-iZ)'.,., 


et  que  les  equations  (3)  se  ramènent  au  système  suivant: 

9.  Soit  kz  impair.  I/un  des  nombres  xy  jr  doit  étre  pair;  nous  suppo- 
serons  que  c'est  y>  et  nous  mettrons  les  equations  (2)  et  (3)  sous  la  forme 
suivante 

En  appliquant  a  ces  equations  le  théor&me    III    de    notre  Mémoire  sur 

les  nombres  complexes  a  +  b  V-c>  nous  en  déduisons,  comme  dans  les  deux 
cas  précédents,  que  les  equations  (2)  et  (3)  se  ramènent  respectivement 
au  deux  systemes  suivants: 
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* +j » 3  (F  +  G),    f  +  sg*-v, 
où  nous  posoQS  pour  abréger 

Dans  ces  formules,  comme  dans  les  précédentes,  f  et  g  désignent  deux 
nombres  entiers  et  premiers  entre  eux  ,  l'uri  pair  et  l'autre  impair  ;  g 
seul  peut  étre  multiple  de  s;  de  sorte  que  l'un  des  deux  facteurs  g  et 
/°  -  ga  étant  n&essairement  divisible  par  3,  le  nombre  G  est  toujours  mul- 
tiple de  9,  tandis  que  F  est  de  la  forme  9/  =*=  i. 

io.  Lorsque  le  nombre  donne  A  ne  renferme  aucun  facteur  premier  e/  -M, 
l'e'quation  (i)  se  ramène  n&essairement  a  Tun  des  systfemes  (4),  (5),  (6)  ou 
(7).  Mais  cela  n'a  plus  lieu  lorsque  A  renferme  quelque  facteur  premier 
6/+  i;  car  outre  les  d&ompositions  (2)  et  (3),  dont  nous  venons  de  nous 
occuper,  elle  peut  admettre  les  suivantes: 

(8)  x  +jr  =  —  v?>  x%  -  xjr  +jr*  «  wa,   z  -  w 

e 

(9)  x  +  jr  « ,  x2  -  xjr  +y%  =*  3  ee3, 

où  nous  désignons  par  e  un  diyiseur  de  A  dont  tous  les  facteurs  premiers 
sont  de  la  forme  0/4-1.  Dans  ce  mémòire  nous  nous  borne rons  au  cas  où 
le  nombre  A  est  de  la  forme  Be,  B  désignant  un  nombre  qui  ne  renferme 
aucun  facteur  premier  6/+1,  et  e,  un  nombre  premier  6/  +  i  ou  son  carré'. 
Il  risulte  de  la  que  l'équation  e  =  h*  +  &k*  ne  peut  se  r&oudre  que  d'une 
seule  manière  en  nombres  entiers  et  positifs.  Les  deux   équations 

x%  +  xjr  +jr*  =  w3,     x%  -  xjr  +jr*  -  3w3, 

peuvent  s'ecrire  sous  la  forme 


Si  kz  est  pair,  et  sous  la  forme 


dans  le  cas  contraire.  Or,  on  conclut  du  théorème  V  du  M&noire    cite  sur 
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les  nombres  complexes  a  +  b^-c  (Journal  de  M.  Resal,  t.  I,  p.  330),  que 
ces  equations  sont  respectivement  resolues  par  les  formules  : 

fjLT  +  )jZl  ±ZZ  =  (AF-3*G)  +  \fo{kF  +  AG), 
ZZI  +  y/~z  HI  .  (AF  -3*G)  +  yC^  (*f  +  AG), 

2  6 

>-  - 

!flZZ  +  yCa*  Z.  ■  (rF  -  3/tG)  +  y/^(*F  +  AG), 

Z_  +  fa  ?EZl  «  (AF  -  3AG)  +  ^7  (JfcF  +  AG), 

La  résolution  de  l'e'quation  (i)  peut  donc,  suivant  les  divers  cas,  se 
ramener  a  Fune  des  suivantes: 

t°  kz  pair  et  premier  avec  3« 

x  +  y  -  &*3  «=  2(AF  -  3*G),  A  -  B  (h*  +  3**); 
2°  Az  pair  et  divisible  par  3, 

x  +  y  m  —  Bu3  =  6  (*F  +  AG)  ; 

3 

3*  Ajz  premier  avec  6, 

jc  +  y  =  Ba*  -  (A  +  3*)  F  +  3  (A  -  k)  G, 

4°  kz  impair  et  divisible  "par  3, 

x+y=  —  Btt3-(A  +  *)F+(A-3*)G, 

Dans  toutes  ces  formules  ou  peut  prendre  pour  f  et  h  les  racines  posi- 
tives  des  carrés  f2t  h*f  mais  on  doit  considerar  successivement  les  racines 
positives  et  négatives  des  carrés  g\  k\ 

ti.  Les  equations  (4)  et  (5)  donnent  pour  le  nombre  A  la  méme  condi- 
tion;  car,  puisque  nous  supposons  que  le  nombre  A  n' est  divisible  par 
aucun  cube,  l'équation 

dont  le  second  membre  est  divisible  par  81,  n'  est  possible  qu'en  suppo- 
sant  u  multiple  de  3.  Posant  donc  u**-wl}  on  a 
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Or,  les  deux  équations 

hu*  =  if(f-9g\  A«i-agr(ga-/*) 

exigent  la  raéme  condì  tion,  sa  voi  r  que  A  multipli^  par  un  cube  convena- 
blement  choisi,  se  decompose  en  trois  facteurs  premiers  eatre  eux,  positifs 
ou  négatifs,  dont  Tua  soit  la  somme  des  deux  autres.  En  efiet,  puisque 
les  deux  nombres  /  et  g*  sont  premiers  entre  eux,  l'un  pair  et  Tautre 
impair,  et  que  /  n'est  pas  divisible  par  3,  les  trois  facteurs  2^,/  +  sgìf-zg 
sont  premiers  entre  eux  deux  a  deux,  et  le  premier  est  la  somme  des  deux 
autres.  De  méme  dans  la  deuxième  èqua  tion  les  trois  facteurs  2g9  g  +/,  g-f 
sont  premiers  entre  eux,  et  le  premier  est  la  somme  des  deux  autres.  De- 
signant  donc  ces  trois  facteurs  par  -  ao?ì  bfi1,  cy3>  on  a 

(io)  aa?  +  fe/33  +  cyl  =  0,    abc  «  A. 

12.  Si  le  nombre  A  peut  se  decora  pose  r  en  trois  facteurs  ay  b9  e  qui 
rendent  possible  1*  équation  (io) ,  V  équation  (i)  est  possible  en  nombres 
entiers.  On  obtient  une  première  solution  au  moyen  des  équations  (4),  si 
le  produit  Ka$y  est  premier  avec  3,  et  1*  on  calcule  les  valeurs  de  /  et 
de  g  au  moyen  des  formules  /+3g  =  6|33,  f-*g**  cy3,  en  d&ignant  par  aa* 
celui  des  trois  termes  de  l'equa  tion  (io)  qui  est  pair.  Si  au  contraire  le 
produit  Aafty  est  multiple  de  3,  on  calcule  les  valeurs  de  /  et  de  g  au 
moyen  des  formules  /+g«&£3,  f-g=>~cy*i  puis  celles  de  x9  jet  z  au 
moyen  des  équations  (5). 

Supposons  d'abord  Aafiy  premier  avec  3.  Si  dans  les  formules  (4)  nous 
posons  /+3g«£,  /-3g~Yi,  elles  deviennent 

oc  +jr  «  Au1  =>  &q  (£  +  ti),    x  -jr  =  [2  (S  -  tj)a  +  «fojf 

En  substituant  dans    l'equatian  (1)  les    valeurs    de  x9  7,  Az*    déduites  de 
ces  formules,  on  obtient  Fidenti  te 

co  ir—  (^  7  *  iv  - .  (^f  f  -  *.  «  ♦  -)  f^]- 

Si  l'un  des  termes  de  l'équation  (10)  est   multiple  de  3,  on  doit  empio- 


'    _  83  — 

yer  les  formules  5  qui  conduisent  a  une  identité  toute  semblable.  Posons  ea 
efiet  f-g  =  £,  /  +  g  =  —  *u  Nous  trouvons 

x  +j  «  \  Am3  «  9Én  (5  +  yj),     a:  ~jr  =  (yj  -  £)  (2Z2  +  2n'  +  5Syj), 
x  «  £3  +  ci*  m  -r  3&aa  -  n3,  ^  =  yj3  +  6yi2  5  +  3rj5*  -  S3, 
*  -  F  +  u1  +  fo,  A*.3-i7fo(*  +  w)  (P  +  ^  +  I»)3 ; 

puis,  ea  substituant  dans  l'équation  (1)  ces  valeurs  de  x9  y>  et  de  Az3,  nous 
obtenons  l'ideati  té 

■ 

(12)      [I3  +  6  ÉJ  n  +  rfn1  -  Y)3]3  +  |>3  +  6rj9S  +  3y]£9  -  £3]3  «  27  hi  (l  +  n)  (f  +  r,2  +  In)3, 

que  M.  Lucas  a-  trouvée  de  son  còte'  par  une  méthode  differente. 
Cette  identité  ou  la  précédente  donnent  une  première  solution  de  requa- 
tion (1)  aussitót  que  Fon  a  résolu  l'équation  (10)  ou  l'èqua tion  equivalente 
Att3  =  £yì  (£  +  m),  en  nombres  entiers,  positifs  ou  négatifs.  On  en  déduit  im- 
médiatement  la  démonstration  de  quelques  uns  des  théorfemes  énoncés  a  la 
fin,  de  mon  Mépoire  de  1870.  Si  A  est  le  doublé  d'un  nombre  triangulaire, 
il  est  de  la  forme  a  (tf  +  i),  de  sorte  qu'on  sa tisfait  a  l'équation  Aa3  =  £yi  (£  +  n) 
en  prenant  É«rt,  vi  =  i  et  w=»i.  Donc 

La  doublé  df  un  nombre  triangulaire  est  la  somme  de  deux  cubes 
rationnels. 

De  méme,  si  A  est  le  produit  de  deux  facteurs  dont  la  somme  algé- 
brique  est  un  cube,  c'est-à-dire  si  l'ori  a  A  =  a&,  a±b  =  k3,  on  satisfait 
a  l'équation  Au3  =  h\  (£  +  yj)  en  prenant  £  —  a9  m  =  *  b,  u  =  *=k.  Donc 

Tout  nombre  compose  de  deux  facteurs,  dont  la  somme  ou  la  diffe- 
rente est  un  cube,  se  decompose  en  une  somme  de  deux  cubes  rationnels. 

13.  Nous  résumerons  ce  qui  précède  en  indiquant  les  diverses  équations 
qu'il  faut  examiner  pour  reconnaitre  si  un  nombre  donne  A  est  décompo- 
sable  ou  non  en  deux  cubes  rationnels. 

i°  Si  le  nombre  A  est  pair  et  qu'  il  ne  renferme  aucun  facteur  premier 
e/+i,  la  résolution  de  l'équation  (1)  se  ramène  a  l'un  des  systèmes  (4)  ou 
(5).  Or,  nous  venons  de  voir  que  ces  deux  system es  imposent  au  nombre  A 
la  méme  condition,  savoir  qu'on  puisse  le  décomposer  en  trois  facteurs 
a,  b,  e,  premiers  entre  eux,  tels  qu1  on  puisse  résoudre  en  nombres  en- 
tiers l'équation 

I  aa3  +  i(33  +  cy3  =  0,  A  =  abc. 
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Nous  supposerons  que  les  nombres  x,  yy  z  qui  figurent  dans  les  formules 
próce'dèntes  forment  la  solution  la  plus  simple  de  l'equa  tion  j?3h-^3  =  Az3, 
en  appelant  ainsi  celle  où  la  valeur  de  z  est  la  plus  petite  possible.  il 
resuite  de  la  que  nous  devrons  rejeter  toute  bypothèse  qui  ramfenerait  la 
méme  équation  r&olue  en  nombres  moindres  que  cette  valeur  minima  dez. 
C'est  pourquoi  dans  l'equa tion  I  nous  excluons  le  cas  où  deux  des  trois 
facteurs  a>  b,  e  se  réduiraient  a  l'unite;  car,  si  l'on  avait  &=c  =  i,a=Af 
on  aurait  |33  +  y3  =  A  (—  a)3,  u  »  afiy,  z  =  uv  où  zuv\  par  cons&juent  l'e'qua- 
tion  proposte  admettrait  une  solution  en  nombres  tous  inferieurs  a  la  va- 
leur minima  de  z. 

2.e'Si  le  nombre  A  est  impair,  lVquation  ,r3+^3=A23  peut  admettre 
des  solutions  qui  se  ramenent,  non  pas  a  l'équation  I,  mais  a  l'urie  des 
deux  suivantes,  qui  se  déduisent  des  formules  (e)  et  (7)  : 

III.     ÌAM»-F  +  G=/(/»-^»)  +  3g(^-g*). 

3.0  Soit  A  =  B  (h2  +  zk2),  B  designati t  un  nombre  qui  n'admet  aucun 
diviseur  premier  6/  +  i,  et  h2  +  3ka,  un  nombre  premier  ou  son  carré'.  Aux 
trois  équations  pre'rédentes,  on  doit  ajouter  (n°  10)  les  quatre  suivantes: 

IV  Bw3  =  2  (AF  -  3*  G), 

V  -I  Bu3  -  2  (*F  +  AG), 

VI  Bu*  =  (h  +  zk)F+z  (h-k)  Gf 

VII  |  B/*3  -  (A  +  *)  P  +  (A  -  zk)  G, 

dont  les  deux  dernières  supposent  A  impair,  ainsi  que  les  équations  II  et 
III.  La  connaissance  des  diviseurs  premiers  des  fonctions  qui  figurent 
dans  les  seconds  membres  de  ces  équations  permet  de  reconnaitre  un  grand 
nombre  de  valeurs  de  A  pour  lesquelles  le  problème  propose  est  impos- 
sible  ;  e  est  pourquoi  nous  commencerons  par  établir  la  the'orie  de  ces 
diviseurs. 


Deuxième  section.  Diviseurs  premiers  de  certaines 
fonctions  homogènes  du   troisième  ordre  à  deux  variables* 

I.  THÉORÈMES  AUXILIAIRES. 
14.  Nos  démoDStrations  se  déduisant  de  la  theorie  des  deux  congruences, 
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xp~l  =  1,      xp+l  =  i  (mod.  p), 

ainsi  que  de  la  loi  de  reciproche  relative  aux  resici us  cubiques,  nous  rap- 
pellerons  d'abord  brièvement  les  principes  dont  nous  aurons  besoin,  en 
omettant  toutefois  ceux  qui  sont  puises  dans  la  timori  e  de  la  congruence 
xp~l  =  i  (mod.  p)ì  parce  que  cette  théorie  est  assez  connue  du  lecleur. 

La  thóorie  des  racines  complexes  de  la  congruence  xp+l  =  i  (mod.  p.) 
est  exposée  au  commencement  de  mon  Me'moire  sur  les  lois  de  réciprocité 
dans  la  théorie  des  résidus  de  puissances  (Atti  dell'Accademia  pont.  de9  Nuovi 
Lincei,  1377).  Or  d'  aprfes  le  théor&me  IV  (n°  5)  de  ce  Mémoire,  on  a  le 
lemme  suivant  : 

Lemme  I.  La  condition  nécessaire  et  su ff  sante  pour  que  le  nombre  com- 
plete a  +  {3  ^-  3  soit  racine  de  la  congruence  ocp+t  =  i  (mod.  p),  dont  le 
modale  p  est  un  nombre  premier  el-i,  est  que  les  deux  nombres  «,  (3 
satisfassent  à  la  congruence  a  -+-  3/3*  =  t  (mod  p). 

15.  Il  resuite  de  là    que  si  lon    désigne  par  a  et  b  deux    nombres  en- 

a +iy -3 
tiers  et  premiers  entre  eux,  et  par  p  un  nombre  e/  -  l,  le  rapport  == 

a-iy-3 
est  racine  de  la  congruence  xp+l  =  i  (mod.  p).  D'abord  ce  rapport  est  équi- 

valent  a  on  nombre  complexe  a  +  |3  V^-3,  dont  on  de  ter  mine  les  deux  élé- 
ments  a,  (3  au  moyen  de  la  formule 

a  +  b  \/^3  =  («  +  p  V^)  (a  - 6  v/-3)  (mod.  p), 

en  exprimant  qu'elle  est  identique  par  rapport  a  V—3,  ce  qui  donne 

a*  +  3&(3  =  a,  ba  —  afi  =  ~  b  (mod.  p) 

0 

(a9  +  zV)  a  =  a1  -  tà\  (a%  +  3èa)  (3  =  2*6  (mod.  p). 

Comme  le  déterminant  aa  +  zb%  est  nécessairement  premier  avec  p9  on  dé- 
duit  de  ces  formules  des  valeurs  entières  pour  a  et  |3.  Or,  si  i'on  ^limine 
a  et  b  entre  les  deux  premières  congruences,  on  trouve 

a*  -  1  +  3{3a  =  o,      a*  +  3/3*  =  i  (mod  p). 

On  cohclut  de  la,  moyennant  le  lemme  précédent,  que  le  nombre  com- 
plexe a +(3^-3  est  racine  de  la  congruence  xp+l  =  i  (mod.  p).  Il  en  est 
donc  de  mérae  du  rapport  e'quivalent  (a+òy-3):  (a  -by-a). 
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Si  le  norabre  premier  p  est  de  la  forme  e/+  1  et  qu'il  ne  divise  pas 
a9  +  3&f,  le  méme  rapport  est  equivalere  a  un  nombre  rationnel  premier  avec 
p,  et  par  conséquent,    d' aprfes  le  the'orfeme    de  Fermat,  il    vérifie  la  con- 

gruence  xp~l  =  l  (mod.  p).  En  effet,  ^3  se  réduit  suivant  le  module  p  a 
un  nombre  rationnel  |3,  racine  de  la  congruence  (3* +  3  =  0  (mod.  p).  D'aii- 
leurs  si  p  ne  divise  pas  a*  +  3  6a,  aucun  des  deux  facteurs  a  +  £0,  a  —  6/3 
n'est  divisible  par  /?.  La  congruence 

a  +  b$  =  £  (a  -  b$)  (mod.  /*), 

détermine  donc  un  nombre  rationnel  et  enlier  t  équivalent  au  rapport  considera. 
Les  deux  résullats  obteuus  sont  réunis  dans  le  lemme  suivant  : 

Lemme  IL  -  Si  le  nombre  a  +  :$a  ri  est  pas  divisible  par  le  nombre 
premier  p,  les  nombres  a  et  b  satisfont  à  la  congruence 


(0 


b\/~^1 


( —7=  1      =  i  (mod  p  =  d±  i), 

yi  -  6  v  -  3/ 


où  /o»  rfo&  prendre  le  signe  supérieur,  si  p«=el  +  i,  e*  /e  j/gra  /w/fe- 
r/ear  «  p  «  el  -  i. 

16.  Lorsqu'un  nombre  rationnel  est  rtfsidu  cubique  d'un  nombre  premier  p 
egal  a  c/  +  I,  il  satisfait  a  la  congruence  x**  =  1  (mod.  p  «=  6/  +  i).  Nous 
dirons  de  méme  quv  une  racine  complexe  de  la  congruence  xp**  =  i 
(mod.  /9«e/  -  1)  est  résidu  cubique  de  p  lorsqu' elle  veritiera  la  congruence 
xtl  =  i  (mod.  p  =s  e/  -  f).  Nous  pouvons  donc  definir  les  résidus  cubiques, 
rationnels  ou  complexes,  du  nombre  premier  p=>d±i>  par  la  proprietà  de 
satisfaire  a  la  congruence 

(2)  x*l  =  i  (mod.p=»  e/*  1. 

Considerons  en  particulier    les  deux    rapports  ==.>  ;=£,  et  pro- 

t-  v/T^    1  +  v/-3        r 

posons-nous  de  déterminer  les  nombres  premiers  dont  ils  sont  résidus  cu- 
biques. D'abord  ces  deux  rapports  sont  égaux  aux  deux  racines  cubiques, 
imaginaires  de  l'unité,  car, 

«  +  V^3         (i  +  ^T)*       -  1  +  V^3 


Si  donc  ps(/n  est  de  la  forme  18  o  ±  l,  od  a  t/«>«cr  et  par  conséquent 
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les  deux  rapports  satisfont  a    l'équation  oc21  =  i  ;  a  fortiori   ils   satisfont  a 
la  congruence  (2);  ils  sont  donc  résidus  cubiques  de  p. 

Si  au  contraire  le  norabre  premier  p=e/±i  est  de  Fune  des  formes  i8a*5,*7, 
les  deux  rapports  considérés  sont  nou-résidus  cubiques  de  p.  Eri  effet,  s'ils  eta- 
ient  résidus  cubiques  de  p,  ils  vérifieraient  la  congruence  (2).  O'ailleurs  ils  véri- 
fieutla  congruence  or3=i  (mod./?).  Ils  devraient  donc  verifier  la  congruence  x*=i 
(mod.  p)  dont  l'exposant  8.  est  le  plus  grand  commun  diviseur  des  deux 
exposants,  2/  et  3.  Or  dans  1'hypothèse  actuelle  /  est  premier  avec  3.  On  a 

donc  8  »  1  et  par  consequent  on  aurait  =  i,       ^-3  =  3,     12  =  0 

2 

(mod.  p),  ce  qui  est  évidemment  im possi ble  quand  le  nombre  p  est  de  la 
forme  6/=fc  i. 

Gomme  —  1  est  résidu  cubique  d'un  nombre  premier  impair  quelconque, 
les  conclusions  obtenues  s'appliquent  aussi  aux  rapports  consid&és,  chan- 
gés  de  signe.  Donc 

Lemhb  IH.  Les  deux  rapports  r=,  7==-»  ainsi  que  ceuoc  qui  s'eri 

1  -  V-3    i  +  V-3 

déduisent  par  un  changement  de  signe,  sont  résidus  cubiques  des  nom- 
bres  premier s    isl  *=  if    et    non-résidus    cubiques  des    nombres    premier s 

is/*  5,=*  7. 

17.  Lorsqu'on  veut  reconnaitre  si  un  nombre  premier  p  est  residu  cu- 
bique, ou  non,  d'  un  nombre  premier  6/  +  1,  sans  rechercher,  dans  le  se- 
cond  cas,  a  quel  classe  il  appartient,  on  peut  se  borner  aux  deux  théorè- 
mes  de  Jacobi,  qui  sont  les  deux  tlréorfemes  IV  et  VI  du  Mémoire  cité  sur 
les  lois  de  réciprocité  (n°  16  et  n°25). 

Soit  o  =  a*  +  zb%  un  nombre  premier,  et  posons 

4  a  =  La  +  27  M1. 

D'aprfes  le  lemme  II,  le  rapport  R  =»  (L  +  3  M  V^-3):  (L  -  3  M  y/^3)  est  raci- 
ne  de  la  congruence  xpvpl  =  1  (mod.  p«6/*=t),  pourvu  que  le  nom- 
bre premier  p  soit  différent  de  or.  Nous  disons  que  ce  rapport  est  résidu 
cubique  ou  non-résidu  cnbique  de  p,  suivant  qu'il  vdrifie,  ou  non,  la  con- 
gruence (2).  Du  reste  ce  rapport  est  équivalent,  suivant  le  module  p,  a 
un  nombre  rationnel  ou  a  un  entier  complexe,  selon  que  le  nombre  p  est 
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de  la  forme  e/+i  ou  de  la  forme  e/-i.  En  re'unissant  les  deux  théorèmes 
IV  et  VI  du  Mémoire  ci  le,  nous  obteoons  le  criterium  suivant: 

Lemme  IV.  Soit  u  =  a1  +  3  b*  un  nombre  premier.  Posons. 

4  ct  -  V  +  27  M*. 

Un  autre  nombre  premier  p,  de  fune  des  deux  formes  el  *  i„  est  résidu 
cubique,  ou  non9  de  u,  suivant  que  le  rapport 

L  4-  3  M  y/^3 
L -  3  M  \j~z 

est  lui-méme  résidu  cubique,  ou  non,  de  p,  c'est-à-dire  suivant  que  ce 
rapport  vériftey  ou  non,  la  congruence 

x21  =  i  (raod.  p  =  6/  ±  1). 

II.     DlVISEUR    DES    FOHMES    F  +  G,    F  +  3  G. 

18.  Les  deux  formes  F  +  G,  F  +  3G  admettent  les  mèmes  diviseurs  pre- 
miers.  Elles  deviennent  lune  et  V autre  divisibles  par  3,  quaud  ou  preud 
/«=3;  elles  ont  des  valeurs  paires,  quand  les  deui  nombres  f  et  g  sont 
impairs.  11  suffit  donc  de  prouver  notre  assertion  pour  les  nombres  pre- 
miers  e/*  i. 

Pour  cela  d&ignons  par  F',  G'  ce  que  deviennent  les  deux  fonctions  F,  G, 
lorsqu'  on  jr  remplace  /,  g  par  f9  g'.  Si  Fon  pose  /=-  3g*,  %^-f)  oa 
trouve  F  =  9  G',  G  »  3  F', 

F  +  3G-»(F'  +  G'). 

Comme  a  tout  syslème  de  valeurs  entiferes  de  fy  g1  correspondent  des  va- 
leurs entiferes  de  /,  g-,  la  fonction  F  +  sG  admet  tous  les  diviseurs  premiers 
de  F'  +  G\  Inversément  la  fonction  F'  +  G'  admet  tous  les  diviseurs  e/*i 
de  F  +  3G.  Car  si  Fon  donne  a  /  et  a  g  des  valeurs  qui  rendent  F  +  3  G 
divisible  par  le  nombre  premier  p  =  6/  ±  i,  on  pourra  résoudre  en  nombres 
entiers  les  deux  congruences 

puisque  le  coefficient  3  de  g1  est  premier  avec  le  module.  On  aura  donc 

0  =F  +  3  G  =  9  (F'  +  G')  (mod.  />), 
et  par  conséquent  F'  +  G'  sera  divisible  par  p. 


(I)  2 
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Les  diviseurs  des  deux  formes  F  +  G,  F  +  jG  étant  les  mémes, .  il  uous 
su  flit  de  déterminer  ceux  de  F  +  G. 

19.  Les  fonctions  F  et  G  sont  déterminées  par  les  formules 

F+Gv/^s-^+ér^)3,         F-G^-y-gV^)3, 

♦ 

d'où  Ton  déduit 

Cette  formule  donne,  relativement  a  un  diviseur  premier  e/±i  de  F  +  G, 
la  congruence 

pourvu  que  p  ne  soit  pas  diviseur  de  /*  +  zg2.  Or  si  Ton  élkve  les  deux 
raembres  de  cette  congruence  a  la  puissance  dont  l'exposant  est  - —  =>  2/, 
on  trouve,  en  ayant  égard  au  lemme  II, 


/1 _  y_  av^* 

( 7=  )  »     =i  (mod.  p  -  e/  =*=  1), 

\i  +  V-3/ 


et  Ton  conclut  de  ce  résultat  que  le  rapport  ==.  est    résidu    cubique 

l  +  V-3 

de  p.  Mais,  d'après  le  lemme  III,  ce  rapport  n'est  résidu  cubique  que  des 
nombres  premiers  18/  =*=  i  ;  le  nombre  p  est  donc  de  la  forme  18/  *  1.  La  fon- 
ction  F  +  G  n'admet  donc  aucun  facteur  premier  de  Fune  des  formes  i8/=t5,*7. 
Inversement  tout  nombre  premier  18/ ^1  est  effectivement  diviseur  de 
F  +  G.  Car  si  l'on  d&igne  par  t  une  rrcine  primitive  de  la  congruence 

*,8/  =  1  (mod.  p*°i*l*  i), 

et  que  Ton  pose  t6'  =  r  (mod.  p)f  r  est  racine    primitive  de  la  congruence 
x3  =  1  (mod.  p)9  de  sorte  que  Ton  a 

1  "  ^  =  r«  (mod.  p), 


1  + 


V^ 


en  désignant  par  a  l'un  des  deux  nombres  1  ou  2.  Il  suffit  donc  de  déter- 
miner  f  et  g  par  la  congruence 

12 
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{*g^E]J  E  l«  (mod.  p), 

f-gv-* 

pour  que  la  con  gru  enee  (2)  soit  satisfaite  ;  puis  en  remontant  de  cette  con- 
gruence  a  l'équation  (1)  on  voit  que  F  +  G  est  divisible  par  p. 

Pour  passer  de  l'équation  (t)  a  la  congruence  (2)  nous  avons  exclu  le  cas 
où  le  niodule  p  serait  diviseur  de  /°  +  3ga.  Nous  allons  de'montrer  que  cette 
circonstance  ne  peut  jaraais  se  présenter,  c'est-k-dire  que  les  deux  formes 
F  +  G  et  /*  +  3ga  n'ont  jamais  de  diviseur  conimun.  Soit  en  effet  p  nn  di- 
viseur de  /■  +  3g* ;  on  aura  p  =  e/  ■*- 1  et  par  conséquent  ^3  E  (3  (mod.  p),  {3 
désignant  une  racine  rati  on  nelle  de  la  congruence  |3*  +  3  =  0  (mod.  p).  En 
rempla^ant  y— 3  par  /3  dans  l'équation  (1),  on  la  eh  a  n  gè  en  la    congruence 

2  (F  +  G)  5  (1  -  (3)  (/  +  gft*  +  (1  +  (3)  [f-  g{3)3  (mod.  />). 

Or  de  la  congruence  /*  +  3  g*  E  (/«*•  g  (3)  (/-  g{3)  e  0  (mod.  yp),  on  conclut  que 
le  nombre  premier  p divise  Tun  des  deux  facteurs  /+g&  /""#£•  Soit/—  g(3 
divisible  par  />;  /+g(3  sera  premier  avec  /?,  car  autrement  /  et  g  ne  se- 
raient  pas  premiers  entre  eux.  Si  donc  p  était  diviseur  de  F  +  G,  on  con- 
clurait  de  la  formule  précédente 

(«  -P)  (/  +  gP)3  =  0,  1-M0  (mod./>), 

ce  qui  est  impossible. 

Les  diviseurs  des  deux  fonctions  proposées  sont  determina  par  le  théorfeme 
suivant  qui  résumé  les  resulta ts  précédents  : 

Théoreme  I.  -  Les  diviseurs  premiers  des  deux  fonctions  F*G,  F*3G 
sont,  esclusive ment  à  tout  autre  nombre ,  2,  3  et  les  nombres  premiers  isl *i. 

Dans  les  applications  de  ce  théorfeme  a  l'équation  j^+^-Az3,  il  faut 
exclure  les  diviseurs  2  et  3,  parce  que  les  valeurs  de  /  et  de  g  doivent 
donner  au  nombre  f*  +  3g*  une  valeur  de  la  forme  6/  +  1,  d'où  il  résulte 
que  l'un  des  deux  nombres  F  ou  G  est  pair  et  l'autre  impair,  et  qu9ils  vé- 
rifient  les  congruences  F  =  ±i,  Geo  (mod.  9). 

III.  Diviseurs  des  fonctions  A  F  +  3  £  G,  AF  +  AG. 

20.  Désignons  par  xs  un  nombre  premier  a/  +  1,  et  par  m  un  exposant 
égal  a  i  ou  a  2.  Les  nombres  h  et  k  qui  figurent  dans  les  fonctions  pro- 
poste s  sont  définis  par  l'équation 

*m  «  ìi  +  3  k\ 
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* 

Les  fonctious  F,  G  sont  d&erminées  par  les  formules 

Nous  d&nontrerons  d'abord  que  les  deux  fonctions  proposées  admettent  les 
raémes  diviseurs.  Pour  cela  nous  désignerons  par  F',  G'  ce  que  deviennent 
F  et  G  quand  on  y  remplace  /  et  g  par  /",  g\  de  sorte  que,  la  substitu- 
tion  ft=*-zg\  g*>-f  donnant  F  =  9  G',  G»aF',  corame  au  n°  18,  on  a 

K?  +  3*G  -  9  (*F  +  AG'). 

On  conclut  de  cette  formule,  comme  nous  l'avons  fait  au  n°  18,  dans  le 
cas  des  fonctions  F  +  G,  F  +  3G,  que  les  diviseurs  premiers  e/*!  sont 
communs  aux  deux  fonctions  proposées.  Quant  aux  diviseurs  2  et  3,  on  voit 
imm&Hatement  qu'ils  sont  aussi  communs  aux  deux  fonctions,  parce  qu'  il 
suffit  de  donner  a  /  et  g  des  valeurs  impaires  pour  que  F  et  G  soient 
deux  nombres  pairs,  et  dVgaler  /a  un  multiple  de  3  pour  que  ces  deux 
fonctions  soient  en  méme  temps  divisibles  par  3.  Les  diviseurs  des  deux  fon- 
ctions proposées  étant  les  mémes,  il  suffit  de  déterminer  ceux  de  la  fon- 
ction  hF  +  zkG.  Cesi  ce  que  nous  allons  faire  en  nons  bornant  aux  di- 
viseurs 6/  *  i . 

21.  On  déduit  des  équations  (1) 

(2)         2  (h  F  +  3*  G)  «  (h  -  k  V^3)  (/+  g  yf^zf  +  (h  +  k  y/^3)  {f-gfa)*. 

Nous  démontrerons  d'abord  que  les  deux  formes  hY  +  zkQ  et  f*  +  3  g*  n'ont 
aucun  diviseur  premier  commun  autre  que  2,  3  et  u.  Soit  en  effet  p  un 
diviseur  premier  commun  a  ces  deux  fonctions,  et  |3  une  racine  de  la  con- 
gruence  {3*  +  3  =  0  (mod.  p).  Le  nombte  p  est  nfoessairement  de  la  forme 
e/  +  i9  et  par  conséquent  (3  est  un  nombre  rationnel.  On  a  par  bypothfese 
f*  +  3g*  ~  (f+gfi)  (/-g|3)  =  o  (mod.  p)y  et  Ton  en  conclut  que  p  divise  Tun 
des  deux  facteurs  f  +  gfr  f-g$*  Nous  cboisirons  le  signe  de  g  de  manière 

que  /-g|3  soit  multiple  de  p.  Or  si  l'on  remplace  V~3  par  {3  dans  l'èqua- 
tion  (2),    on  en  déduit  la  congruence 

2  (AF  +  3*G)  =  (h  -  k$)  {f  +  gj3)3  =  0  (mod.  p). 

D  ailleurs  /  et  g  etani  premiers  entre  eux,  on  ne  peut  pas  supposer  /  «e  g$  E  0 
(mod.  /?),  car  on  conclurait  que  l'on  a/=0  (mod. p)*  et  par  conséquent 
3g  =  0  (mod.  p).  Gomme  f  serait  alors  divisible  par  p%  et  que  g  devrait 
étre  premier  avec  /  et  par  conséquent  avec  p$  on  déduirait  de  la  dernière 
congruence  que  p  «  3,  contrairement  a  l'hypothfese.  On  a  donc 
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A-*/3=of  A'-f^sA'  +  ^SBrso  (mod.  />), 

et  par  constfquent  p^xs.  Du  reste  il  est  évident  que  cr  est  effectivement 
diviseur  commua  des  deux  fonctions  AF  4.  3  k  G  et  /"  +  3  g*,  car  il  suffit 
de  prendre  /  «  A  et  g«i  pour  que  l'on  ait 

f  h-  3ff'  =  A*+  3*%     2  (AF+  3*G)  -  (A*  +  3*')  [  (A  +  *  V^)2^  (A  -*  •^3)1]. 

Soit  /?  un  diviseur  9/±i  de    AF  +  3&G.    En  supposant  p  différent  de  ci, 
on  déduit  de  la  formule  (2) 

8 

car  aucun  des  deux  nombres  /-g  ^3,  h-ktf^z  n'est  équivalent  k  zero 
suivant  le  module  p.  Comme  d'aprfes  le  lemme  II  les  deux  rapports  qui 
figurent  dans  cette  formule  satisfont  k  la  congruence  a?**1  =  1  (mod.  p)9  si 
Fon  pose  p  —  d  *  i  et  qu'on  élève  les  deux  membres  de  la  formule  (3)  a 
la  puissance  2/,  on  en  déduit,  en  vertu  du  lemme  li, 

et  par  consequent  ce  dernier  rapport  (A  +  A:  ^-3):  (A  —  A:  ^-3)  est  residu 
cubique  de  p  (n°  16). 

22.  Considérons  d'abord  le  cas  où  k  est  multiple  de  3.  Si  m  =  1,  et  que 
l'on  compare  entre  elles  les  deux  équations 

cj-A*  ■+-  27  |  —  ),  4u«L2  +  27  M% 


(t)'  '" 


comme  la  dernifere  équation  n'admet  qu'une  seule  solution  en  nombres  en- 
tiers  et  positifs,  on  en  déduit  :  L  «  2A  et  gM  «  2A  ;  de  sorte  que  les  rapports 


sont  égaux.  Nous  avons  démontré  que  le  premier  rapport  est  residu  cu- 
bique de  tout  diviseur  premier  6/  =*=  i  de  la  fonction  AF  +  3AG.  Il  en  est 
donc  de  méme  du  rapport  R  ;  et  nous  en  concluons,  moyennant  le  lemme  IV, 
que  tout  diviseur  premier  6/  =*=  i  de  la  fonction  AF  +  3&G  est  résida  cubi- 
que de  u>  pourvu  qu'il  soit  difierent  de  cr. 

La  méme  conclusion  subsiste  si  m  «  2.  Soit  en  e  fife  t  xs  =  a2  +  3&1,  et  par 
consequent  w*  «  (a*  -  ib*f  +  3  (zab)%.  Gomme  une  puissance  d'uà  nombre  pre- 
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mier  ne  peut  se  décomposer  que  d9une  seule  manière  en  la  somme  d'un 
carré  et  du  triple  d'un  autre  carré,  en  comparant  la  décomposition  obtenue 
de  ct*  avec  la  valeur  supposte  h2  +  3/r\  on  conclut  que  l'on  a 

±  h  =  a2  -  3ft%     *  k  «  %ab  ; 


et  par  conséquent 

h 


n  +  ktf^z       /a+btf-zV 
-  k  V^i       \a  -  b  \/^ì)  ' 


pouryu  que  l'ori  choisisse  convenablement  le  signe  de  b.  Le  rapport  (a  +  b  y-  3): 

(a  -  b  \J-  3)  est  donc  résidu  cubique  de  p.  D'ailleurs,  k  étant  multiple  de  3, 
on  conclut  de  la  formule  *  k  »  2  ab  que  b  est  aussi  multipl  de  3,  on  a 
donc  L  «  2# ,  sM  «  26,  de  sorte  que  le  rapport  R  est  résidu  cubique  de  p. 
-On  conclut  de  la,  moyennant  le  lemme  IV*  que  le  nombre  p  est  résidu 
cubique  de  o.  Donc 

Si  h2  +  27  la  art  wn  nombre  premier  u  ow  $ora  carré  ua,  tow^  /e$  AW- 
$ewr.f  de  la  formule  hF  +  3kG,  autres  que  2,  3  et  ex,  Jora£  résidus  cubi- 
ques  de  or. 

23.  Inversement,  si  h*  +  27  /*  est  un  nombre  premier  u  ou  son  carré  oa, 
tout  nombre  premier  p  =  6/*i,  résidu  cubique  de  tj,  est  diyiseur  de  la 
fonction  hF  +  9/G.  En  effet,  on  conclut  alors  moyennant  la  loi  de  recipro- 
che énoncée  dans  le  lemme  IV,  que  le  rapport  R  est  résidu  cubique 
de  p.  Il  en  est  donc  de  méme  des  rapports  (a  +  fcy-3,:  (a -b  y-3)  e* 
{h  +  k  ^3):  (h  -  k  ^3),  a  cause  des  relations  établies  entre  ces  rapports  et 
Rj  dans  le  n°  précédent.  Si  donc  nous  désignons  par  t  une  racine  primi- 
tive de  la  congruence  x61  =  i  (mod.  p  «  e/  =*=  i),  on   a 

h  -f  k  ^3        -     .      ,       . 
^=  =  t3*  (mod.  p), 

a  désignant  un  nombre  entier.  Il  suffit  donc  de  déterminer  f  eì  g  par   la 
congruence 

f  +  gfasrif-gfc).  (mod.  p) 

pour  que  la  congruence  (3)  soit  vérifiée.  Puis  en  remontant  de  la  congruence 
(3)  a  l'équation  (2)  mise  sous  la  forme 
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nous  concluons  que  la  fonction  hF  +  o/G  est  divisible  par  p. 

Les  mémes  conci usions  s'appliquent  ausai  a  la  fonction  kF  +  AG  ou  3/F  +  AG, 
puisque  nous  avons  démontré  que  les  deux  fonctions  proposées  ont  les  mémes 
diviseurs.  Donc 

Tbéoréme  II.  -  Si  h*  +  ni*  est  un  nombre  premier  xs  ou  son  carré n*, 
les  deux  formes  cubiques 

hF  +  9/Gf     3/F  +  AG 

admettent  comme  facteurs  premier s,  exclusivement  à  tout  autre  nombre , 
2,  3,  cr  et  les  nombres  premiersf  résidus  cubiques  de  u. 

La  forme  a/F  +  hG  renfenne  le  facteur  3,  que  l'on  met  en  évidence  en 
reropla^ant  F  et  G  par  X  et  sY,  X  et  Y  d&ignant  les  deux  formes  cubiques 

La  forme  cubiqne  IX  +  hX  n'admet  le  facteur  3  que  dans  le  cas  où  /  est 
multiple  de  3;  car  si  h  et  /  sont  premiers  avec  3,  comme  1*  une  des  deux 
fonctions  X  ou  Y  est  divisible  par  3,  et  l'autre,  première  avec  3,  la  somme 
IX  +  hY  est  ndcessairement  première  avec  3. 

Dans  les  application  a  Féquation  x*  +  y*  «  Az3,  on  a  toujours  X  =  ±  i 
(mod.  9)  et  Y  E  o  (mod.  3). 

24.  Supposons  que  dans  la  formule  A*  +  3&a  =  um,  le  nombre  k  soit  pre- 
mier avec  3.  Posons  n  =  a2  +  zb*  et  par  conséquent 

4cj  «  (a  q=  3&)a  +  3  (a  *  b)*. 

Nous  pouvons  choisir  le  signe  de  b  de  manière  que  a  +  b  soit  divisible 
par  3.  Dans  cette  hypothèse  on  a 


4GJ 


=  (a  -  ib)%  +  27  f^Y-  La  +  **  m\ 


On  conclut  de  la  que  le  rapport  R,  auquel    s' applique  le  lemme  IV,     est 
égal  a 

/v  i>      «  -  a&  ■••  /-  3  (a  +  6)       a  +  J  /^a      t  +  /-  3 

(5)  K  =   —  —  ta  ———==.  •  ==.• 

a-tó  -  V-3  (a  +  6)       0-6  v-3      t-v-3 
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Or  nous  avons  démontré  (n°  21)  que,  si  p  est  un  diviseur  premier  quelcon- 
que  de  kF  +  zkG,  autre  que  2,  3  et  a,  le  rapport  P  «  (h  +  k  ^-3):  (h  -  k  tf^T) 
est  residu  cubique  de  p.  Gomme  ce   rapport  est  egal  k 


a  +  b  ^3         %    /a  +  b  t^-3V 

ou 


a  Va  -  è  V^/ 


a  -  b  /^3 
suivant  que  ira  est  égal  a  t  où  k  2  (n.°  22),  nous  concluons  que  le  rapport 

7=  est  residu  cubique  de  ^.  De  la,  a  cause  de  la  formule  (5),    on 

a  -  b  v-3 

conclut  que  le  rapport    R  est  residu  cubique,  ou  non,  de  p9    suivant  que 

1  +  V^3 


est  lui-méme  residu  cubique,  ou  non,  de  p.  Mais  nous  savons  par 


i  +  V—  3 
le  lemme  III  que  le   rapport  =.    est  rdsidu  cubique  de  tout    n ombre 

1  ""  V-3 
premier  \sl  *  1,  et  non-résidu  cubique  des  nombres  premiers  i&l  *  5,  *  7. 
Il  en  est  donc  de  méme  du  rapport  R,  de  sorte  que,  moyennant  la  loi 
de  reciprocità  énoncée  dans  le  lemme  IV.  nous  concluons  que  le  diviseur  p 
est  residu  cubique,  ou  non,  de  o,  suivant  qu'il  est  de  la  forme  i8/*i,ou 
de  lune  des  formes  18/  *  5,  ±  7. 

Tout  nombre  premier  \sl  =fc  1,  qui  est  en  méme  temps  residu  cubique  de 
17,  est  effectivement  diviseur  de  la  forme  cubique  h¥  +  3&G  ;  car  d'un 
coté  on  conclut,  moyennant  le  lemme  IV,  que  le  rapport  R  est  residu  cu* 
bique  de  ce  nombre,    que  nous    désignerons    par  p\  de  l'autre    comme  le 

facteur    •==  est  aussi  residu  cubique  de  p  (lemme  III),  on  déduit  de 

i  -  v-3 

la  formule  (5)  que  le  rapport  (a  +  b  ^-3):  (a  -  6  ^3)  est  aussi  residu  cu- 
bique de  p.  Il  en  est  donc  de  méme  du  rapport  (h  +  k  y—z):  (h  —  k  V~3). 
Ce  point  une  fois  acquis,  on  démontré,  comme  dans  la  cas  précédent  (n°  23), 
que  Ton  peut  déterminer  des  valeurs  entières  de  /  et  de  g,  propres  k  véri- 
fier  la  congruence  (3),  et  qu'ainsi  p  est  diviseur  de  KF  +  zkG* 

Quant  aux  nombres  premiers  18/  ±  5,  =*»  7,  il  ne  su  flit  pas  qu'ils  soient  non- 
résidus  cubiques  de  cr  pour  qu'ils  soient  diviseurs  de  hF  +  2kG.  Car  de 
cette  hypothfese  on  conclut    simplement,    moyennant  le  lemme   IV,    que  le 

■        1  +  ^—3 
rapport  R  est  non-résidu  cubique  de  ces  nombres.  Comme  le  facteur  7= 

1-V-* 
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est  aussi  non-résidu  cubique,  on  conclut  de  la  formule  (5)  que  l'autre  fa- 

cteur,    savoir ==.  est  ou  bien    résidu  cubique  du  nombre    premier 

a-by-z 

I  —  d—  3 

considera   p,   ou  bien    non-résidu   cubique  de   méme   classe    que  7— • 

Dans  le  premier  cas  p  est  diviseue  de  la  forme  hF  +  kQ;  dans  le  second 
cas,  il  est  non-diviseur.  La  distinction  des  deux  cas  exige  une  discussion 
plus  approfondie  et  des  principes  dififoents  de  ceux  que  nous  avons  rap- 
petós  au  commencement  de  cette  section.  C'est  pourquoi  laissant  de  coté 
ce  su  jet  difficile,  nous  réunirons  dans  le  théorfeme  suivant  les  resultate  obtenus 

Théoréme  III.  -  Si  ha  •*-  3ka  est  un  nombre  premier  o  ou  son  carré'  oa, 
et  que  k  soit  premier  avec  3,  les  deux  formes  cubiques 

h¥  +  3*G,  AF  +  AG 

admettent  comme  diviseurs  premier s^  exclusivemént  à  tout  autre  nombre^ 
2,  3,  ci,  les  nombres  premier s  isl*  i,  résidus  cubiques  de  cr,  et  quelques 
nombres  premiers  isl  =fc  5,  =fc  7  non-résidus  cubiques  de  xs. 

IV.  Diviseurs  premiers  des  deux  formes  cubiques 
(h  +  ik)  F  +  3  (fc-  *)  G,  (A-A)F  +  (A  +  3*)  G. 

25.  La  substitution  /«  -  3^,  g  -  -/  transforme  F  en  oG'  et  G  en  3P, 
de  sorte  que  Fon  a,  entre  les  deux  formes  propos&s,  la  relation 

(A  +  3*)F+3  (h-k)  G«  0  [(h  -  *)F*  +  (h  +  3*)  G'  ], 

dvoù    Ton  conclut,    comme  nous  1*  avons  fait  dans  le  cas  de  deux  formes 
F  +  G,  F  +  3G,  que  les  deux  fonctions  proposées  ont  les  mémes  diviseurs. 
Il  suffit  donc  de  considérer  la  première,  que  nous  d&ignerons  par  H. 
Des  formules  (1)  du  n°  20  on  déduit 

2H  -  2  [  (h  +  3*)  F  +3  (h  - k)  G]  ~  [h  +  3*  -  fa  {h  -*)  ]  (f  +  g)j~z)* 

+  [A  +  sft  +  ^i  (A  -*)]  if-gyfTz)\ 

Si  Ton  prend  /=A  et  gr  =  -A,  la  fonction  2H  est  divisi  Me  par  Aa  +  3A:*  =  om. 
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Les  deux  fonctions  H  et  /a+  3g2  soni  donc  en  méme  teraps  divisibles  par  gj  ; 
mais  elles  n'ont  aucun  diviseur  premier  g/  =*=  i  commun  pour  les  mémes  va- 
leurs  de  /  et  de  g,  exceplé  le  nombre  u.  Soit  en  effet  p  un  diviseur  pre- 
mier commun  aux  deux  fonctions  H  et  f2  +  3g*,  autre  que  2  et  3.  Le  nom- 
bre p  est  de  la  forme  e/  +  i,  et  ^3  est  equivalent  a  un  nombre  rationnel  {3 

suivant  le  module  p.  On  a  donc 

* 

f  +  3ga  E  {f  +  g(3)  (/-  g(3)  (mod.  />); 

et  puisque  /?  est  diviseur  du  premier  membre,  il  divise  l'un  des  deux  fa- 
cteurs  f  +  gfi  ou  /-g$.  Snpposons  le  signe  de  g  clioisi  de  manière  que 
f—gfi  soit  divisible  par  p,  et  remplagons  ^-3  par  (3  dans  l'équation  (2); 
nous  en  d^duisons  la  congruence 

2H  =  (h  +  k&)  (1  -  P)  (/+  g(3)3  (mod.  />). 

Si  lfon  suppose  p  diviseur  de  H,  il  doit  diviser  l'un  des  facteurs  du  se- 
cond  membre.  Or  il  uè  divise  pas  /  +  g/3;  car,  si  cela  était,  on  aùrait  2/=  0, 
2gP  =  o  (mod.  p)9  ce  qui  est  impossible,  puisque  p  n'est  égal  ni  a  2  ni  k  3, 
et  que  les  deux  nombres  /  et  g  sont  premiers  entre  eux.  Il  ne  divise  pas 
non  plus  |3  -  i,  car  autrement  on  aurait  |3*=-3=i  (mod.  p).  Il  divise 
donc  le  premier  facteur  h  +  kfi;  et  par  conséquent  le  produit 

(h  +  *j3)  (h  -  kfi)  =  A2  +  3*a=  xsm  =  0  (mod.  p). 

Le  nombre  p  est  donc  egal  a  o.  Donc  le  seul  nombre  premier  impair, 
autre  que  3,  qui  puisse  étre  diviseur  commun  des  deux  fonctions  f2  +  zg2  et 
H,  est  le  nombre  u. 

26.  De'signons  par  p  un  diviseur  premier  impair  de  H,  différent  de  3  et  de  u. 
Le  nombre  f1  +  3g*  ne  sera  pas  divisible  par  p9  et  par  conséquent  le  facteur 
complexe  /  —  gfi  ne  sera  pas  equivalent  a  0,  suivant  le  module  p.  L'équa- 
tion (2)  peut  donc  s'e'crire  de  la  manière  suivante 

V~ffV-3/    h+ky-z  t-v-3 
et  l'on  en  déduit  la  congruence 

\f-g)/Zì)  ~    h+k ij~z  i-V^i"     {h+3k)-\/^i(h-k)[m°  'P 

13 
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Cornine  d'après  le  lemme  III  le    facteur  7=  est  resi du  cubique  de  tout 

i  -  V  -  3 

nombre  premier  18/±1  et  non  résidu  cubique  des  nombres  premiers  18/  ±  5,  *7, 

nous  concluons  de  la  formule  (3)  que  -p=L  est  résidu  cubique,  ou  non, 

h  +  k  V  -  3 

de  p,  suivant  que  ce  nombre  est  de  la  forme  18/  ±  t  ou  de  Fune  des  for- 
mes  18/  =t  5,  ±  7. 

Or  si  lon  pose  o  «  a2  +  36*  le  rapport  (h  -  k  ^3):  (h  +  k  ^-3)  est  égal 
au  rapport  (a  -b  ^-3):  (a  +  6  ^-3)  ou  a  son  carré'  (n°22).  La  conclusion 
précédente  subsiste  donc  pour  le  rapport  (a  -b  v-3)«   (a  +  b  v  —  3).  Donc 

Si  V on  pose  u  »  a*  +  36 2,  e£  «  /o»  d esìgue  par  p  un    diviseur  el  ±  i 
e/e  H,  «w£re  grwe  u,  /e  rapport 

p  «  ^jlL^z? 

a  -b  V^3 

est  résidu  cubique  de  p,  ji  ce  nombre  est  de  la  forme  181*1,  et  non- 
résidu  cubique  dans  le  cas  contraire. 

27.  Supposons  k9  et  conséquemment  b ,  divisi  ble  par  3,  et  posons  k  =  3/. 
Le  rapport  R  =  (L+  3M  /-  3):  (L  -  3M  1/^3)  est  égal  a  P,  et  par  consé- 
quent  il  est  résidu  cubique,  ou  non,  de  p,  suivant  que  p  est  de  la  forme  18/  ±  1, 
ou  de  Fune  des  formes  is/  =*=  5,  =*=  7.  Donc  réciproquement  [lemme  IV)  tout 
nombre  p9  diviseur  premier  de  H,  est  résidu  cubique  de  o  dans  le  pre- 
mier cas,  et  non -résidu  cubique  dans  le  second. 

Inversement  tout  nombre  premier  isl  ±  t  est  diviseur  de  H  s'il  est  résidu 
cubique  de  u=  a9  +  27  b2.  Car  on  déduit  du  lemme  IV  que  le  rapport  R 
est  résidu  cubique  de  p.   Il  en  est  donc  de  mcme  du   rapport  égal  P  et  de 

h  —  k  ^—  3  1  +  ^-"3 

7=-  (n?  25).  Comme  1=  est  aussi  résidu  cubique  de p  (lemme  III), 

h  +  k  v-3  i-v-3 

le  second  membre  de  la  congruence  (3)  est  résidu  cubique  de  p,  et  Fon 
en  conclut,  comme  nous  V  avons  fait  au  n°  19,  que  Y  on  peut  vérifier  cette 
congruence  par  des  valeurs  entières  de  /  et  de  g;  puis,  en  reraontant  a  la 
formule  (2'),  que  H  est  divisible  par  p. 

Mais  si  l'on  considère  un  nombre  premier  48/^5,  =fc  7,  il  est  bien  néces- 
saire que  ce  nombre  soit  non— résidu  cubique  de  a,  pour  qu'il  soit  diviseur 
de  H;    mais  cette    condition  n'est   pas   suffisante.   On  conclut   en   effet  de 
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cette  bypotbfcse,  moyennant  le  lemme  IV,  que  les  rapports  R,  P  et  (h  -  k  ^3): 

1 m  #  *     h  —  le  \/—  3 

(h  +  k  y—z)  sont  non-résidus  cubiques  de  p.  Mais  si   j=.  est  non~ré- 

h  -1-  k  v  -  3 

i  +  ^—  3 

sidu  cubique  de  méme  classe   que  =.»  le  secood  membre  de    la    con- 

i  -  V  -  3 

gruence  (3)  est  non-re'sidu  cubique    de  p,  de  sorte  que,    cette    cougruence 

etant  impossible,  le  nombre  p  est    non-diviseur  de  H.  Si  au    contraire  les 

h  —  k  V  — -  3        i  ■+•  v  —  3 

deux  rapports  - ; — ■==.  et  j=  sont  non-résidus  cubiques  de    classes 

h  +  k  yCs        i  -  ^_3 

diffe'rentes,  le  second  membre  de  la  congruence  (3)  est  résidu  cnbique  de  p; 
cette  congruence  est  possible,  et  Ton  en  conclut  que  p  est  diviseur  de  H. 

r             \      j                                       h-k^ì    h  +  kìj-z  % 

tiomme  les  deux  rapports  inverses 7=.,  7=-  appartiennent    a 

Fl  h  +  ky/-z    h-k  V^-3     ^ 

deux  classes  diffe'rentes  de  non-re'sidus  cubiques,  l'un  deux  est  ne'cessaire- 

ment  de  méme  classe   que    r=>  et    l'autre,  de    classe    differente.    Si 

1  -  V-3 

donc  nous  considérons  les  deux  fonctions 

(h  +.  a*)  F  +  3  (h  -  *)  G,  (h  -  3*)  F  +  3  (h  +  *)  G, 

dont  l'ime  se  de'duit  de  l'autre  en  ebangeant  k  en  -  k9  tout  nombre  pre- 
mier is/  *  5,  *  7,  non-résidu  cubique  de  cj,  est  diviseur  de  Y  une  de  ces 
fonctions  et  non-diviseur  de  l'autre.   Donc 

•     Théorème  IV.  -  Si  le  nombre  hf  +  27  /*  est    un  nombre    premier  tz  ou 

son  carré  tj*,  les  deux  fonctions 

* 

(&+  9/)F  +  3(fc-3/)G,       (A-3/)F  +  (A+9/)G 

admettent  comme  diviseur s  premier s,  exclusivement  à  tout  autre  nombre , 
2,  3,  o,  les  nombres  premiers  isl  ±  1  residus  cubiques  de  cr,  e£  quelques 
uns  des  nombres  premiers  isl  t*  5,  *  7,  non-re'sid(is  cubiques  de  u. 

28.   Considerons    le  cas  où    les    nombres  k  et  b  sont    premiers   avec  3. 
Nou  supposons  que  l'on  a 

a2  +  36*  =  u,        &8  +  3&f  —  trm,  m  «  i  ou  2, 
et  que  la  relation  entre  les  nombres  a,  &,  h  et  k  est  definie  par  la  formule 
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(4)  h  +  k  V^7=  {a  +  b  V^)w. 

On  déduit  de  la  formule  (5)  du  n°  24  que  l'on  a 

a-3&W-3  (a -f  è)       a+btf-z     nV- *     .  , 

R 7=r^ =    -7=     — ^^=-,  si  a  +  6  =  0  (mod  3), 

a  -  36 -v  -3 (a -f  6)       a-6v-3     i-v-3 

(5)     (  _ 

a  +  3Ì4.v/^3(a-6)       a-b^ì     i  +  V^-3  ,  ,      ,     , 

R  « -— ^ -  = ^=-     ^=-,  si  a  -  6  =  0  (mod.  3), 

a  +  36  -  V-  3  (a  -b)      a+  by-z     i  -  y-  3 

On  conclut  des  relations    (4)    et  (5)  que    la    congruence  (3)  peut  se  raettre 
sous  la  forme 

ou  sous  la  forme 
(7)    //+g^V  =  _ /i^^p1  R_„  {mod   p)t  à  a  +  bBO  (mod.  3). 


'•'>  (fcr^)3  - R  <-•  * 


i°  Soit  A  -  A:  =  0  (mod.  3).  Si  m  =  i,  on  a  h  -  A:  =  a  -  fc  =  0  (mod.  3),  de 
sorle  que  l'on  doit  prendre  la  formule  (e)  e  11  y  faisant  m  =  1,  ce  qui  donne 

et  l'on  en  conclut  que  R  est  résidu  cubiquede^;  puis,  par  le  lemme  IV, 
que  p  est  résidu  cubique  de  u.  On  arrive  a  une  conclusion  toute  sem- 
b  labi e  quand  m  «  2.   Dans  ce  cas,  en  vertu  de  la  formule  (4),  on  a 

h  =  a  -  3&%  A:  «  2  ai,    h  -  A:  =  a  (a  +  6)  -  36  [a  +  6). 

Comme  /*  -  £  est  multiple  de  3  et  qne  a  est  premier  avec  3,  on  déduit 
de  la  que  a  +  b  est  divisible  par  3.  On  doit  donc  employer  la  formule  (7), 
en  y  faisant  m  =  2,  ce  qui  donne 


(0  (£*i^  -  R""  (mod. ,). 


Le  rapport  R  est    donc  encore  résidu    eubique  de  />,    et    par   conséquent 
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(lemme  IV)  p  est  residu  cubique  de  or.  Donc,  lorsque  h  -  k  est  divisible 
par  3,  tous  les  diviseurs  premiers  e/  ±  i  de  H  sont  résidus  cubiques  de  o. 
Inversement,  si  un  nombre  premier  p  =  e/  =*=  l  est  residu  cubique  de  a, 
et  que  dans  la  fonction  H  la  diflférence  h  -  k  soit  multiple  de  3,  le  nom- 
bre p  est  diviseur  de  H.  En  effet,  en  vertu  du  lemme  IV»  le  rapport  R  est 
residu  cubique  de  p,  et  corame  dans  ce  cas  la  congruence  (3)  se  rame  ne 
à  Tune  des  congruences  (6')  ou  (7'),  suivant  que  m  =  i  ou  2,  cette  con- 
gruence peut  étre  verifie'e  par  des  valeurs  rationnelles  et  entières  de  /  et 
de  g,  et  Ton  conclut  de  la,  comme  au  n°  27,  que  la  fonction  M  est  di- 
visible par  p.  Donc 

Tbéorème  V.  —  Si  le  nombre  li2  +  3k2  est  un  nombre  premier  u  ou  son 
carré  a*,  si  de  plus  la  différence  h  -  k  est  multiple  de  3»  les  diviseurs 
premiers  des  fonctions 

* 

(h  +  3*)  F  +  3  (h  -  %)  G,     (h  -  *)  F  +  (h  +  3*)  G 

.fora*,  exclusivement  à  tout  autre  nombre^  2,  3,  tr  e*  /e$  nombres  premiers 
el  *  1  résidus  cubiques  de  u . 

29.  Supposons  h  +  k  divisible  par  3.  Si  le  diviseur  de  H,  designa  par  p,  est  de 

la  forme  18/  =*=  i,  les  deux  rapports  =_  et  —=  sont  résidus  cubi- 

1  -  [/-  3        i  +  j/-  3 

ques  de  p\  par  conséquent,  quelle  que  soit  celle  des  formules  (6)  ou  (7) 
a  laquelle  se  ramène  la  congruence  (3),  on  en  de'duit  que  le  rapport  R  est 
residu  cubique  de  pt  puis,  moyennant  le  lemme  IV,  que  p  est  residu  cu- 
bique de  ci. 

Inversement  tout  nombre  premier  18/  *  1  est  diviseur  de  la  fonction  H, 
lorsqu' il  est  residu  cubique  de  v.  D'abord,  au  moyen  du  lemme  IV,  on 
voit  que  le  rapport  R  est  residu  cubique  de  p.  Gomme  les  deux  rapports 

=  et    — -  le  sont  aussi,  les    seconds  membres    des    formules  (6) 

1  +  /-3        1  -  /-3 

et  (7)  sont  résidus  cubiques  de  p.  Ces  congruences,  et  par   consdquent    la 

congruence  (3)  qui  se  ramène  a  l'une    d'elles,  sont  resolubles  en  nombres 

rationnels  et  entiers  /,  g;  de  sorte  qu'en  remontant  de  la  congruence  (3)  a 

la  formule  (2')  on  voit  que  p  est  diviseur  de  H. 

Soit  /?=i8/*5,  ±7  un  diviseur  premier  de  H.  Si  m  =  i  on  a  A  +  À:»a  +  6  =  G 

(mod.  3).  Dans  ce  cas  la  congruence  (3)  se  ramène  a  la  congruence  (7) 


4  02  — 
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et  puisque =_  est  non-re'sidu  cubique  de  p  (lemme  III),  on  en  de'duit 

i  -  l/-3 

d'abord  que  R  est  aussi  non-residu  cubique  de  ^>;   puis,  par  la  loi  de  re'* 

ciprocité  exprimde  par  le  lemme  IV,  que  p  est  non-residu  cubique  de  cr. 

Cetleconclusionsubsiste,  lorsque  m=2;  cardans  ce  cas  A+£=a(a-&)+3&(a  —  b); 

donc  a  -b  est  multiple  de  3,  de  sorte  que  l'on  doit    prendre  la  formule  (6) 

en  y  faisant  m  «  2,  ce  qui  donne 

(ÙJUp)'  .  .  LU£  E.  (m„a.  „. 

v-ér  V-*f  i  +  l/-3 

Le  rapport  R  est  donc  non-residu  cubique  de  /?,  et  réciproquement  (lemme  IV) 
p  est  non-residu  cubique  de  or. 

La  conclusion  obtenue  ne  peut  par  se  renverser  comme  daus  le  cas  des 
nombres  premiers  18/  *  ij  car  si  l'on  suppose  p  non  re'sidu  cubique  de  tr, 
on  cn  conclut  bien,  par  le  lemme  IV,  que  le  rapport  R  est  non-re'sidu  cu- 
bique de  p;  mais  il  ne  rcsulte  par  de  la  que  celle  des  congruences  (6)  ou 
(7)  a  laquelle  se  ramene  la  congruence  (3),  suivant  la  valeur  de  m9  soil 
possible.  En  remontant  a  la  formule  (3)  on  voit  que  cette  congruence  est 
possi ble,  si  les  deux  rapports 

h  +  k  1/-3        1  +  l/-3 
v         et  

sont  non-re'sidus  cubiques  de  méme  classe  ;  qu'elle  est  au  contraire  impossible 
si  ces  deux  rapports  appartiennent  respectivcment  aux  deux  classes  de  non 
résidus  cubiques,  relativement  au  module  p.  Dans  le  premier  cas  p  est  di- 
viseur  de  H;  il  est  non-diviseur  dans  le  second  cas.  Donc 

Théorèhe  VI.  —  Si  ba  +  ak*  est  egal  à  un  nombre  premier  xs  ou  à  son 
carré  cra,  et  si  la  différence  li  -  k  n%est  pas  multiple  de  3,  les  diviseurs 
des  formes  cubiques. 

(h  +  3k)  F  +  3  (h  -  k)  G,     (h  -  k)  F  +  (h  +  3k)  G 

sont,  exclusivement  à  tout  autre  nombre,  2,  3,  xs,  les  nombres  premiers 
i8l  =*»  1  résidus  cubiques  de  a,  et  quelques  uns  des  nombres  premiers  isl  =*=  5,*  7, 
non-re'sidus  cubiques  de  a. 
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30.  Dans  la  formule  VII  du  n°  13  figure  la  forme  (h  +  k)  F  +  (h  -  3k)  G 
qui  ne  diffère  que  par  le  changement  de  k  cn  -  k9  de  l'irne  des  deux  for- 
ni es  dont  nous  avons  détcrminé  les  diviseurs.  Il  suffit  de  faire  le  méme 
changeraent  de  k  en  -  k  dans  les  théorèmes  IV,  V  et  VI  pour  obtenir 
ce  qui  concerne  les  diviseurs  de  cette  forme.  Nous  trouvons  ainsi  le  théo- 
rème  suivant  : 

Théorème  VII.  —  Si  h'  +  3k*  est  un  nombre  premier  u  ou  son  carré  o*, 
les  diviseurs  premier s9  autres  que  2,  3  et  ct,  de  la  forme 

(h  +  k)F  +  (h  -  zk)  G 

sont,  exclusivement  à  tout  autre  :  i°  si  h  +  k  est  multiple  de  3,  tous  les 
nombres  premiers  6l  =*=  i  résidus  cubi  que  s  de  o;  2°  si  li  +  k  est  premier 
avec  «,  tous  les  nombres  premiers  tsl  =*=  i  résidus  cubiques  de  xs9  et  quel- 
ques  uns  des  nombres  premiers    idi  ±  5,  =*=  7  non-résidus  cubiques   de  tr. 

Dans  Ics  formules  précédentes  Ics  signes  de  A  et  de  k  sont  complètement 
arbitraires.  Mais  comme  Ics  fonctions  F  et  G  diari gent  de  signe  sans  chan- 
ger  de  valeur,  par  le  seul  cliangement  de  signe  de  /  et  de  g,  on  peut  se 
borner  a  considerer  une  seule  des  deux  valeurs  de  h.  On  peut  aussi  se  bor- 
ner  a  considerer  une  seule  des  deux  valeurs  de  k  dans  les  deux  formes 
AF-H3&G,  &F  +  /zG;  mais  dans  les  fonctions  dont  nous  venons  de  nous 
occuper,  on  doit  considerer  les  valeurs  opposées  de  k9  d'où  il  resuite  des 
valeurs  numériques  difierentes  des  coefficients  de  F  et  de  G.  Dans  les  ap- 
plications  suivantes  nous  profiterons  de  ce  que  les  signes  de  F  et  de  G  sont 
arbitraires,  pour  leur  donner  toujours  des  coefficients  positifs. 

V.   Quelques  applications  des  théorèmes  précédents 

31.  Prenons  0=7.  Les  repiésentations  de  7  et  de  son  carré  par  la  forme 
(i,  0,  3)  sont  7  =  2a  •*■  3  .  i*,  7*  =  ia  +  3  .  4a.  Il  y  a  donc  deux  systèmes  de  va- 
leurs de  h  et  de  A:,  savoir  h  «2,  £  =  ±i,  et  A«i,  £«==*=  4.  En  substituant 
ces  valeurs  dans  les  formules  h¥  +  3&G,  k¥  +  AG,  on  obtient  les  quatre 
formes  2F  +  3G,  F  +  12G,  F  +  2G,  4F  +  G,  dont  les  diviseurs  sont  déterminés 
par  le  théorème  II.  Les  deux  formes  auxqnelles  se  rapportent  les  théorèmes 
V  et  VI  donnent  de  méme  les  fonctions  suivantes:  F  +  9G,  13F  +  9G,  3F  +  G, 
3F  ■+■  13G;  5F  +  3G,  F  +  5G,  5F  +  33G,  11F  +  5G.  Dans  les  quatre  premìères 
le  signe  de  A:  a  été  clioisi  de  manière  a  rendre  h  -k  divisible  par  3.  Les 
diviseurs  de  ces  quatre  fonctions  sont  donc  déterminés  par  le  théorème  V. 
Dans  les  quatre  dernièrcs  fonctions,  h  -  k  est  premier  avec  3.  Leurs  diviseurs 
sont  déterminés  par  le  théorème  VI.  On  a  donc  les  deux  théorèmes  suivants  * 
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I.  Les  diviseurs  premier s  des  formes  cubiques 

F  +  o  G,  I3F  +  9G,  9F  +  G,  3F  +  iaG 

sont9    exclusivement  à  tout    autre  nombre,  2.  3,  7  et  les    nombres  pre- 
mier s  résidus  cubiques  de  7. 

II.  Les  diviseurs  premi ers  des  formes  cubiques 

2F  4-  3  G,  F  +  12G,  F  +  2G,  4F  +  G, 
5F  +  3G,  F  +  5G,    sF  +  33G,  iiF  +  5G, 

sont  exclusivement  2,  3,  7,  les  nombres  premiers  isl  ±  i  résidus  cubiques  de 
7  et  quelques  uns  des  nombres  premiers  I8l*5,"*7  non— résidus  cubiques  de  7. 

D  après  les  explications  don n des  dans  la  demonstration  des  théorèmes  III 
et  IV,  si  Ton  prend  collectivement  les  formes  auxquelles  se  rapporte  la 
deuxième  conclusion,  elles  admettent  comme  diviseurs  tous  les  nombres 
premiers  18/  ±  5,  *  7  non-résidus  cubiques  de  7.  Mais  chàcun  de  ces  nom- 
bres premiers  est  diviseur  d' une  partie  de  ces  formes,  et  non-diviseur 
des  autres. 

32.  Soit  o  =  13.  Puisque  Fon  a  13  =  i*  +  3  .  2*.  (l3)f  =  (il)8  +  3  .  4*,  les  deux 
systèmes  de  valeurs  de  h  et  de  k  que  1'  on  doit  conside'rer  dans  les  for- 
mules  précédentes,  sont  A«i,  Ar=±2,  et  A  =  il,  À=±4.  Les  formules 
^F  +  3*G,  k¥  +  hd  donnent  les  quatre  fonctions  F  -*-  eG,  2F  +  G,  11F  +  12G, 
4F  +  11G.  Les  formules  (h  +  zk)  F  +  3  (h  -  k)  G,  (h  -  k)  F  +  {h  +  3*)  G  donnent 
quatre  fonctions  qui  correspondent  a  des  valeurs  de  h  -  k  multiples  de  3, 
savoir  5F  +  9G,  3F  +  5G,  F  +  45G,  15F  +  G,  et  quatre  autres  qui  correspondent  a  des 
valeurs  de  h  —  k  premières  avec  3.  En  appliquant  a  ces  diverses  formes  les 
llie'orèmes  III,  V  et  VI,  respeclivement,  nous  obienons  les  deux  the'orfcmes  suivants: 

I.  Les  diviseurs  premiers  des  formes  cubiques 

5F  +  9G,  3F+5G,  F+45G,   15F  +  G 

sont  exclusivement  2,  3,  13  et  les  nombres  premiers  résidus    cubiques  de 
13,  cest-à-dire  les  nombres  premiers  renfermés  dans  les  formes  linéaires 

26l  +  1,  5,  21,  25. 

II.  Les  diviseurs  premiers  des  formes  cubicjues 

F  +  6  G,  2F  +  G,  uF  +  isG,  4F+11G, 
F  +  21  G,  7F  +  G,    tF  +  69G,  23F  +  7G, 
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sont,  exclusivement  à  tout  autre  nombre,  2,  3,  13,  les  nombres  premier s 
ìsl  *  i  résidus  cubiques  de  13,  et  une  partie  des  nombres  premiers  18Ì*5,  *7 
non-ré sidus  cubiques  de  13. 

On  doit  faire  sur  cette  dernière  conclusi on  une  remarque  analogue  a 
celle  qui  termine  le  n°  précédenti,  tout  nombre  premier,  non-résidu  cu- 
bique  de  13,  et  de  l'une  des  .  formes  18/  *  5,  =*=  7,  est  diyiseur  de  quelques 
unes  des  formes  ci-dessus  énonc&s. 

33.  cr  «=  19.  On  a  19  ■■  4*  +  3  .  la  ,  (i9)f  «  (i3)9  +  3  (s)f  ,  ce  qui  donne  les 
deux  systèmes  de  valeurs  A=»4,  Ar  =  «±ti,  et  A=i3,  Àr«=*8.  Des  formu- 
les  h¥  +  zk(j,  A:F  +  AG  on  de'duit  les  quatre  fonctions  4F+3G,  F  -t-  4&, 
13F  ^  24G,  sF  +  13G,  dont  les  diviseurs  sont  déterminés  par  le  théorfcme  III. 
Les  deux  autres  formules  donnent  quatre  formes  cubiques,  pour  lesquelles 
h-k  est  multiple  de  3,  savoir  7F  +  9G,  3F  +  7G,  11F  +  63G,  2iF+uG,  et 
quatre  autres,  F  +  15G,  5F  +  G,  37F  +  15G,  sF  +  37G,  qui  correspondent  a 
des  valeurs  de  h  -  A  premières  avec  3.  Les  diviseurs  de  ces  formes  soitt 
determina  par  les  deux  theorèmes  suivants: 

I.  Les  diviseurs  premiers  des  formes  cubiques 

7F  +  9G,  3F  +  7G,  11F  +  63G,  21F  +  11G 

sont  exclusivement  2,  3,  19  et  les  nombres  premiers  résidus  cubiques  de 
19,    e  e&t-à-dire    ceux  qui  sont    renfermés    dans    les  formes    linéaires 

19/  •*- 1,  7,  8,  11,  12,  18. 

II.  Les  diviseurs  premiers  des  formes  cubiques 

4F  +  3G,  F  +  4G,  13F  +  24G,  8F  +  13G, 
F  +  15G,  5F  +  G,  37F  +  15G,  sF  +  37G 

sont  exclusivement  2,  3,  19,  les  nombres  premiers  isl^i  résidus  cubiques 
de  19,  cest-à-dire  dont  la  division  par  19  donne  les  restes  1,  7,  8,  11,  12, 18, 
et  une  partie  des  nombres  premiers  idi  *  5,  *  7  dont  la  division  par  19 
donne  pour  restes  les  non-résidus  cubiques  de  19,  savoir  2,  3,  4,  5,  6,  9, 

10,    13,    14,    16,    17. 

Si  l'ori  prend  collectivement  les  formes  énoncées  dans  cette  dernière  con- 
ci usion,  elles  admettent  corame  diviseurs  tous  ceux  des  nombres  premiers 
18/  *  5,  *  7  dont  la  division  par  19  donne  pour  restes  les  non-résidus  cu- 
biques de  19. 

14 
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34.  o  =  3i.  Ori  a  3i«2a  +  3.  3a,  (3i)a  «  (23)a  +  3  (i2)a  ;  de  sorte  que  les 
deux  systfcraes  de  valenrs  de  h  et  de  k,  que  nous  avons  a  considerar,  sont 
h  »  2,  k  =  ±z,  et  h  =  23,  Ar==fci2.  Les  formules  &F  +  3^G,  ffl  +  AG  doaneot 
les  quatre  formes  2F  +  9G,  3F  +  2G,  23F  +  36G,  12F  +  23G,  dont  les  diviseurs 
sont  determina  par  le  Théorème  II,  puisque  k  est  multiple  de  3.  Les 
deux  autres  formules  donnent  les  fauit  formes  iiF  +3  G,  F  +  uG,  7F  -msG, 
5F  +  9G,  59F  +  33G,  nF  69G,  13F+105G,  35F-M3G,  dont  les  diviseurs  sont 
determines  par  le  théorème  IV.  On  obtient  de  la  sorte  les  deux  theorè- 
mes  suivants  : 

I.  Les  diviseurs  premiers  des  formes  cubiques 

2F  +  9G,    3F  +  2G,    23F  +  36G,    12F  +  23G 

sont  exclusivement  2,  3,  31  et  les  nombres  premiers  résidus  cubiques  de 
31,  cest-à-dire  ceux  qui  sont   compris  dans   les  formes  linéaires  62I  +  1, 

15,    23,    27,    29,    33,    35,    39,    47,    61. 

II.  Les  diviseurs  premiers  des  formes  cubiques 

nF  +  3G,  F  +  uG,  7F  +  15G,  sP  +  7G, 

59F  +  33G,    13F-M05G,    llF  +  59G,    35F+13G. 

sont  exclusivement  2,  3,  31,  les  nombres  premiers  isl*i  résidus  cubiques 
de  3«,  et  une  partie  des  nombres  premiers  isl  *  5  *  7  non-résidus  cubi- 
ques de  31. 

Tout  diviseur  premier  de  l'une  des  formes  18/ ^5,  *7  qui  est  non  re'- 
sidu  cubique  de  31,  est  diviseur  de  la  moitté  des  formes  indique'es  dans 
la  dernière  conclusion,  et  uon-diviseur  des  autres  ;  car  des  deux  formes 
qui  correspondent  dans  une  méme  formule  aux  mémes  valeurs  numeriques 
de  h  et  de  A,  mais  a  des  valeurs  de  k  egales  et  de  signes  contraires, 
T  une  est  divisihle  par  ce  nombre  premier,  tandis  que  l'autre  ne  1'  est 
pas  (n.°  2"). 

35.  u  =  37  «=  52  +  3  .  '2%  ua  ■»  (i3)a  +  3  (20)a.  Nous  avons  a  considérer  les  deux 
systèmes  de  valeurs  h  =  5,  k  =  ±2  et  h  =  13,  Ar  =  *20.  Les  deux  formules 
h¥  +  3k  G,  k?  +  h&  donnent  les  formes  cubiques  sF  +  eG,  2F  +  5G,  13F  *  60G  , 
20F  +  iSG,  dont  les  diviseurs  sont  determines  par  le  théorème  III.  Les 
deux  autres  formules  donnent  les  huit  formes  11F  +  9G,  3F  +  11G,  47F  +  99G, 
33F  +  47  G;  F  +  21  G,  7F  +  G,  73F  +  21G,  7F  +  73G,  dont  les  quatre  premiè- 
res  correspondent  a  des  valeurs  de  h  -  k  divisibles  par  3,  et  les  autres  a 
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des  valeurs  de  h  -  k  premières  avec  3.  On  doit  donc  appliquer    le    théo- 
rème  V  aux  qualre  premières,  et  le  théorème  VI  aux  quatre  autres.   Donc 

I.  Les  diviseurs  premier s  des  formes  cubiques 

iìF  +  9G,  3F  +  il  G,  47F  +  99G,  33F  +  47G 

sont,  exclusivement  à  tout  nutre  nombre9  2,  3,  3!  et  les  nombres  pre- 
micrs  résidus  cubiques  de  31. 

II.  Les  diviseurs  premier s  des  formes  cubiques 

sF  +  6G,  2F  +  sG,  13F  -h  eoG,  20F  +  tsG, 
F  +  2iG,  7F  +  G,  73F  +  21G,  7F  +  73G 

sont  exclusivement  2,  3,  31  les  nombres  premier s  isl  *  1  résidus  cubiques 
de  31,  et  une  partie  des  nombres  premier s  1  si  *  5,  *  7  non-résidus  cu- 
biques  de  31. 

Chaque  nombre  premier  e/  +  1  donne  lieu  a  des  tlréorèmes  analogues.  Les 
exemples  que  nous  venons  de  donner  suffiscnt  pour  montrer  de  quelle  ma- 
nière on  les  déduit  des  théorèmes  généraux,  etablis  dans  cette   section. 


Troisième  section.  Sur  certaines  formes  genérales 
du  nombre  A,  qui  rendent  impossible  en  nombres  entiers  t  équation 

(1)       x3  -i-y3  **Az*. 

I.  Cas  où  le  nombre  A  ne  ren ferme  aucun  facteur  premier  el  +  i. 

36.  Lorsque  A  ne  renferme  aucun  facteur  premier  ti  +  1,  les  decomposi- 
tions  qui  conduisent  aux  formules  IV,  V,  VI  et  VII  du  n°  13  n'ont  plus 
lieu,  de  sorte  que  la  résolution  de  Téquation  proposte  se  ramène  a  fune 
des  équations  1,  II  ou  III.  Or  si  le  nombre  A  est  divisible  par  2  ou  par 
quelque  facteur  premier  de  l'une  des  formes  18/  +5,  18/ +  11,  les  équations 
II  et  III  doivent  étre  exclues;  car  d'un  cóle  nous  avons  vu  (n?  13)  qu'elles 
supposent  kz  impair;  de  l'autre,  il  resulto  du  theorème  I  (n°  19)  que  les 
deux  formes  F  +  3G,  F  +  G,  qui  sont  les  seconds  membres  de  ces  équations, 
n'admettent  aucun  divi&eur  isl  +  5  ou  is/  +  11.  La  décomposition  du  nom- 
bre A  en  deux  cubes  rationnels  se  ramène  donc  a  l'équation 
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I  aa%  +  b$%  +  cyl  =  0,     A  -  abcf 

en  excluant  le  cas  où  deux  des  trois  facteurs  a,  è,  e  se  réduirait  a  l'unite, 
pour  la  raison  exposée  au  n°  13  (i°). 

L'exclusion  des  équations  II  et  III  da  n°  13,  au  moyen  des  propriétés 
des  diviseurs  des  formes  F  +G,  F  +  3G  apporte  une  simplification  considé- 
rable  dans  la  solution  de  notre  problème.  L'honneur  de  cette  simplification 
est  dù  a  M.  Sylvester,  qui  l'a  fait  connaitre  dans  la  Section  2°  de  son 
Mémoire  :  On  certain  ternarj  cubic-form  équations  (American  Journal  of 
Mathematica,  voi.  II,  p.  39i,  1879). 

37.  Si  le  nombre  A  est  une  puissance  dv  un  nombre  premier  18/  +  5  ou 
18/ +11,  il  est  évidemment  impossible  de  satisfaire  à  l'équation  I,  avec  la 
condition  énoneée.  Il  est  donc  également  impossible  de  résoudre  en  nom- 
bres  entiers  l'équation  proposée. 

Si  le  nombre  A  est  compose  de  deux  facteurs,  dont  l'un  est  une  puis- 
sance d'un  nombre  premier  18/  +  5  ou  J8/  +  1J,  et  l'autre  une  puissance 
de  2,  de  3  ou  d'un  autre  nombre  premier  e/-l,  la  décomposition  du 
nombre  A  en  trois  facteurs  premi  e  rs  entre  eux,  dont  deux  ne  se  réduisent 
pas  a  l'unite  ne  peut  se  faire  que  d'une  seule  manière,  et  l'un  des  trois 
facteurs  est  nécessairement  égal  a  1.  Soit  donc  c  —  i.  Notre  problème  est 
ramené  a  celui  de  résoudre  l'équatien 

(2)        aa?  +  b(ì2  +  y3  »  0,   A  «  ab. 

Or  si  l'un  des  deux  facteurs  a9  b  est  de  la  forme  9/=*=  2,  et  l'autre,  de  la 
forme  9/ =«=4,  l'équation  (2)  réduite  en  congruence  suiyant  le  module  9  devient 

(3)  2a8  +  4p3  +  y3  =  (mod.  9). 

D'ailleurs  la  di  vision  d'un  cube  par  9  ne  donne  que  l'un  des  trois  restes 
e,  «  ou  -  i,  et,  corame  a,  {3,  y  sont  premiers  entre  eux,  deux  a  deux,  un 
seul  de  ces  trois  nombres  peut  étre  divisi ble  par  3.  La  formule  précédente 
se  réduit  donc  a  l'une  des  congruences 

±2*4*1=0,  *4*i  =  o,  ±2*1  =  0,  ±2*4=0  (mod.  9), 

suivant  que  l'on  suppose  a,  (2  et  y  premiers  avec  3,  ou  bien  successive- 
ment  cliacun  d'eux  multiple  de  3.  Toutes  ces  congruences  sont  évidem- 
ment  impossibles,  et  par  conséquent  la  décomposition  du  nombre  A  «  ab 
en  deux  cubes  rationnels  est  elle-méme  impossible. 
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Or  si  Ton  désigne  par  p>  pt  des  nombres  premiers  18/  +  5,  par  <jr,  qx 
des  nombres  premiers  18/  +  il,  les  nombres 

2,  ^, />*,  ^i9  fi     sont  de  la  forme  9/±2, 

4»  ftfi»  7%  ^!     SOQt  de  la  forme  9/*  4» 

Le  produit  de  deux  facteurs  premiers  entre  eux,  pris  l'un  dans  le  premier 
groupe  et  l'autre  dans*le  second,  ve  ri  fi  e  notre  hypothèse;  il  est  donc  in- 
d&omposable  en  deux  cubes  rationnels.  Donc 

Aucun  des  nombres  2p9  %q%9  Aq9  lp*9  pq9  pp\9  p*q29  qq\  n'est  égal  a  la 
somme  de  deux  cubes. 

38.  De  me  me,  si  l'un  des  facteurs  a  ou  b  est  égal  a  9  et  que  l'autre 
soit  égal  a  une  puissance  d'un  nombre  premier  18/  +  5  ou  18/ +  11,  pourvu 
que  l'exposant  de  cette  puissance  ne  roit  pas  multiple  de  3,  le  produit  ab 
est  encore  indécomposable  en  deux  cubes  rationnels.  Car  dans  ce  cas,  en 
supposant  a  =  9,  le  facteur  b  est  de  l' une  des  deux  formes  9/  =**  2,  9/  =t  4. 
D'ailleurs  les  trois  facteurs  ao?9  b$*9  cy3  étant  premiers  entre  eux  deux  a 
deux,  aucun  des  deux  nombres  (3,  y  n'est  divisible  par  3.  LVquation  (2)  se 
ramane  donc  a  Fune  des  deux  congrue  11  ces  impossibles 

*2*i=o,       ±  4  ±  l  =  0  (mod.  9)  ; 

elle  est  donc  elle-méme  impossible.  Donc 

Aucun  des  nombres  9p.  9p2>  vq,  9q2  n'est  décomposable  en  une  somme 
de  deux  cubes  rationnels. 

La  première  conclusion  du  n°  précédent  peut  s'exprimer  en  disant  que 
les  nombres  p9  q9  p9  q2  sont  indécomposables  en  deux  cubes  rationnels. 
En  réunissant  ces  diverses  conclusions  nous  obtenons  le  théorème  suivant  : 

Si  fon  désigne  par  p,  p,  des  nombres  premiers  isl  n-  5,  par  q,  q,  des 
nombres  premiers  tal  +u,  aucun  des  nombres 

p>  q*  p2>  9*9  %p>  *</>  *p2>  *T> 

9p9  9q9   9/>%  9q2}  pq9  pp\9  p*q\  qq\ 
nest  égal  à  la  somme  ou  à  la  différence  de  deux  cubes  rationnels. 

II.  Le  nombre  A  est  une  puissance  drun  nombre  premier  (A  +  ir 
multipliée  par  une  puissance  de  2  ou  de  3. 

39.  D&ignons  par  xs  un  nombre  premier  a2  +  yb2  dont  le  nombre  2  soit 
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non-re'sidu  cubique,  et  considérons  les  valeurs  de  A  comprises  dans  la  for- 
mule A  =  2*  cj^  où  A  et  ^  sont  égaux  respectivement  a  l'un  des  nombres 
I  ou  2.  Le  nombre  A  etant  pair,  les  e'quations  II,  III,  VI  et  VII  du  n?  13 
sont  exclues,  de  sorte  que  notre  problfeme  se  ramfene  a  l' une  des  equa- 
tions I,  IV  ou  V.  Or  l'equa tion  V  doit  étre  rejetée;  car  elle  devient  dans 
notre  hypothèse,  en  faisant  u  <=*  zux> 

3  .  2xu\  -  2*F  +  2J1  G,    u*  «  h%  +  zk2. 

Cornine  2  est  non-residu  cubique  de  ct,  les  deux  nombres  h  et  k  sont  pre- 
miers  avec  3;  d'ailleurs  F  =  =fci  et  G  =  0  (mod.  9).  Cette  équation  est  donc 
impossible  suivant  le  module  9. 

L'equation  I  est  aussi  impossible;  car,  le  cas  où  deux  des  trois  facteurs 
a,  b>  e,  se  réduiraient  a  1  étant  exclu  (13,  !?),  elle  ne  présente  que  la  com- 
binaison  suivant  e  : 

iV  +  o^^  +  y'^O. 

Elle  est  impossible  parce  qu'on  en  cUduirait  que  2  est  résidu  cubique  de  ex, 
contrairement  a  l'bypothèse.  Reste  donc  uuiquement  l'equation  IV,    savoir 

IV.       2*  u*  «  afeF  +  6*G. 

Si  elle  est  ve'rifiée,  le  nombre  h  doit  satisfaire  ala  congruence  As**1"*1 
(raod.  9)t  et  cornine  zk2  =  3  (mod.  9),  on  dédnii  de  l'équation  o*  =  h2  +  zkMy 
la  congruence 

15^  =  2^"^  +  3  (mod.  9). 

t°  Si  X*=i,  notre  congruence  devient  0^  =  4  (mod.  9).  Elle  est  donc  im- 
possible, ainsi  que  lVquation  IV,  lorsque  o*  =  i   ou  7  (mod.   9). 

2°  Si  X  «=2,  notre  congnrence  devient  a/*=  7  (mod.  9).  Elle  est  donc  im- 
possible, ainsi  que  réquatron  IV,  si  Fon  a  ^  =  1  ou  4  (mod.  9).  Nous 
obtenons  ainsi  le  tbe'orfeme  suivant  dù  a  M.  Sylvester: 

Si  nous  désignons  par  p,  ^>  T  ^es  nombres  premier s  des  forme s  re- 
spectives  isl  +  1,  ìsl  +  7,  isl+  13,  aucun  des  nombres 

2p,    2p2,    4p,   4pa,    2<J>,    2<pa,    4<J>*,    4<p 

nest  e'gal  à  la  somme  de  deux  cubes  rationnels. 

40.  Soit  n  un  nombre  premier  e/  +  t  dont  3  soit  non- résidu  cubique,  et 
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supposons  A  =  3tjm,  m  elant  égal  a  i  où  a  2.  Parmi  les  équations  dn  n°  13 
auiquelles  se  raraène  riotre  problèrae,  il  feut  d'abord  exclure  les  équations 
II,  IV  et  VI,  parce  quelles  supposent  A  premier  avec  3.  On  doit  rejeter 
aussi  l'équation  III,  savoir 

J.  3a3  =  F  +  G, 

parce  que  le  second  membre  est  un  nombre  entier  premier  avec  3,  tandis 
que  le  premier  membre  ne  peut  étre  entier  sans  étre  divisible  par  3.  Il  ne 
reste  ainsi  que  les  équations  I,  V  et  VII.  La  première  devient  ici 

303  +  aw(33+/  =  oj 

elle  doit  étre  rejetée,  puisqu'on  en  déduirait  que  3  est  résidu  cubique 
de  u,  conUairement  a  l'hypotbèse.  La  seconde,  savoir 

V  w3  =  6*F  +  oAG,     xjm  =  h*  +  3#a, 

exige  que  u  soit  multiple  de  3;  ayant  donc  égard  aux  deux  congruences 
F  =  =*=i,  G  =  o  (mod.  9),  on  en  déduit 

&k  ~  0  (mod.  27),     A  =  o  (mod.   9). 

Mais  cela  est  impossible;  car  on  devrait  en  conclure  que  3  est  résidu  cu- 
bique de  u.  En  effet,  a  cause  de  la  relation  h  +  k  tf^z  =  {a  +  b  ^-  3)m,  si 
m  =  l,  on  a  i  =  i;  si  w  =  2,  on  a  A  =  tab;  dans  les  deux  cas  le  nombre  b 
dans  l'équation  u  =  a2  +  zb2  serait  multiple  de  9.  Posant  donc  b  =  9c>  on  a 
4cr  =  (2tf)a  +  27  (6<?)*.  Or  la  condition  nécessaire  et  suffisante  pour  que  3  soit 
résidu  cubique  de  u  est  que  dans  l'équation 

lu  =  V  +  27  Ma 

le  nombre  M  soit  mnltiple  de  3.  Cette  condition  serait  donc  remplie  dans 
le  cas  actuel,  ce  qui  est  inadmissible.  Donc  l'équation  V  doit  étre  rejetée, 
de  sorte  que  tout  notre  problème  se  ramène  a  l'equation  VII,  savoir 

VII.         9u\  =  {h  +  k)  F  +  (h  -  3*)  G,  u  =  2ut. 
Puisque  G  =  o  (mod.  9),  on  en  déduitA  +  £=o  (mod.  9).  Or  de    la  formule 

h  +  k  y/^3  =  (a  +  b  v/^3)m 
on  déduit  h  +  k  =  a  +  b  ou  h  +  h  =  (a  +  zb)  (a  -  b)%  suivant  que  m  est  égal 
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a  i  ou  a  2.  Dans  tous  les  cas  puisque  h  +  k  est  multiple  de  9  et  que  a 
est  premier  avec  3,  il  faut  que  celui  des  deux  nombres  a  +b  ou  a-b  qui 
est  divisible  par  3,  soit  en  raérae  temps  multiple  de  o.  Or  il  risulte  de  la 
que  3  doit  étre  résidu  cubique  de  ci,  contrairement  a  l'hypothèse.  En  ef- 
fet,  de  l'équation 

4or  =  La  +  27  Ma  «  (a  ±  3&)a  +  27  ( |  , 

ou  conclut  que  M  = »  le  signe  devant  étre  choisi  de  manière  que  la 

3 

valeur  de  M  soit  entière.  Gomme  celui  des  deux  nombres  a  +  &,  a  -  b  qui 
est  divisible  par  3,  est  aussi  multiple  de  9,  le  nombre  M  est  multiple  de 
3  et  par  conse'quent  3  est  résidu  cubique  de  cr.  Àinsi  l'équation  VII  est 
impossible  quand  on  suppose  3  non  —  résidu  cubique  de  a.  Si  nous 
remplacons  u  par  v  nous  obtenons  le  théorème  suivant,  énoncé  par  M.  Syl- 
vester,  dans  le  Mémoire  ciré  (p.  28l). 

Pourvu  que  3  ne  soit  pas  résidu  cubique  du  nombre  premier  v  =  ci  +  i, 
aucun  des  nombres  3v,  3v*  ri  est  la  somme  de  deux  cubes  rationnels. 

4«.  A  «2'.  9©*,  u*  =»  Aa  +  3^%  i,  (i  =  i  ou  2.  On  doit  exclure  panni  les 
équations  du  n°  13,  les  qua  tre  qui  supposent  A  impair,  et  de  plus  l'é- 
quation IV  qui  n'est  applicable  qu'aux  valeurs  de  A  non  divisibles  par  3. 
Ainsi  il  ne  nous  reste  que  les  équations  I  et  V,  savoir 

I         ao?  +  6p3  +  cy3  =»  0,  abc  =  2*.  9o/*. 
V         2'.  w3  =  2*F  +  2AG. 

Cette  dernière  équation  est  impossible  suivant  le  module  9,  soit  lorsque  k 
est  multiple  de  3  sans  1'  étre  de  9,  soit  lorsque  1'  on  a  k  =  *  2',  *  2/+I 
(mod.  9).  Considérons  d'abord  le  premier  cas  et  posons  k  =  3(30**1).  Le 
nombre  2  est  alors  résidu  cubique  de  ©,  tandis  que  3  est  non-résidu  cu- 
bique. Car  si  p  «  l,  on  a  b  =  k  =  3  (3/w  *  i);  si  p  =  2,  on  déduit  de  l'équa- 
tion k-%ab  que  b  est  divisible  pas  3  sans  Tètre  par  9;  b  est  donc  en- 
core  de  la  forme  3  (3m  *  i).  On  a  donc 

4or  =  La  +  27  M*  =  (2fl)*  +  27  (6/11  =*  2)a; 

et  par  conséquent  M  =»  em  *  2.  Cette  valeur  de  M  était,  paire,  2  est  résidu 
cubique  de  a;  et  comme  elle  est  première  avec  3»    le  nombre  3  est   non- 
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résidu  cubique  de  u.  Il  risulte  de  la  que  l'équation  I  est  aussi  impossible. 
Ed  efiet  cette  équation  présente  les  quatre  combinaisons 

Ì21  a3  +  9  P3  +  xs*  y3  =  0,     9   u*  a3  +  2;  P3  +  y3  »  0. 
2*.  9as  +  ct*  (31  +  y1  «  0,        ^  u*  a3  +  9  |33  4-  y1  »  0, 

Or  la  dernifere  est  impossible  suivant  le  module  9;  les  trois  autres  sont  im- 
possible* suivant  le  module  or,  parce  qu'on  en  déduirait  que  9  est  résidu 
cubique  de  xs  ,  ce  qui  n'est  pas.  Les  deux  équations  I  et  V  auxquelles  se 
ramane  notre  problfeme  sont  dono  également  impossibles  lorsque  o  est  de 
la  forme  a2  +  27  (zm  *  i)a.  Donc 

Théorème.  Si  Von  désigne  par  K  un  nombre  premier  de  la  forme 

£  =  a*  +  27  (vn  *  i)a, 
aucun  des  nombres  18C,Ì8(S,36£,  ztì?9n9est  la  somme  de  deux  cubes  rationnels. 

42.  Supposons  que  l'on  ait  xs  »  (9m  +  a)*  +  3(9/1  *  a)8,  a  designa Dt  un  nom- 
bre premier  avec  3.  Le  nombre  2  est  non-résidu  cubique  de  ex,  tandis  que 
3  est  résidu  cubique.  On  conclut  de  la  que,  des  quatre  équations  1',  les 
trois  premiferes  sont  impossibles  suivant  le  module  xs,  parce  qu'on  en  dé- 
duirait  que  2  est  résidu  cubique  de  gj  ,  contrairement  a  l'hypothèse.  La 
dernifere  équation  est  elle-méme  impossible  suivant  le  module  9,  si  l'on  a 
2,o*  =  *?2,  ±  4  (mod.  9).  D'ailleurs  xs  =  4«9  (mod.  4)  ;  L 'équation  I  est  donc 
impossible  si  xs  =  (901  +  af  +  3(9/1  ±  «)*  et  que  a  vérifie  Y  une  des  con- 
gruences 

(A)  2  W*  =  ±  2,  *  4  (mod.  9) . 

Les  deux  équations  I  et  V  sont  donc  impossibles  en  méme  temps  ,  si  le 
nombre  a  satisfait  non  seulement  a  la  formule  (A),  mais  encore  a  la  condition 

(B)  Jts**1»*!"11  (mod.  9). 

Soit  d'abord  p  =  t.  On  ai  =  fiw*«  =  *a  (mod.  9);  la  condition  (6)  est  donc 
satisfaite  si  l'on  prend  a  =  2'  ou  a  =  2'*1.  Or  dans  les  deux  cas  la  condition 
(A)  se  trouve  satisfaite;  car,  en  tenant  compte  de  la  congruence  23'  =  *t 
(mod.  9),'  on  a 

2'.  2\  2*'  =  *  4,    2*.  2*.  2aH"a  =  *  2  (mod.  9). 

Donc  si  or  est  de  Tune  des  deux  formes 

(9/n  +  2')a  +  3  (9/1  ±  2*)*,    (9m  +  2l+,)a  +  3  (9/1  *  «'+1)*, 

le  nombre  2\9»  est  indécomposable  en  deux  cubes  rationnels. 

15 
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43.  Si  p  «  2,  on  a  k  =*  2  (9ro  +  *)  (9»  ±  «)  =  *  %*  (mod.  «).  Lea  coogruences 
(A)  et  (B)  deviennent  dono 

=*  *   2  *  2*~l,  *  2*,    2''.  24.  «*  =  *  2,  *  4  (mod.  9). 

Or  on  a 

2'.  2*.  2a'~2  2  ±  4,    2'.  24.  2*  2  *  2  (mod.  9). 

La  conditi oq  exprimée  par  la  dcuxiferae  formule  est  donc  vérifiée  par  cba- 
cune  des  valeurs  *2,""1f  **'  de  **,  On  deduit  de  Va,  *  =  2*'~%  2a'.  Si  donc 
le  norabre  u  est  exprime'  par  l'une  des  deux  fqrmules 

(Oro  +  2*-y  +  3(9»  *  «a<-a)%  (9/W  +  1*)*  +  3(9»  *  2*)% 

» 

le  nombre  2'.  9ua  est  indecomposable  en  deux  cubes  rationnels. 

En  donnant  alternati  vement  a  1  les  valeurs  1  et  2,  dans  cette  conclusion 
et  dans  celle  du  n°  précédent,    on  en  deduit  le  théorfeine  suivairt: 

Théorémb.  Si  Von  désigne  par  p,  4s  <p  des  nornèwes  premier*  exprimés 
respectwement  par  les  formules 

p  =  (9ro  +  4)*  +  3(9/1  ±  4)*,  +  «  (9ro  +  2)a  +  3(9/1  ■*  2)%  f  «  (9ro  +  i)a  +  3(97*  =*=  l)% 

aucun  des  nombres 

18p,   18^,  36p,  36<p,  18<p2,  18t|/a,  36pa,  3$<pa 

/i'e$J  %a/  4  /a  somme  de  deux  cubes  rationnels. 

III.  A  =  2' .  7*  y^f  A,  pt  «  i  ou  2,  p  =  e/  -  i. 

44.  Considerons  d'abord  le  cas  où  i  «  0.  Cornine  7  est  non-diviseur  des 
forraes  cubiques  F  +  G,  F  +  aG  (n  io,  théorfeme  I),  on  doit  exclure  les  équa- 
tions  il  et  Ili  du  n°  13.  On  doit  aussi   rejeter  l'equa tion  V,  savoir 

3  .  /^tt,3  «  2#F  +  2ÀG, 

où  les  nombres  h  et  k  sont  déterrainés  par  l'equation  7X  =»  h*  +  3À:\  Or  011 
a  7  =  2*  4-  3  .  18,  7a  =»  ia  +  3  .  4a;  le  nombre  A:  est  donc  rfgal  a  1  ou  4,  suivant 
la  valeur  1  ou  2  de  X.  D'ailleurs  F  2  *  1,  G  2  0  (mod.  9).  L'equation  V  est 
donc  impossible  suivant  le  module  9.  En  examinant  les  conditions  qui  ren- 
dent  im possi bles  les  autres  équations,  on  reconnait  qu'elles  ne  sont  impossi- 
bles  en  ménie  temps  que  dans  le  cas  où  p  est  de  la  forme  18/  +  17  et  où 
il  est  non-résidu  cubique  de  7.  Pour  abreger  notre  aoalyse  ,  nous  ferons 
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immédiatement  cette  hypolhèse,  nous  admettrons  que  p  de'signe  un  nombre 
premier  de  l'une  des  formes  120/  +  47,  53,  89,  107. 
L'équation  I  ne  presente  qu'une  seule  combinaison 

7*  0?  +  p*  j33  +  /  =  0; 

elle  est  impossible  puisque  p  est  non-résidu  cubique  de  7. 
L'équation  IV  devient 

p*  u?  =»  4F  -  6G  ou  2F  -  24  G, 

suivant  que  X  est  égal  a  1  ou  a  2.  Dans  les  deux  cas  elle  est  impossible  sui- 
vant  le  module  9,  puisque  />*  =  *!  (mod.  9)j  tandis  que  le  second  raembre 
=  *4  ou*  2  (mod.  9). 

L'équation  VI  prend  l'une  des  formes 

^m*  =  F  +  9G,  13F+9G,  5F  +  3G,  iiF^sG, 

suivant  la  valeur  de  X  et  le  signe  adopté  pour  k.  Or  d'après  les  théorfe- 
mes  I  et  II  du  n°  3i,  les  formes  cubiques  qui  figurent  au  second  membre 
n'admettent  aucun  diviseur  premier  18/  +  17  qui  ne  soit  pas  résidu  cubique 
de  7.  Cette  équation  est  donc  aussi  impossible. 

Il  en  est  de  méme  de  lVquation  VII,  car  le  premier  membre  étant  mul- 
tiple de  3,  on  doit  choisir  le  signe  de  k  de  manière  que  h  +  k  soit  divisi- 
ble  par  3,  et  alors  on  conclut  du  théorfeme  VII  (n°  30)  que  la  forme  (h  +  k) 
F  +  (A  —  3A:)G  n'admet  aucun  diviseur  6/*l  qui  soit  non-résidu  cubique 
de  7.   Donc 

Théorème.  Si  Fon  désigne  par  r'  un  nombre  premier  de  Fune  des  formes 
linéaires 

r'  =  12  6/  -f  17,  53,  89,  107. 

aucun  des  nombres  7r/,  7rft,  49r',  40rr*  nest  la  somme  de  deux  cubes  ra- 
tionnels. 

45.  Considérons  le  cas  où  A«  2*.  7X  p*,  l'exposant  *  étant  égal  a  1  ou  a  2. 
On  doit  d'abord  exclure  les  équations  II,  III,  VI  et  VII,  du  n!  13,  pàrce 
qu'elles  supposent  A  impair.   On  doit  aussi  rejeter  l'équation  V,  savoir 

3.  2,./>'X  =  2*F  +  2AG, 

parce  que  le  nombre  k  étant  premier  avec  3,  ainsi  que  F,  tandis  que  G 
est  multiple  de  9,  cette  équation  est  impossible  suivant  le  mod  li  le  9.  Tout 
notre  problème  se  ramène  donc  anx  deux  équations  1  et  IV. 
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2*  a?  +  7X  0*  +  p*  y3  «  0,      2I/>'1  a1  +  7X  03  +  yf  «  a, 
2*.  7*  a1  +  /**  01  +  y3  -  0,     7*//*  a3  4-  21  |33  4-  y3  »  0. 

La  dernière  est    impossible,   quelle  que  soit  la  valeur  de  p*,    parce  qu'on 
en  déduit  que  2'  est  résidu  cubique  de  7,  tandis  qu'ii  ne  Test  pas. 

i.°  Si  p  est  résidu  cubique  de  7,  les  deux  premières  équations  sont  im- 
possi bles  suivant  le  module  7  et  la  troisième  devient  impossible  suivant  le 
module  9,  si  des  deux  nombres  2*.  7*  et  p*  l'un  =  ±  2  et  Tautre  =*=  4 
(mod.  9).  Il  faut  d'abord  que  i  et  X  soient  e'gaux  en  méme  temps  a  i  ou 
a  2.  L'équation  I  est  impossible  lorsque  p  est  de  la  forme  7/±i  et  qu'en 
méme  temps  les  nombres  i,  X,  p  et  p  présentent  V  une  des  combinaisons 
suivantes  : 

jp.mi9  p**  9/*  2,  p-tm  *i. 


i«  X  «  I 


i  =  X  «  2, 


M  -  2,   p  =  9/  *  4, 

^«1,    ^«9/ ±4, 
fXtaJ,    ^?  =  9/  ±  2. 


2°  Soit  yp*  -  7m  ±  2*.  La  deuxième  equation  et  la  troisième  sont  impossibles 
suivant  le  module  7;  la  première  est  impossible  suivant  le  module  9,  si 
p=*  ì$l  +  17,  et  si  en  méme  temps  les  deux  exposants  1  et  X  sont  iuégaux» 
L'équation  I  est  donc  encore  impossible  lorsque  les  valeurs  de  t,  X  et  p 
présenteut  Fune  des  combinaisons 

Ip ai,   )9«7m*2f 
p  a  2,   p  =»  71»  «fc  4, 
ÌfA»i,  j5«7TO*  4, 
(    f*  «  2,  /0  =  7/H  *  2. 

3°  Soit  2^^=*!  (mod.  7).  Dans  ce  cas  2'  et  pi1  sont  non-résidus  cubi- 
ques  de  classes  différentes  relativement  au  module  7.  La  première  equa- 
tion et  la  troisième  sont  impossibles  suivant  le  module  7.  La  deuxième  le 
devient  suivant  le  module  9,  lorsque  les  deux  nombres  tip*  et  7*  sont  l'un 
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de  la  forme  9/  *  2  et  l'autre  de  la  forme  9/  =fe  4.  La  première  conci ition, 
eiprimée  par  la  formule  tip*  =  *  1  (mod.  7)  est  vérifiée  dans  les  cas   suivants: 

*  =  *>    j  *«8»    ] 

La  deuxième  con d ition,    relative  au    module  9,  est  vérifiée  dans  les  cas 
suivants  : 

!fx  =  i,  p~9l±2>  l     f*  =»  i,    />«9/=M, 

f*  =  2,  p»  9/=*=  4,  (     pel,   j5sa9/-i, 

I  a  i,    i  »  2,  JJ  «  9/  *  1,  «  =  2,    X  a  1,    ^  =a  9/  ±  !• 

En  associant  les  combinaisons  qui  remplissent  en  raéme  tems  les  deux  con- 
ditions,  nous  voyons  que  lVquation  I  est  ilbpossible  dans  chacun  des  cas 
suivants  : 

/alai, 


*  «  X  «  2, 


Ì  =  1,X=2, 


I  =  2,X  =  1, 


(X-2,  y9«9/=te4==7l»=fa2 

p  »  |,  yo  =  9/  db  4  «  7TO  *  2, 

jx«2,  )P  =>  9/  t*  2  «  777J  =*=  4, 

f*  =  l,  /?oi8/+l7a7W±4, 

|tx«2,  p  =18/  + 17«7m  q=2, 

fxel,  /)a!8/+17o7m*2, 


(X  «  2»  /5  «  18/  +  17  »  7JTC  *  4, 

36.  Nous  allons  rechercher  de  méme  les  divers  cas  dans  lesquels  l'équa- 
tion  IV  est  impossible.  Cette  équation  est 

2'-1.  p*  u%  «  2F  -  3G  ou  F  -  12  G, 
suivant  que  X  «  1  ou  2.  Dans  les  deux  cas  elle  est  impossible,  en  vertu  du 
Théorème  II  (n°  3i)  soit  lorsquejp  est  de  l'une  des  formes  18/  *i  sans  étre 
résidu  cubique  de  7,  soit  lorsqu'il  est  de  lune  des  formes  18/  =* 5,  *  7  et  en 
méme  temps  résidu  cubique  de  7.  Elle  est  encore  impossible  suivant  le  mo- 
dule 9,  quel  que  soit  le  résidu  de  p  suivant  le  module  7,  dans  chacun  des 
cas  suivants: 
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X  a  t  i «  i,  pt*  =  *  i  ou  *  4,     «  =»2f  X  »  i,  p*  =  *  2,  *  4  (Mod.  9) 

X  =  2,  I  =  1,  />*  =  =*=  2,  *  4,  X  =  1,    I  «  2,  J>*  =  =b  1,  =*=  2. 

L'e'quation  V  est  donc  irapossible  dans  chacun  des  cas  suivants: 

i,  X,  il  =  i,  2,  p  =  18/  +  17  =  im  *  2,  *  4, 

I,  X,  fx  =  i,  2,  p  =  18/  +    5,  il  =*  7W  *4. 

p  «=  |f  ^  «  18/  +  17,    5, 


X  »  1  «  1, 


X  «  ;  a  2, 


p  ~  2,   />  «18/+  17,  11, 

fi  «   1,    palft/+  17,  il, 


/x  =  2,  />  «  18/  +  17,     5, 

X  «  i,  I  =  2,   f*  «  1,  2,  />  -  18/  +  5,  11. 
X  =s  2, 1  »  lt  fc  «  |t  i,  p  -  18/  +  5,  li. 

47.  Eq  comparant  les  hypothfeses  qui  rende nt  impossible  l'e'quation  V  avec 
celles  qui  rendent  impossible  lVquation  I,  et  qui  soot  énumérées  dans  le 
n°  45,  on  reconuait  que  les  deux  équations  sont  impossibles  en  méme 
temps  dans  les  cas  suivants: 

Li  =  |,    p  =.    18/  +   il  =s  im  ±  i, 

X  -  i,  i  -  i,    { 

fi  =  2,   /?  =  18/  +     5  «  7/»  *  |, 

jx  =  i,   p  =  18/  +     5  »  7/n  *  1, 
X-  I,   t  «1,     { 

p  «  2,  ^  «  18/  +  il  «  nm  =t  i, 

X  =  1,    i  =  2,     /x  =a  1,  2,   J>  «=  is/  +  17  =  77»  =fc  2,  *  4, 
X  »  2,    I  =  1,     /x  =  1,  2,   />  =  18/  +  J7  =  7/H  ±  2,  *  1. 

Les  resulta ts  que  nous  venons  d'obtenir  peuvent  s'exprimer  de  la  ma- 
nière suivante  : 

Tbéorémb.  lìepresentons  par  p,  q,  R,,  R2  les  nombres  premiers  renfer- 
més  dans  les  formes  linéaires  snhantes 
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p  »  126/  4-  41,  113,     q  «=  126/  +  29,  83, 
R,  —  126/  +  89,  107,     Ra  «  126/  +  17,  53  ; 

aucun  des  nombres  up*9  147,  2sR,,  28Ra,  28Rf,  28R*f  98R„  9sRa$  98RJ,  98R|, 
196/),  !96<jra  nest  décomposable  en  deux  cubes  rationnels. 

IV.  A  =  2*.  13  p*,      13  =  i*  4-  3.  2*. 

48.  Soit  d'abord  i  m  0.  Parmi  les  équations  du  o°  13,  auxquelles  se  famène 
notre  problème,  il  faut  ìTabord  exclure  les  équations  II  et  III,  parce  que 
13  n'est  pas  diviseur  des  fouctions  F  +  G,  F  +  3G  (n!  19).  L'équation  V  est 
impossible  suivant  le  module  9,  parce  que  k=>2.  L'équation  VII  est  aussi 
ira  possi b le  si  Fon  suppose  p  non-residu  cubique  de  13.  Car  pour  que  cette 
équatioa  ne  soit  pas  impossible  suivant  le  module  9,  il  faut  choisir  le  signe 
de  k  de  manière  que  h  +  k  soit  divisible  par  3;  or  dans  ce  cas  (Théorèine 
VII,  n°  so)  le  nombre  q  ne  peut  étre  diviseur  du  second  merabre  sans  étre 
résidu  cubique  de  13,  Dans  la  méme  hypothèse  l'équation  I  èst  elle-raéme 
impossible;  car  elle  ne  présente  qu  une  seule  combinaison 

13«3  +  p*  |33  +  y3  =1  0, 

d' où  l'on  conclut  que  p  est  résidu  cubique  de  13. 

Si  donc  nous  supposons  A  =  13  p*>  p  désignant  un  nombre  premier  6/ —  I , 
non  résidu  cubique  de  13,  la  décomposition  du  uombre  A  en  deux  cubes 
rationnels  se  ramène  a  la  résolution  des  deux  équations  IV  et  VI,  savoir 

IV     f'it^BiF-isG,         VI     ^iì3  =  7F-3F,  -5F+  oG. 

La  première  est  impossible  si  ^5*1  ou  *  4  (mod.  9).  Il  en  est  de  méme 
de  la  seconde  sous  sa  première  forme.  Quant  a  V  équation  p*  u?  =  -  5F  +  9G, 
elle  est  impossible  quand  p  est  non-résidu  cubique  de  13,  quel  que  soit  son  ré- 
sidu relativemenf  a  9,  car  d*après  le  tbéorème  I  du  n°  32,  la  forme  cubi- 
que 5F  +  9G  n'admet  aucun  diviseur  6/^=1  qui  ne  soit  pas  résidu  cubique 
de  13.  Donc  si  p  est  un  nombre  premier  6/-1,  non-residu  cubique  de  13 
et  tei  que  l'on  ait  />/x  =  *lou=b4  (mod.  9),  le  nombre  izpM  est  indécompo- 
sable  en  deux  cubes  rationnels.  Ce  résultat  peut  s'énoncer  de  la  manière 
suivante : 

Théoréhb.  -  Si  Fon  désigne  par  p',  q',  r*  les,  nombres  premier  com- 
pri s  respectivement  dans  les  forme s  linéaires 
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p1  =  234/  + 23,  41,  59,  95,  113,  149,  167,  165, 
(A)    {    q'  =  934/  + 11,  29,  101,  119,  137,  173,  191,  227, 
r'  =234/  t- 17,  35,  71,  89,  107.  179,  197,  215, 

aucun  des  nombres  tzp\  13^'*,  I3r',  I3r,a  nest  la  somme  de  deux  cubes 
rationnels. 

49.  A  =  26  /A  En  excluant  les  équations  II,  III,  VI  et  VII  qui  suppo- 
sero A  impair,  et  l'équation  V  qui  est  impossible  suivant  le  module  9,  parce 
que  k  est  premier  avec  3,  on  ramène  le  problème  aux  deux  équations  I  et 
IV  savoir 

I     ao?  +  6|33  +  cf  -  o,  abc  =  26^*,     IV    p*  u%  =  F  +  eG. 

Or  la  dernière  est  impossible  suivant  le  module  9  si  p  est  de  lfune  des 
deux  formes  18/  +  5,  18/  +  li;  elle  est  encore  impossible,  si  p  est  un  nombre 
premier  18/  +  17  sans  étre  résidu  cubique  de  13    (n°  32,  II).     L'èqua  tion  I, 
en  excluant  le  cas  où  deux  des  trois  facteurs  a,  fe,  e  se  réduisent    a  «,  se 
ramène  aux  quatre  suivantes  : 

203  +  130*  +  p*  y3  «  o,      26*3  +  /*"/33+y3  «  0, 
2p*  a3  4-13  /31  +  y3  =  0,      18p*  a3  +  203  +  y3  «  0, 

dont  la  dernière  est  impossible  parce  que  2  est  non-résidu  cubique  de  13. 
La  deuxième  équation  est  impossible  si  p  est  non-résidu  cubique  de  13,  et 
les  deux  autres  deviennent  impossibles  suivant  le  module  9,  lorsqu  on  sup- 
pose p  =  18/  +  17. 

Théoréme.  Si  r1  désigne  un  nombre  premier  isl  +  17,  non-résidu  cubique 
de  13,  cest-à-dire  Vun  des  nombres-  premiers  compris  dans  les  formes 
linéaires. 

lJ  «  2341  +  17,  35,  71,  89,  107,  179,  197,  215, 

les  nombres  26r\  26r'a  sont  indécomposables  en  deux  cubes  rationnels. 

50.  A«52p/*.  L'équation  V  du  n.°  13  est  encore  impossible,  comme  dans 
le  dernier  cas.  On  doit  aussi  exclure  les  quatre  équations  qui  supposentA 
impair,  de  sorte  qu*  il  ne  reste  a  examiner  .que  les  équations  I  et  IV,  savoir 

I  aa?  +  6|33  +  cy*  =■  0,  abc  =  52^,     IV  tp*  =  F  +  eG. 
Le  première  èqua t io n  présente  les  quatre  combinaisons 
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4«3  +  13  P3  +  /y  y*  =  0,      52«3  +  p*  |33  +  yf  =  0, 
4^  a3  +  13  |33  4-  y1  «  0,      13  pP  a*  +  4  |33  +  y3  «  0, 

dont  la  dernifere  doit  étre  imnrédiatement  rejetée,  parce  que  4  n'est  pas  ré- 
sidu  cubique  de  13.  Si  p  est  résidu  cubique  de  13,  la  première  équation  et 
la  troisifeme  sont  impossibles,  parce  qu'on  en  dÀluirait  que  4  est  résidu  cu- 
bique de  13,  tandis  qu*  il  ne  l'est  pas.  L'éjuation  52  a1  +  p*  |33  +  y3  »  o  de- 
vient  impossible  suivant  le  modale  9,  lorsqu'  on  suppose  p*  =  *  4  (mod  p). 
Or  lorsque  p  est  a  la  fois  de  l'une  des  formes  18/  +  5,  u  et  résidu  cu- 
bique de  13,  l'équation  IV  est  impossible,  parce  que  la  fonction  F  +  eG 
n'admet  aucun  facteur  premier  de  l'une  de  ces  deux  formes,  a  moins  qu'il 
ne  soit  non-residu  cubique  de  13  (n°  32,  II).  Si  donc  p  est  résidu  cubique 
de  13  et  si  en  méme  temps  p*  =  *  4  (mod.  9),  le  nombre  S2p*  est  indécom- 
posable  en  deux  cubes  rationnels.  Donc 

Théorémb.  Si  Con  désigne  par  p,  q  les  nombres  premier s  compris  res- 
pectivement  dans  les  formes  linéaires 

p  =  2341  +  5,  77,  131,  203,        q  =  2341  +  47,  83,  155,  209, 

les  nombres  52p,  52q*  sont  indecomposables  en  deux  cubes  rationnels. 

V.      A  «2*.  19^,      19=»  A* +  3**  =  4*  +  3.  la. 

• 

51.  Soit  d'abord  A  =  i9/>u,  p  designant  un  nombre  premier  18/  +  5  ou 
18/  +  il,  non-residu  cubique  de  19.  Parmi  les  équations  du  n?  13  il  faut 
d'abord  rejeter  les  equations  II  et  III,  parce  que  p  n'est  diviseur  d'ancune 
des  deux  formules  F+  G,  F  +  3G-  On  doit  aussi  exclure  l'équation  I,  sa- 
voir  i9a*  +  p*  {3*  +  ys  sa  o,  parce  qu*  elle  exige  que  p  soit  residu  cubique  de 
19,  contrairement  a  l'hypothèse.  L'équation  V,  savoir. 

ap*.  u\  =»  2F  -  8  G 

est  impossible  suivant  le  module  3.  L'équation  VII,  savoir 

3^aì«(4:fcl)F  +  (4sF3)G 

exige  qu'on  prenne  les  signes  inférieurs;  elle  est  alors  impossible,  parce 
que  le  second  membre  3F  •*•  7  G  n'admet  aucun  diviseur  6/=fì  qui  ne  soit 
pas  re'sidu  cubique  de  19  (n°  33,  I).  11  ne  reste  ainsi  que  les  deux  equa- 
tions IV  et  VI,  savoir 

IV  />*K8»8F-6G,  VI  f*  II1  -  (4  *  *)'  F  +  S(47l)  G. 

16 
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La  première  est  impossible  suivant  le  modute  9,  puisque  p*  =  ±  2  ou  *  4 
(mod  9),  tandis  qu'on  de'duit  de  celle  équation,  pf-^i  (mod.  9).  L'équa- 
tion  VI,  prise  avec  Ics  signes  inférieurs,  est  impossible  suivant  le  module  9, 
pour  la  mcme  raison.  Avec  les  signes  supérieurs,  le  second  membre  devient 
7F  +  9G-  Or  cette  fonction  n'admet  aucun  diviseur  6/^1,  qui  ne  soit  ré- 
sidu  cubique  de  19  (n!  33,  I).  V  équation  est  donc  impossible.  Ainsi  lors 
qu'on  suppose  que  p  est  un  n ombre  premier  non-résidu  cubique  de  19,  et 
de  l'une  des  deux  forjncs  18/  +  5,  18/  +  11,  toutes  les  equations  auxquelles 
se  raroène  notre  probleme  sont  impossibles.    Donc 

Théorèm.  Si  Von  désigne  respectivement  par  p,'  qf  les  nombres  pre- 
miers  représentes  par  les  forme*  Une  air  e  $  : 

(a)  p1  »  342/  +  5,  23,  41,  59,  131,  149,  167,  18  5,  203,  257,  275,  329, 

({3)  ql  «  342/  4-  29,  47,  101,  119,  137,  155,  173,  245,  263,  281,  299,  317, 

aucun  des  nombres  i9p',  I9q',  I9p/a,  jflq'2  ntst  la  somme  de  deux  cubes 
rationnels. 

52.  A  =38^.  En  excluant  les  equations  qui  supposent  A  impair,  il  ne  reste 
a  examiner  que  les  trois  equations  I,  IV  et   V  du  n?   13,  savoir 

I     a*1  +  bfi*  +  cy3  -»  0,  abc  «  36  p*, 

IV      ^t*8  =  4F~3G,  V  Sp^-Fo-lG, 

dont  la  dernifere  est  impossibie  suivant  le  module  3.  L'équation  IV  exige 
que  V  oti  ait  ^  =  ±4  (mod.  9),  et  en  outre  que  p  soit  non-résidu  cubique 
de  19  (n°  33,  II).  L'équation  I  presente  les  qua  tre  combjnaisons  suivantes: 

2a8  +  I9j38  +  pP  /  »  o,         38  a8  +  p*  (38  +  y*  =  0, 
2p*  a8  +  19  /38  +  /  =  0,       19  p*  o?  +  208  -r  /   0, 

dont  la  dernière  doit  otre  rejetée,  parce  qu'on  en  de'duit  que  2  est  résidu 
cubique  de  19  tandis  qu9il  ne  l'est  pas.  Si  lon  suppose  p  résidu  cubique 
de  49,  la  première  équation  et  la  troisi&me  sont  irapossLbles,  parce  que,  dans 
cette  hypothèse,  ou  en  déduit  que  2  est  résidu  cubique  de  19.  La  deu- 
xifeme  équation  devient  impossible  suivant  Le  module  9  lorsqu'on  suppose 
p*  =  *A  (mod.  9).  Ainsi  l'équation  1  est  impossible  lorsqu'on  suppose  que  p 
est  résidu  cubique    de  19  et    qu'il  est  en   méme   teraps  de  l'une  des  deux 
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formes  48/ +  5,  is/4-n.  Cornine  dans  ce  cas  léquation  IV  est  aussi  i m pos- 
si bf  e,  nous  concluons  que  le  nombre  38/^  est  indécomposable  en  deux  cubes 
rationnels.  En  combinant  las  deux  formes  is/ 4- 5,  18/  -h  h  avec  celles  qui 
conviennent  aux  résidu9  cubiques  de  19,  nous  obtenonft  le  théoréme  suivant  : 

Théoréme.  Si  Von  désigne  par  p,  q  les  nombres  premiers  représéntes  res- 
pectivement  par  les  formes   linéaires 

{i)  p  =  342/  -  77,  113,  221,  239.  293,  311, 

(e)  q  «  342/  -  li ,  65,  83,  191,  237,  335, 

les  nombres  *8p,  28qa  sont  indécomposables  en  deux  cubes   rationnels. 

ss.  A  =s  76 /A  Des  trois  e'quations,  I,  IV  et  V  (n?  13),  auxquelles  se  ra- 
mane la  decomposi  ti  on  d'un  nombre  pair  en  deux  cubes  rationnels,  la  der- 
nière  est  impossible  suivant  le  module  9,  cornine  dans  le  dernier  cas.  Il  ne 
reste  ainsi  que  les  deux  e'quations 

1     a£  +  608  -f  cf  -  0,     abc  -  76^,       IV  *p*  u1=*aF-  3G. 

La  dernière  exige  que  Ton  ait  p*  =  =*=  2  (mod-  9)  et  qu'en  outre  p  soit  non- 
résidu  cubiqne  de  19  (33,  II).  L'équation  I  presente  les  quatre  combinaisons 

4«8  -f-  19|38  +  pPy***  0,      76«8  4-  p*  fi  +  y*  «  0, 
Apf1  a8  4-  1908  +  /  =  0,        Ì9p*  a8  4-  4/3*  +  /  =  0, 

dont  la  dernière  est  impossible,  4  étant  non-rési  du  cubique  de  19.  Si  lon 
suppose  p  residu  cubique  de  19,  la  première  èqua  ti on  et  la  troisième  sont 
impossi bles  suivant  le  module  19,  et  la  deuxième  le  devient  suivant  le  mo- 
dule 9,  si  l'on  prend  p^  —  ^i  (mod.  9).  Comme  dans  la  méme  hypothfese 
l'e'quation  IV  est  aussi  impossible,  nous  concluons  que,  si  p  est  un  nombre 
premier  residu  cubique  de  19  et  que  p*  soit  de  la  forme  9/  *  2,  le  nombre 
76  pP  est  indécomposable  en  'deux  cubes  rationnels.   Donc 

Théoréme.  Si  Von  désigne  par  p,  q  les  nambres  premiers  représéntes 
res pectivement  par  les  formules  ($)  et  (e)  du  n°  52,  aucun  des  nombres 
76  p*,  76  q  nest  décomposable  en  deux  cubes  rationnels. 

VI .     A  »  »'.   31  /^,  xivp**',  31  -  *a  4-  27.  1*. 
54.  Comme  31  est  non-diviseur  des  deux  fonction  F  4-  G,  F  4-  3G,  les  èqua- 
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tions  II  et  III  du  n°  13  soni  impossibles  dans  tous  les  cas.  L'e'quation  VII 
doit  étre  re  j  e  tèe  quand  A  n'est  pas  divisible  par  9;  car  alors  il  faut  faire 
u  =  sul9  de  sorte  que  le  premier  raembre  est  divisible  par  3,  tandis  que  le 
second  =  =*=  (2  ±  3)  (mod.  9).  Ainsi  dans  le  cas  où  A  n'est  pas  divisible  par  9, 
il  suffit  d'examiner  les  équations  I,  IV,  V  et  VI. 

Soit  d'abord  A  =  $1  p*.  Les  quatre  équations  auxquelles  se  ramène  la 
solution  de  notre  problème  sont 

I  31  a1  +  p*  (38  +  /  -  0,  IV  p>*  uz  «  4F  +  3G, 

V        3^ u* -  eF  +  4G,  VI  p"  u*  =  (2 ± 9)  F  +  3  (2  ^  s)  G. 

La  première  est  impossible  si  p  est  non-résidu  cubique  de  31»  Il  en  est 
de  méme  de  la  seconde,  parce  que  la  forme  2F  +  oG  nf  admet  aucun  divi- 
sela* premier  6/=*i  qui  ne  soit  pas  residu  cubique  de  31  (34,  I).  L'equa- 
tion V  est  aussi  impossible  dans  la  méme  hypothèse,  car  la  forme  sF  +  2G 
n'admet  pas  de  diviseur  premier  c/*i  qui  soit  non-résidu  cubique  de  Ci. 
L'equation  VI  devient  impossible  suivant  le  module  9,  lorsque  pP  =  =*=  1  ou 
±  4  (mod.  9).  La  décomposition  du  nombre  31  pP  en  deux  cubes  rationnels 
est  donc  impossible  lorsque  p  désigne  un  nombre  premier  6/  ±  1  non-résidu 
cubique  de  31  j  et  que  p*  est  de  l'une  des  formes  9/  *  1,  sfa  4.  Donc 

Téobéme.  Si  Von  désigne  par  p',  q'  rf  les  nombre s  premiers  isl  +  5,  isl  +  tr, 
ìsl  +  17  non-résidus  cubiques  de  31,  aucun  des  nombres  31  p'.  sì  r',  31  r'2, 
31  q'a  rìest  la  somme  de  deux  cubes  rationnels. 

55.  A  »  si  pP.  Outre  les  équations  II  et  III,  exclues  dans  tous  les  cas,  on 
doit  rejeter  les  équations  IV  et  VI  qui  supposent  A  premier  avec  3.  Il  reste 
donc  a  examiner  les  trois  équations. 

I     a  a?  +  6{33  ■*•  cy3  »  0,    abc  «  9.  si.  p* 

V  p*U*   =   6F  +  4G,      VI  /^U3-(S*2)F-(9=F2)G. 

L'equation  V  est  impossible,  parce  que  u  doit  étre  multiple  de  s,  et  alors 
le  premier  membre  est  divisible  par  27,  tandis  que  le  second  est  de  la  forme 
9/  =f  6»  L'equation  I  présente  les  quatre  combinaisons  : 

9«3  +  si  p3  +  p*y3  «0  ,      9/>*  «3  +  Sl|33  +  y3  =  0  , 

9.  si  a3  +  p*  (31  «  0,     si  p*  a3  +  903  +  y3  =  0  , 

dont  la  dernifere  est  impossible  parce  que  9  est  non  résidu-cubique  de  si. 
Quand  p  est  residu  cubique  de  si,  les  deux  premières  équations  sont  impossibles 
pour  la  méme  raison,  et  la  troisième  devient  impossible  suivant  le  module  9> 
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si  p  est  de  l'une  des  deux  formes  is/  +5,  18/  +  li.  Quand  au  contraire  p  est 
non-résidu  cubique  de  il,  la  troisifeme  équation  est  impossible  sui  vai) t  le 
module  si,  et  les  deux  premières  sont  impossibles  suivant  le  module  9,  si 
loo  a  p^=^ij  7  2  (mod.  9). 

L'équation  VI  est  impossible  suivant  le  module  9,  si  pf  =*  2  (mod.  9).  Elle 
est  encore  impossible  lorsque  p  est  a  la  fois  de  la  forme  18/  +  17  et  non- 
résidu  cubique  de  si,  ou  bien  de  l'une  des  deux  formes  18/  +5,  18/  +  11 
et  résidu  cubique  de  si9  car  aucune  des  deux  formes  sF  -  7G9  F  -  il  G  n'admet 
de  diviseur  premier  remplissant  ces  conditions  (n°  M,  II).  En  comparant 
ces  résultats  aux  précédente,  nous  voyons  que  les  deux  équations  I  et  II  sont 
impossibles,  soit  lorsque  p  est  résidu  cubique  de  si  et  de  l'une  des  formes 
18/  +  5,  18/  4- 11,  soit  lorsqu*  il  est  non-résidu  cubique  de  31  et  de  la  forme 
18/  +  17,  soit  enfin  lorsqu9  il  est  non-résidu  cubique  de  si  et  que  p*  =±  2 
(mod.  9).  Dans  tous  ces  cas  le  nombre  279//*  est  indécomposable  en  deux 
cubes  rationnels.  Donc 

Théoréme.  Si  les  nombres  premiers  isl  +  5,  isl  +  ti ,  isl  -4- 17  sont  désignés 
respectivement  par  p,  q,  r,  lorsq9  ils  sont  résidus  cubiques  de  si,  et  par 
p\  q'i  r',  dans  le  cas  contrarre,  aucun  des  nombres. 

*79p,   279q,   279q',   279rf,   279p%   279qa,   279p,a,   279r'a 

ri  est  la  somme  de  deux  cubes  rationnels. 

56.  A  =  2'.  3i/>*,  1,  fx«  1,  2.  La  décomposition  du  nombre  propose  en  deux 
cubes  rationnels  se  ramfene  aux  équations  I,  .IV  et  V  du  n°  13,  car  les  quatre 
autre  équations  supposent  A  impair.  Or  si  nous  supposons  p  non-résidu  cu- 
bique de  si,  il  faut  exclure  les  équations  IV  et  V,  dont  les  seconds  mem- 
bres  divisés  par  2  sont  respectivement  2F+9G,  3F  •*•  2G,  car,  ces  deux  fonc- 
tions  n'admettent  aucun  diviseur  «/=*=!  qui  soit  non-résidu  cubique  de  si  (n°  S4,  I). 

Si  donc  nous  supposons  p  non-résidu  cubique  de  31,  tout  notre  problème 
se  ramène  a  l'équation  I,  qui  présente  les  quatre  combinaisons 

2'  a*  +  sij38  +  p*  y3  «  0  ,     lì  p*  a3  +  si|33  +  y3  =  0, 

2*.  sia3  +pf*  |33  +  y3  «  0,     sip*  a1  +  2'  |33  +  y3  «  0. 

Comme  2  est  résidu  cubique  de  si,  les  trois  premiferes  équations  sont  im- 
possibles, parce  qu  or  en  déduit  que  p*  est  résidu  cubique  de  si,  contrai- 
rement  a  notre  hypothfese.  La  derni  ère  équation  est  impossible  suivant  le 
module  9,  soit  lorsque  /  »  1  et  que  p  «  19/  +  17,  soit  lorsque  i  -  2  et  que  p?  5  *4 
(mod.  9).  Donc» 
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Tbéorème.  «Si  les  nombres  premier*  isl  ■+•  5 ,  tol  +  il ,  isl  ♦  17  5o«^  désignés 
respectwement  par  p',  q',  tf,  lorsquils  sont  non-résidus  cubiques  de  si  , 
auctin  des  nombres  62r,f  62r,a,  i24p',  I24q'3  ri  est  la  somme  de  deux  cubes. 

VII.       A  =  2*.  87/>*;       37=5a+3.  22. 

57.  soft  d'abòrti  À  =*  ftp**  et  /?  un    nombfé    premier    de  Tutte    des   deux 
fortnesf  isi-M,   (8/+H,  non-rèsidu  cubique  de  37.   Le  nombre  p  n'&ant  di- 
visfetir  d'ancone  des  deuX  fortnes  F  +  G  ,  F  +  3G  ,  on  doit  rejeter  les  éqtta- 
tkmsf  II  et  III  dtf  n°  13.   L'dquation  I  devient 

37«3  +  ppfi*  +  y3  »  0  ; 

elle  est  impossible  suivant  le  module  37,  puisque  nous  su  p  poso  ns  p  non— 
residu  cubique  de  37.   LVqUation  IV,  savoir 

p^u^^io    F  -  12G  , 

exige  que  lfon  ait  p^^^i  (Mod.  9);  elle  est  donc  impossible,  puisque  p* 
est  de  l'une  des  deux  formes  18/ +  5  ou  18/ +  11.   LVquation  V,  où  Pon  doit 
faire  u=»vii  ,  devient 

zpt*  u*  =4F  +  10  G  ; 

elle  est  impossible  parce  que  le  second  membre  est  premier  avec  3  ,  tandis 
que  le  premier  est  multiple  de  3.   De  raérae  féqnation  Vii,  savoir 

3/^ttJ  =  (5±2)F  +  (5^6)  G 

est  impossible  ,  car  elle  exige  sùivant  le  module  3  que  Ton  prenne  les  si- 
gnes  inférieurs*  de  sorte  que  le  second  membre  devient  aF  +  11  G.  Or  cette 
fonction  ft'admet  que  des  diviseurs  r&idus  cubiques  de  37  ,  avec  les  divi- 
seurs  2,  3  et  37  (n°  35,1).  L'eqtiation  est  donc  impossible,  puisque  nous  sup- 
posons  p  »  e/  - 1  non-résidu  cubique  de  37.  Reste  donc  uniquement  l'e'qua- 
tion  VI,  savoir. 

/^*«(5=fc6)F  +  3(5^2)G. 

Avec  le  signe  superieur,  le  second  membre  devient  11F  4-  9  G  ;  corame  cette 
fonction  n'admct  aucun  diviseur  premier  6/  ±  1  qui  ne  soit  pas  résidu  cu- 
bique de  87  (n°  35,  I),  Téqualion  serait  impossible  dans  notre  hypothfcse, 
puisque  p  est  non-re'sidu  cubique  de  37.  On  doit  donc  prendre  les  signes 
infcrieurs,  de  sorte  qu'on  a 

^3=-F  +  2iG, 
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ce  qui  est  impossible  suivant  le  module  9,  puisq'oj*  suppose  p  de  l'une  des 
deux  formes  18/  +  $  ou  i8/+n.   Donc 

Théoréms.  Si  les  nombres  premiers  isl  +  5  ,  isl-h  a  sont  désignés  respec- 
tivement  par  p' ,  q' ,  lorsquils  sont  non-résidus  cubiques  de  37,  aucun 
des  nombres  37pf,  i7q',  37p'%  37q'2  nest  la  somme  de  deux  cubes  rationnels. 

58.  A  =  2*.  37^,  A,  p=»i,  2.  La  décoiuposition  du  nombre  A  en  deux  cubes 
rationnelles  se  raraène  aux  trois  e'quatious  I,  IV  et  V  du  n°  13,  car  les 
qua  tre  autres  supposenl  A  impair.  Or  l'équation  V,  uù  l'ori  doit  faire  u  =  s  uu 
de  vieni 

elle  est  impossible  suivant  le  module  3.    L'e'quation  I    prese  a  te   les   quatre 
combinaisons  suivantes  : 

2*  a?  +  37{33  +  p*  y  3  -  0  ,      2*  pF  a3  *•  37/33  +  y3  «  0 
37/>*  a3  +  2*  j33  4-  y3  «  0  ,      i*.  37*3  +  yt/*03  +  y3  m  0  , 

doni  la  troisième  est  impossible,  parce  que  %  est  non  residu  cubique  de  37. 
Lés  deux  premières  sont  aussi  impossibles  pour  la  mérae  raison,  lorsque  p 
est  residu  cubique  de  37  ;  et  la  dernière  devient  impossible  suivant  le  mo- 
dule 9,  lorsque  les  deux  nombres  2*  et  p*  sont,  Tun  de  la  forme  9/  *  2  et 
l'autre,  de  la  forme  9/^4.  C'est  ce  qui  a  lieu  lorsque  les  nombres  X,  /x 
et  p  verifient  quelquane  des  conditioas  éuivantes; 

X«  i,   /*=*!,  /?~4*/  +  5;   X~i  ,   f*=*2,  p-  18/  +  il  ; 
31  =  2,    fA  «■  1  9    />  =■  48/  +  li  ;    A  =  2,    fi  «2,    ^  «  18/  +  5. 

L'  équation  I  est  donc  impossible  lorsque  p  est  residu  cubique  de  37  et 
que  les  nombres  A,  p,  p  offrent  quelqu'une  des  combinaisons  énumérées. 
Or  dans  ce  cas  l'équation  IV  est  elle-méme  impossible.  En  effet ,  cette 
équation  est 

2*.  //I145  =  48P-  12  G. 

Elle  exige  suivant  le  module  9  que  Ton  ait  2X^/C  =  «fci  (mod.  9),  c'est-à-dire 
que,  si  2*  «2  on  doit  avoir  pP  =  *  4  (mod.  9),  et  si  2*  «=»  4  ,  p^  =  ±  2  (mod.  9). 
Dans  les  deux  cas  p  est  de  l'urie  des  deux  formes  18/ +5,  is/fii;  or  la 
fonction  sF  +  eG  n'admet  aucun  diviseur  premier  de  l'une  de  ces  deux  for- 
mes qui  soit  residu  cubique  de  37  (n°  35,   II). 

Théoréme.  Si  les  nombres  premiers  i8i  +  5,  isl  +  11  sont  désignés  respecti- 
vement  par  p,  q,  lorsqu  ils  sont  residus  cubiques  de  87,  aucun  des  nombres 
74p ,  74qs,  M8ps.  I48q  nest  la  somme  de  deux  cubes  rationnels. 
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50.  A  «9.17^.  Comme  les  4quations  II,  IV  et  VI  du  ri0  is  supposent 
que  le  nombre  A  soit  premier  avec  s ,  il  n'y  a  lieu  d'examiner  que  les 
quatre  équations 

I     a**  +  6{33  +  cy*=  o ,  abc  =  9.  np*  ,    III  t7/y\a3  =*F  +  G, 
V    ^a3=i4F-f  ioG,        VII  /^m3»(5*!)F+(5^6)G 

Si  l'on  suppose  p  de  l'une  des  formes  is/  +  5 ,  is/  +  il ,  IVquation  IH  est 
impossible,  parce  que  la  fonction  F  +  G  n'admet  aucun  diviseur  de  Fune 
de  ces  deux  formes  (n°  io,  I).  Si  l'on  ajoute  l'hypothfese  que  p  soit  résidu 
cubique  de  37,  lVquation  V  est  impossible,  parce  que  la  fonction  iF  +  sG 
n'admet  aucun  diviseur  premier  de  Tune  des  formes  18/  +  5,  18/  +  u  ,  qui 
soit  rdsidu  cubique  de  87  (n.  85,  II). 

L'équation  VII  est  impossible  avec  les  signes  inférieurs,  car  alors  le  se- 
cond  membre  est  de  la  forme  9/*  8,  tandis  que  le  premier  membre  ne  peut 
étre  multiple  de  8,  sans  Tètre  de  27.  En  prenant  les  signes  sup&ieurs  on 
a  p?  v?  «=  7F  -  G .  Or  la  fonction  7F  -  G  n'admet  aucun  diuiseur  de  l'une  des 
formes  is/  •»•  5,  il  qui  soit  résidu  cubique  de  87.  LVquation  VII  est  donc 
impossible  dans  l'hypothfese  ad  mise. 

LVquation  I.  présente  les  quatre  combinaissons 

9a3+  I7|33  +  //*  y3  »  0  ,     9/>*  a?  +  87|33  V  y3  «  0 , 

9.    37«3  +  p*  |33  -h  y*  «  0  ,       87p*  «3  +  0/3*  +  y8  =s  0. 

Les  deux  premières  sont  impossibles  suivant  le  module  s7 ,  parce  que  p  est 
suppose  résidu  cubique  de  37,  tandis  que  9  ne  Test  pas.  Les  deux  dernières 
sont  impossibles  suivant  le  module  9,  parce  qu'on  en  déduit  p*1  =  *  i  (mod.  9), 
ce  qui  est  incompatible  avec  les  formes  supposées  de  p.  Donc 

Theo  rè  me.  Si  les  nombres  premiers  ìsl  +  5,  isl  +  11  sont  désignés  respecti- 
vement  par  p ,  q  lorsqu  ils  sont  résidus  cubiques  de  37,  aucun  des  nom* 
bres  ttip,  888*7,  >s*p*,  ***q%  rìest  décomposable  en  deux  cubes  rationnels. 

VII.     A«2'.  su*,  vt  =  h*  +  %k\ 

60.  Chacun  des  nombres  premiers  6/+  1  tels  que  43,  61,  67,  73,  79,  etc. 
donnerait  des  théorfemes  semblables  k  ceux  que  nous  venons  de  démontrer. 
Mais  nous  nous  proposerons  un  problfeme  tout  différent.  Nous  prendrons  un 
nombre  premier  6/-i«p,  et  nous  chercberons  quels  sont,  parmi  les 
nombres  premiers  compris  dans  la  forme  quadratique  x*  +  3y%  et  que  nous 
désignons  par  or,  ceux  qui  rendent  impossible  la  décomposition  des  nombres 
p^xs1 ,  2*  p*  nx  en  deux  cubes  rationnels.  Nous  nous  bornerons  pour  le  mo- 
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ment  a  exposer  dans  quelques  cas  particuliers  la  raéthode  a  suivre  pour 
obtenir  les  the'orfemes  cherchés. 

Soit  d'abord  A=*5o*,  u  d&ignant  un  nombre  premier  de  la  forme 
<za  4-  27&%  dont  5  est  non-residu  cubique.  Pour  remplir  cette  condition  il 
faut,  d'apres  les  résultats  obtenus  dans  le  n°  26  de  notre  Mémoire  Sur  les 
lois  de  reciprocate  dans  la  théorie  des  résidus  de  puissances,  qu'  il  existe 
entre  a  et  b  quelqu'une  des  relations 

(*)         a  =  =fc&,=fc2&,ou=fc&  =  a,2a  (mod.  5). 

Dans  cette  hypothèse  on  doit  exclure  les  équations  II,  III,  IV  et  V,  car 
d'aprfes  le  tlréorème  I  (n°  19),  5  n9est  diviseur  d'aucune  des  deux  fonctions 
F  +  G ,  F  +  sG,  et  d'aprfes  le  théorème  II  (a0  2s)  ,  lorsque  k  est  divisible 
par  3,  comme  il  l'est  dans  le  cas  actuel,  aucune  des  deux  fonctions  hF  +  zkG, 
kF  +  hG  n'admet  de  diviseur  6/=*=i  qui  ne  soit  pas  résidu  cubique  de  ct. 
L'equation  I  ne  présente  qu'une  seule  combinaison  5«*  +  tsx  |38  +  y8  =  o ,  et 
elle  est  impossible,  parce  qn'on  en  déduirait  que  5  est  résidu  cubique  de 
o  ,  contrairement  a  l'hypotlifese.  LVquation  VII,  savoir 

s.  $u\  =*  (h  +  k)  F  +  8  (h  -  sA:)  G 

est  impossible  suivant  la  module  3,  car  le  nombre  k  étant  multiple  de  sy 
on  en  déduit  hF=Q  (mod.  s),  ce  qui  est  impossible,  puisque  h  et  F  sont 
premiers  avec  8. 

Tout  notre  problfeme  est  donc  ramerà  a  lVquation  VI,  savoir 

5a'«=(A  +  8À:)F  +  a(A-*)G, 
d'où  l'on  déduit,  puisque  k  est  multiplie  de  3,  h  =  ±  4  (mod.  9).  Comme  on 
a  u*  =  A*  (mod.  9)9  il  faut,  pour  que  l'equation  VI  ne  soit  pas  impossible 
suivant  le  module  9,  que  l'on  ait  ©x=i6  =  -2  (mod.  9).  LVquation  VI  est 
donc  impossible  si  l'on  a  ax  =  1  ou  4  (mod.  9). 

6i.  Cherchons  les  formes  linéaires  des  nombres  a  et  b  qui  dans  la  formule 
ci  =»  a1  +  27  b%  satisfont  a  la  doublé  condition 

*fc  =  a,  %a  (mod.  5)  et  u)Eaa)5iou4  (mod.  9). 

On  satisfait  a  ces  conditions  en  prenant  a,  b  et  >  dans  Tun  des  syst&mes 
suivants  : 

aa9w±i,  ±  b=>m  -m±  ì,  m  +  %m  *2,  A  «  1,  2, 

a=977Z±2,     6=  578  -W8*2,    5/8+3178*4,    A«i, 

a  =  9/71*4,    b  «5/8  -118*4,  5J8  + sui  =±*8  ,  A  +  2. 

Si  les  nombres  a  ,  b  et  A  sont  pris  dans  l'ira  de  ces  systèmes,  le  nombre 
5o*  est  indécomposable  en  deux  cubes  rationnels.  Donc 

17 
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Théorème.  Si  fon  désigne  par  p,  <p  et  ty  les  nombres  premier s  compri s  re- 
spectivement  dans  les  formules 

p  -  (9/w  *  i)a  +  29  (&n  -  m  *  i)a ,  (gm  *  i)*  +  27  (su  +  j/n±  4)% 

(A)  <j>  =  (9/tt  =»=  2)a  4-  27  (5/1  -  m  *  2)*,   (9/»  +  2)a  4-  27  (5tt  4-  I/ll  ±  2)*  , 

ty  =  (9TO  *  4)*  4-  27  (5/1  -  m  =*=  4)f,    (9>n  *  4)a  4-  27  (5rt  +  11»  *  4)*, 

dans  chacune  desquelles  on  doit  prendre  en  ménte  temps  les  signes  infé- 
rieurs  ou  les  signes  super ieurs}  aucun  des  nombres 

5p,   5p%   5?,   5<|>a 

nest  la  somme  de  deux  cubes  rationnels. 

02.  Soit  A»*'.  5  e?*,  i  =*  i  ou  %.  Supposons  que  o  d&igae  Tua  queloon- 
que  des  nombres  premiere  expriarés  par  les  formules  précédente»,  de  sorte 
que  dans  la  formule  cj*  »  A*  +  3À;*  le  nombre  k  est  multiple  de  3,  et  de 
plus  5  est  non-residu  cubique  de  or.  Il  résulte  de  la  que  les  deux  equatious 
IV  et  V  sont  irapossibles,  comme  dans  le  ca$  prtfcédent  parca  que  0  ne 
peut  diviser  aucune  des  deux  fonctions  h¥  +  i^G,  kF  4-  hG  (Tbforème  II, 
n°  23).  Tout  notre  problème  se  ramane  donc  a  l'équation  I,  car  les  èqua- 
tions  II,  III,  VI  et  VII  supposent  que  le  nombre  A  soit  impair.  Or  l'é- 
quation  I   présente  les  qua  tre  combinaisons  suivantes: 

2'  a8  4-  «01  +  u*  7*  =*  0,  2'  crx  a8  +  508  4-  y8  -  0, 

2'  5  a8  4-  ax  P8  4-  /  «  0.        5  ox  a8  4-  2'  (38  4-  y*  =  0. 

Comme  2  est  résidu  cubique  de  u,  tandis  que  5  ne  Test  pas,  les  trois 
premières  equa  tions  sont  impossi  bles  suivant  le  module  or,  parce  qu'on  en 
déduit  que  5  est  re'sidu  cubique  de  or.  Or  la  dentière  dquatiou  devient  im- 
possible  suivant  le  module  9  lorsque  les  nombres  1,  X  et  m  satisfont  a  l'une 
des  conditions  suivantes  : 

i  «  if     X  «  1  ou  2.     ci  =5  9/  +  1, 

1  t=a  2f     X  »  1,  0  =  9/4-4, 

1  »  2,      X  =*  2,  o  «=  ti  4-  2, 

On  conci  ut  de  la  : 

Théorème.  Si  fon  designe,  comme  dans  le  cas  précédente  par  p,  f9  <js 

le*  nombres  premiers  compris  respectivement  dans  les  formules  (A),  auoun 
des  nombres 

io  p,  io  p*,  20  y ,  20  <J*a 

ra^f  /a  somme  de  deux  cubes  rationnels. 
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COMUNICAZIONI 


Cialdi  Coram.  Alessandro  -  Presentazione  di  un  opuscolo  del  socio  cor- 
rispondente Sig.  E.  Bertin. 

L'egregio  ingegnere  di  Marina  Bertin,  nostro  assiduo  corrispondente,  a  Voi 
miei  illustri  Colleghi  ben  noto  per  non  pochi  suoi  lavori  che  io  ebbi  l'o- 
nore di  presentarvi  più  volte,  e  l'ultimo  de'  quali  nella  prima  sessione  di 
questo  nostro  anno  accademico,  ha  testé  dato  alla  luce  una  nuova  scrittura 
Sulla  relazione  tra  il  periodo  reale  delle  onde  ed  il  periodo  osservato  a  bordo 
di  un  bastimento  in  cammino. 

La  soluzione  di  questa  questione  ,  la  cui  importanza  non  era  stata  fino 
al  presente  avvertita ,  offre  preziosi  elementi  per  le  costruzioni  navali ,  e 
perciò  questo  nuovo  lavoro  del  Commendatore  Bertin ,  tuttoché  modesto  in 
apparenza,  ha  ricevuto  il  più  favorevole  accoglimento  ,  ed  h  stato  già  ri- 
prodotto dalla  Revue  Maritime  et  coloniale  di  Francia,  tradotto  in  inglese 
e  pubblicato  nelle  Transàctions  of  Naval  Architects  d'Inghilterra,  ed  ora 
è  in  corso  di  stampa  in  nostra  lingua  nella  Rivista  marittima  d'Italia. 

Con  esso  si  propone  l'autore  di  stabilire  in  modo  completo  la  correzione 
da  farsi  subire  ai  periodi  delle  onde  osservati  in  mare  ,  affine  di  ottenere 
i  periodi  reali  depurati  dall'influenza  del  cammino   dei  bastimento. 

Nel  farmi  sollecito  di  presentare  un  esemplare  di  questa  pubblicazione 
a  nome  dell'  autore  ,  prego  il  nostro  preclaro  Presidente  di  farne  pigliar 
nota  nel  verbale  dell'odierna  adunanza,  anche  a  soddisfazione  ed  incorag- 
giamento del  Bertin  ,  il  quale  in  ogni  incontro  si  mostra  ossequente  alla 
nostra  Accademia. 

Roma,  20  Febbrajo  issi. 

A.  Cialdi. 

De  Rossi  Prof.  M.  S.  -  Sulle  esplosioni  del  grisou;  con  osservazioni 
del  socio  Corri m.  À.  Cialdi ^  e  sopra  un  fenomeno  meteorico -sismico  os- 
servato in  Narni. 

Il  prof.  Michele  Stefano  de  Rossi  disse  dover  richiamare  l'attenzione  de- 
gli adunati  sopra  due  argomenti  diversi  ;  ambedue  i  quali  però  concorrono 
a  vieppiù  stabilire  e  chiarire  la  intima  connessione  che  passa  fra  i  feno- 
meni della  meteorologia  atmosferica  e  gli  altri  teste  da  lui  classificati  nel 
campo  di  una  meteorologia  speciale  detta  endogena. 


11  primo  dei  punti  è  una  continuazione  della  materia  già  trattata  nella 
passata  seduta  del  gennaio  ,  nella  quale  avendo  dimostrato  la  connessione 
fra  la  depressione  barometrica  ,  le  burrasche  sismiche  e  le  esplosioni  del 
grisou  nelle  miniere  di  carbon  fossile,  concludeva  che  la  previsione  di  tali 
disastri  poteva  ottenersi  appunto  colle  osservazioni  cumulative  delle  fasi 
non  solo  della  meteorologia  atmosferica,  ma  eziandio  della  endogena.  Dopo 
quella  seduta  h  stata  tenuta  in  Bruxelles  dal  sig.  Cornet  una  conferenza  , 
nella  quale  coli 'appoggio  anche  di  esperienze  dirette  egli  dimostra  somma- 
mente influire  nell'  eccitare  le  esplosioni  del  grisou  il  soffiare  violento  ed 
iuclinato  di  alcuni  venti,  i  quali  così  impediscono  il  risultato  dell'aerazione 
meccanica  delle  miniere  ;  e  costringono  il  gas  pericoloso  ad  accumularsi  nelle 
gallerie. 

Il  disserente  senza  punto  negare  l'importanza  che  può  avere  questo  nuovo 
fattore  negli  accumulamenti  del  grisou,  osservò  che  esso  accresce  soltanto 
e  non    modifica    le    relazioni  fra  i  fenomeni  atmoferici  e  gli    endogeni  in 
generale  ;  ed  in  particolare  anche   nel  caso   del  grisou.  Fu  opinione  degli 
antichi,  che  i  venti  influissero  nella  produzione  del  terremoto,  impedendo 
lo  sfogo  dell1  aria  incarcerata  nelle  cavita  interne  del  suolo.  L'osservazione 
del  Cornet  sembrerebbe    quasi    ridonare    qualche    credito  alia  potenza  dei 
venti  contro  le  espansioni  dei  gas  interni.  Se  interroghiamo  l'esperienza  delle 
osservazioni  fatte  nei  periodi  sismici  storici,  ne  troviamo  in  moltissimi  casi 
una  innegabile  connessione  fra  il  soffiare  od  il  tacere  del  vento  e  l'avvenire 
gli  scuotimenti  del  suolo.  Talora,  ed  in  alcuni  luoghi,  si  osserva  l'influenza 
diretta  del  vento  proveniente    da    uno  speciale  quadrante  nei  fenomeni    si- 
smici. Quindi   h  chiaro  cumulativamente  dalle  esperienze  predette  sismologi- 
che e  dalle  riflessioni  del  Cornet  intorno  al  grisou,  che  i  fenomeni  endogeni 
possono  subire  l'influenza  degli  agenti  atmosferici  non  solo  nella  forma  della 
pressione  e  depressione ,  ma  eziandio  nella  forma  puramente  meccanica  del 
soffiare  dei  venti. 

A  questo  punto  interloquì  il  sig.  Comm.  A.  Cialdi  psservando  che  nei 
porti  di  mare  devesi  aver  riguardo  alle  due  specie  di  vento  che  diconsi 
regnante  e  dominante,  onde  volgere  la  bocca  d'ingresso  in  guisa  che  resti 
coperta  contro  il  vento  dominante.  Perciò  nell'istessò  modo  dovrebbesi  stu- 
diare la  direzione  dei  venti,  ove  sboccano  i  ventilatori  delle  miniere.  Qua- 
lora questi  fossero  come  le  bocche  dei  porti  volte  in  senso  contrario  alla 
direzione  del  vento  dominante  ,  verrebbe  favorito  il  lavoro  del  ventilatore 
e  l'esito  del  gas  esplosi  bile;  preferendo  questa  precauzione  efficacissima  alla 
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proposta  dal  Cornet  di  una   semplice    tettoia    sovrapposta  alla  tromba  del 
ventilatore. 

Il  secondo  punto,  sul  quale  il  de  Rossi  disse  voler  chiamare  l'attenzione 
ed  esser  connesso  col  primo,  fu  l'esaurire  l'incarico  di  presentare  la  seguente 
descrizione  di  un  fenomeno  meteorico  sismico  avvenuto  in  Narni,  e  comu- 
nicatagli dal  sig.  prof.  D.  Romeo  Fagioli ,  la  quale  davagli  occasione  ad 
alcuni  commenti. 

«  Narni,  20  Gennaio  issi. 

a  La  notte  del  19  al  so  Gennaio  un  uragano  investiva  la  citta  di  Narni 
nella  parte  esposta  a  Libeccio.    Schiantava  i  canali  alquanto  guasti  ;  svel- 
leva qualche  albero  ,  rovesciava  un  piccolo    campanile   colle  sue  campane , 
clie  trascinava  seco  una    meta    della  'volta   della   sottoposta  piccola  chiesa 
sotto  il  titolo  di  s.  Agnese.    Quella  volta  peraltro  avea  già  sofferto  per  il 
terremoto  del  24  Febbraio  1874 ,  allorché  l'altra   meta  della  stessa  volta  ro- 
vinava.  I  fenomeni  precursori  di  questo  uragano  furono  congiunti  a  quelli 
d'ordine  endogeno.  Già  da  vari    giorni  il  microfono  mi  riportava  all'orec- 
chio il  suono  continuo  di  forte  vento,  intanto  che  alle  8,  30'  ant.  il  tromo- 
metro  mi  rivelava Tin  terremoto  con  una  oscillazione  d'intensità  pari  a  16,  40  ; 
del  qual  movimento  attendevo  il  massimo,  che  suole  essere  sensibile  ai  non 
sismologi;  eppure  niuno  lo  avvertiva.  Il  barometro  già   discendeva  verso  il 
suo  minimo,  che  fu  di  linee  742  nella  notte.  All'uragano  associavasi  un  tem- 
porale con  tuoni,  lampi  e  vari  nocciuoli  di  grossa  grandine  sulle  ore  ii,30r 
pom.   circa,  di  breve  durata.  Il  movimento  delle  nuvole,  sin  dalla  mattina 
del  19  a  tutto  il  20  fu  sempre  veloce.  La  notte  poi  del  20  al  21  si  rinnovò 
in  parte  l'infuriare  del  veato,  ma  senza  danno;  e  fini  con  un  tempo  oltre 
ogni  credere  bello. 

»  È  questo  il  terzo  uragano  che  Le  registro.  Il  primo  disastroso  della 
notte  14  al  15  novembre  1878  segnalato  per  rami  schiantati,  tetti  spalcati, 
alberi  annosi  svelti  e  trasportati  dal  vento  vorticoso.  Questo  uragano  tenne 
la  via  della  campagna  danneggiando  la  regione  detta  di  Gostaromana  e  più 
oltre.  Il  secondo  uragano  fu  il  23  febbraio  1879;  e  lasciò  più  funesta  me- 
moria nella  città  per  gli  immensi  danni,  de'quali  restano  ancora  le  tracce  ;  e 
fu  seguito  poi  da  piogge  di  sabbia,  da  neve  ecc.   » 

«  D.  R.  C.  Fagioli. 
Il  De  Rossi  osservò  che  il  descritto  fenomeno  meteorico  sismico  di  Narni 
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non  era  che  urta  parte  di  tuita  la  tempesta  atmosferica  insieme  ed  endogena, 
che  precedeva  in  tutta  Italia  e  preparava  il  massimo  sismico  che  scoppiava 
poi  la  seta  dèi  fei  a  Bologna,  Urbino,  Verona,  Trieste  e  Zagabria.  Mostrò 
nei  particolari  l'associatione  dei  fenomeni  meteorico-atmosferici  e  me  teorico- 
endogeni  con  la  solita  precedenza  della  burrasca  mi  erosi  8  mica  verso  il  mag- 
giore terremoto. 

Notò  poi  come  gli  altri  due  uragani  citati  dal  Fagioli ,  i  quali  avven- 
nero in  Narni  con  simile  complicazione  di  manifestazioni  endogene  si  trovas- 
sero a  rappresentare  la  medesima  parte  che  quest'ultimo,  in  una  burrasca 
insieme  meteorico-atmosferica  e  meteo  rico-si  smica,  segnatamente  quella  del 
23  febbraio  1879  ,  che  rimarrà  celebre  negli  annali  sismico-meteorici  e  che 
ptodusbe  i  rinomati  gravissimi  danni  nelle  coste  tirrene.  Aggiunse  quindi 
che  anche  la  presente  fase  del  medesimo  periodo  sismico  veneto-felsineo,  il 
cui  massimo  avvenne  ai  14  febbraio  ,  fu  preceduta  da  un  simile  uragano 
me  teorico-sismico,  che  scoppiò  in  Catanzaro  durante  la  burrasca  barometrica, 
che  precedette  ed  accompagnò  lo  scoppio  dell'  odierno  dinamismo  tellurico, 
nel  quale  anche  il  suolo  romano  ha  fornito  tanta  materia  di  importanti  os- 
se rvtàtiorii. 

Da  tutto  ciò  conclude,  come  l'odierna  forma  di  osservazioni  continue  sui 
fenomeni  endògeni  comparati  con  l'andamento  della  meteorologia  atmosferica, 
sveli  ogni  dì  più  il  nesso  che  esiste  fra  i  due  ordini  di  fenomeni  atmosfe- 
rici é  din&taki  terrestri. 

Descemet  Comm.  C.  -  Partecipazione  di  un  suo  studio. 

Il  eh.  signor  Comtaend.  Carlo  Descemet  partecipò  all'Accademia,  che  es- 
sendo stato  incaricato  da  S.  E.  R.ma  il  Cardinal  Pitra  di  studiare  V Ignota 
lingua  scoperta  in  un  manoscritto  della  biblioteca  pubblica  di  Wiesbaden, 
eonteóente  le  opere  di  s.  Ildegarda,  egli  vi  trovò  un  vocabolario  compo- 
sto di  iole  parole,  tracciate  con  caratteri  arcani;  e  tra  queste  circa  tOO 
nomi  di  piante  di  uccelli.  Già  nel  1848  il  dotto  filologo  Wilhelm  Grimm 
•aVeva  pubblicato  nel  giorti  a  le  tedesco  Zeischrift  fur  Deutsehes  Allerthum 
tìn  saggio  Sull'Ignota  Jitogtta,  osservando  che  parte  dei  nomi  sono  voltati 
in  Ialino,  e  parte  in  un  dialetto  tedesco,  usato  nelle  vicinanze  idi  Wies- 
baden e  lungo  le  sponde  del  Reno.  Molte  parole  però  sono  tanto  più  dif- 
ficili ad  intendersi,  in  quanto  che  sembrano  di  cento  anni  anteriori  al  se- 
colo XII0,  nel  quale  scriveva  la  santa  e  dottissima  abbadessa  di  Monte 
haperto  presso  Bingen,    diocesi    di  Ma  gonza.    Il  Wilhelm  Grimm,    benché 
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fornito  di  rara  scienza  filologica)  non  prese  a  disamina  che  128  di  queste 
parole»  e  tra  esse  sole  84  di  piante,  che  pure  non  gli  riuscì  di  determinare 
tutte.  Ma  il  disserente  aiutandosi  colle  opere  di  s.  Ildegarda  pubblicate 
dal  Migne  nella  sua  Patrologia  latina  (i8S5)  e  specialmente  del  libro  inti- 
tolato Subtilitatum  diversarum  naturarum  creaturarum,  libri  novem, 
come  anche  con  altri  studi,  ha  potuto  ridurre  quasi  tutta  la  nomenclatura 
botanica  di  S.  Ildegarda  a  quella  del  Tournefort  e  del  Linneo:  e  cosi 
stenderne  un  catalogo  che  egli  avrà  l'onore  di  sottoporre  all'esame  dell'Ac- 
cademia. Ma  dovendo  trattare  qjiest*  argomento  con  qualche  particolarità, 
il  disserente  chiese  il  permesso  di  rimandare  il  suo  discorso  alla  prossima 
adunanza. 

BoifCOMPAGNi,  Principe  D.  B.  -  Comunicazione    di    un  brano  di  lettera 
del  Prof.  E.  Catalan. 

Il  Sig.  principe  D.  B.  Boncompagni  comunicò  un  brano  di  lettera  a  lui 
diretta  dal  Sig.  Prof,  E,  Catalan  in  data  di  <r  Lie'ge,  30  jajivier  1881   ». 


EXTRAIT  D'UNE  LETTRE  ADRESSÉE  PAR  M.  E.  CATALAN 

À  D.  B.  BONCOMPAGNI 


111. 

Extrait  d'une  lettre  en  date  de  <r  Liège,  30  janvier  1881  ». 

Théorème  :  Toute  puissance  de  3  est  la  somme  de   trois  carrésì  premiers 
avec  3. 


Exemples  : 


la  +  it^  i\  35=  i3*  +    7f+j5f 


i 


a'-  *'  +  a'  + 1\ 

j6  «  «*  +  *V  +  i\ 

a,-5"+i'  +  i,f 

37<a43*  +  17*  +7% 

3w+4«  +  1«, 

38=»79*  +  16*  +8*. 

L  nienti  té  connue 

(**  +  A/)  (*"  +  A/*)  =  (xa?  *  Aj/)1  +  A  (xf  *?*?$ 
devient,  pour  .r*  =  i,  ^f  =  i,  A  =  2: 

,  3  (x%  +  a/1)  =  (x  *  «r)f  +  *  ix  =*=  t)%  • 
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Si  donc 


on  aura 


en  supposaut 


a*""1  «  x%  +  *yf 

zn  «  X1  +  *Yf, 


(0 


Par  hypothèse,  x  et  j  soni  premiers  avec  3.  Donc: 

x  «  tflbz  *  i ,        ^  =  c57l?3  *  i. 

Cela  pose,  X  et  Y  seront  aussi,  premiers  avec  3,  si  l'ori  choisit  les  combi- 
naisons  suivantes  : 


Valeurs  données 

Valeurs  adoptées 

x  =  cTft>3+i,    ^«JKtt+i, 

X  =  .r  — a/*,     Y«x+/, 

x  =  c37l>3+i,     7««37l>3-i, 

X  =»  x  +  27*,     Y  =  .r  -  j, 

X  «  t7Ifc>3  -  1,      /  =  Jfo3  +  t , 

X  =  .r  +  2y,     Y  =  x  —  y-j 

X  x»  JR>3  -  i,      jr  «  «97b3  -  1  . 

X=*X  —  2jr,      Y~X+jr. 

Remarque:  Il  est  clair  que  la  proposition  précédente  peut  étre  variée  de 
bien  des  maniferes. 


— —  Id.  —  Presentazione  di  urto  scritto  del  socio  corrispondente 
P.   Timoteo  Bertelli. 

Lo  stesso  Sig.  Prìncipe  Boncompagni  presentò  da  parte  dell'  autore  P.  T. 
Bertelli,  socio  corrispondente,  uno  scritto  intitolato:  Nuovo  avvisatore  si- 
smico ed  osservazioni  relative  alle  indicazioni  sismometriche9  pubblicato 
nel  fascicolo  e  nella  presente  sessione. 

* 

Id.  -  Presentazione  di  uno  scritto  del  P.   T.  Pepin. 

Lo  stesso  Sig.  Principe  Boncompagni  presentò  da  parte  dell'autore  P.  Teo- 
filo Pepin,  socio  corrispondente  straniero  uno  scritto  intitolato:  Mémoire 
sur  Véquation  indéterminée  x*  +  jr%  «  kz*,  che  viene  inserito  nel  pre- 
sente fascicolo. 
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Id.  -  Presentazione  di  un  opuscolo  del  Sig.  F.   Gilbert. 


11  medesimo  Sig.  Principe  Boncompagni  presentò  da  parte  del  Sig.  F.  Gil- 
bert, socio  corrispondente  straniero  un  opuscolo  intitolato  :  Sur  une  pro- 
prietà de  la  fonction  de  poisson  et  sur  la  méthode  de  Jacobi  pour 
l'integration  des  équations  aux  dérivées  partielles    du    premier    ordre. 

COMUNICAZIONI  DEL  SEGRETARIO 

11  Segretario  partecipò  all'Accademia  una  lettera  di  ringraziamento  per 
il  regolare  invio  dei  nostri  Atti  del  1830,  inviata  dalla  Biblioteca  Comunale 
di  Verona. 

SOCI  PRESENTI  A  QUESTA  SESSIONE 

Ordinari.  -  Conte  Ab.  F.  Castracane,  Presidente.  -  P.  F.  S.  Provenzali. 
Dott.  D.  Colapietro.  -  Comm.  Carlo  Descemet.  -  Comm.  A,  Cialdi  - 
P.  Giacomo  Foglini.  -  Prof.  F.  Ladelci.  -  Prof.  V.  De  Rossi  Re.  -  P.  G, 
Lais.  -  Principe  D.  B.  Boncompagni.  -  Prof.  M.  S.  De  Rossi,  Segretario. 

Onorari.  -  D.  S.  Vespasiani  -  Can.co  D.  E.  Fabiani. 

Aggiunti.  -  Prof.  G.  Tuccimei. 


La  seduta  aperta  legalmente  alle  s  §  p.  fu  chiusa  alle  ore  5  §  p 


OPERE  VEDUTE  IN  DONO 

1.  Abhandlungen  der  Kòniglichen,  ecc,  —  Berlin,  ecc.,  1880.  In  8° 

2.  Annalen  der  Physih  und  chimie,  ecc.  In  8? 

3.  Atti  della  R.  Accademia  dei  Lincei.  —  Anno  CGLXXVIII.  —  1880-8!  —  Serie  Terza  — 
Transunti  —  Volume  V.  —  Fascicolo  4%  5?  —  Roma,  ecc.,  1881.  In  4? 

4.  Atti  del  Reale  Istituto    Veneto,  ecc.  —  Tomo  Settimo  —  Serie   Quinta  —  Dispensa  2*  — 
Venezia,  ecc.  1880—81.  In  8? 

5.  Annuario  dell'Accademia  delle  Scienze  fisiche  e  matematiche.  — >  Napoli,  ecc.  1881. 

6.  Annuaire  de  Ville-Marie,  ecc.  —  Montreal,  ecc.  1878.  In  8? 

7.  BERTIN  (M.  E).  —  Sur  la  relation  entre  la  Période  Rèsile  des  Vagues,  ecc.,  Paris,  ecc., 
1881.  In  8? 

8.  Bullettino  del  Vulcanismo  italiano,  ecc.,  Redatto  dal  Cav.  Prof.  Michele  Stefano  De  Rossi' 
Anna  VII»  1880.  —  Decembre  1880.  —  Roma,  ecc.  In  8° 

9.  Bulletin  des  sciences  mathématiques  et  astronomiques,  ecc.  —  Paris,  ecc.  1880.  In  8? 

10-  Bullettino  Meteorologico  del  Reale  Osservatorio  Astronomico  di  Napoli,  ecc.  —  Anno  XV.  — 
9'  Serie  —  Tav.  Ia.  —  Gennaio  1880.  In  8? 

11.  Bulletin  de  la  Société  Imperiale  des  naturalistes  de  Moscou,  ecc.  —  Publié  soas  la  Réda- 
ction  du  Docteur  Renard.  —  Année  1880.  —  N.  2.  —  Moscou,  ecc.,  1880.  In  8* 
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12.  Crònica  Cientifica.  —  Revista  iniernaeional  de  ciéndat,  ecc.  —  Afio  IV.  —  tade  Enero 
de  1881.  —  Num.  73,  —  Barcelona,  ecc.  In  8! 

13.  Cerniteti  Boók  of  the  corporation  of  kinsale,  eco»,  Billing,  ecc.  In  8? 

14.  Expotition  Seolaire  de  la  province  de  Quebec.  —  Catalogne.  —  Montreal,  1880.  In  8* 

15.  GILBERT  (M.  Ph.)  — •  Sur  une  proprietà  de  la  fonction  de  poisson,  ecc.,  Bruxelles,  ecc. 

1881.  In  8! 

16.  La  Civiltà  Cattolica.  —  Anno  trigesimosecondo  —  Serie  XI.  —  Voi.  V.  —  Quaderno  735 — 
736.  —  Firenze,  ecc.  5,  19  Febbraio  1880.  In  8. 

17.  La  Natura:  —  Direttore  Lamberto  Cappanera.  —  Voi.  IV.  —  Num.  11  e  12.  —  31  Di- 
cembre. —  in  Firenze,  ecc.  1880.  In  8? 

18.  Monatsberichi  der  Kòniglich  preussùchen  Akademie  der  Wissenschaften  zu  Berlin.  —  Se- 
ptember  h  October  1880.  —  Berlin,  1331.  In  8? 

19.  Memorie  della  R.  Accademia  delle  Scienze  di  Torino,  ecc.  —  Torino,  ecc.  1880.  In  8° 

20.  Osservatorio  di  Moncalieri.  —  Osservazioni  Meteorologiche  fatte  nelle  stazioni  della  corri- 
spondenza Meteorologica  italiana  Alpino-Appennino,  ecc.   —  Sede  Centrale  —  Torino  — 
Anno  IX.  —  4°  Trimestre  —  Settembre,  Novembre  1880.  In  8. 

21.  Polybiblion.  —  Revue  Bibliographique  Universale  —  partie  Littéraire  ecc.  Deuxième  Sèrie. 

—  TomeTreizième,  Première,  Deuxième  Kvraison  —  lanvier,  Février.  —  XXX«  de  la  colle- 
ction.  —  Partie  Tecnique— Janvier,  Décembre  1880. —  Tome  Sixième  —  XXXe  de  la  col- 
lection.  —  Paris  ecc.  1880.  In  8.° 

22.  Rendiconto  dell9 Accademia  delle  Scienze  Fisiche  e  Matematiche,  ecc.  —  Anno  XIX.  — 
Nov.  e  Die  —  Fase.  11*  e  i2?  —  Anno  XX.  —  Fase.  1?  —  Gennaio  1881.  —  Napoli, 
ecc.  In  4.° 

23.  Southern  Manitoba  and  turile  mountain  country,  ecc.  In  8? 

24.  TORRES  (D.  Rafael  Roig  y)  —  Lariqueza  de  la  agricoltura,  ecc.,  Barcelona,  ecc.  1881.  In  8* 
25. Contribucion  al  estudio  de  la  Fonografia,  ecc..  In  8? 

26-  Wurttembergische  Vierteljahrshefie  fur  LandesGeschicte,  ecc.,  —  1880.  —  Heft  1,  II,  III,.  IV. 

—  Stuttgart,  ecc.  1880.  In  8? 

27.  ZITTEL  (Dr.  Karl.  A.)  —  Ueber  den  geologischen  Bau  der  libyschen  umste,ecc.  Muncheiv 
ecc.»  18$0»  In  8? 
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PRESIDENZA  DEL  SIG.  CONTE  AB.  FRANCESCO  CASTRACANE 

DEGLI  ANTELMINELLI 


MEMORIE  E  NOTE 

DEI   SOCI  ORDINARI  E  DEI  CORRISPONDENTI 


CONTRIBUZIONE  ALLA  FAUNA  MEDITERRANEA 

DEL  LITORALE  ROMANO 
«  Lamellaria  »  nova  species 

NOTA 

DEL  PROF.  AUGUSTO  STATUTI 

J.  utti  i  più  recenti  ed  autorevoli  trattatisti  di  Conchiologia  si  accordano  nel- 
l'ammettere  nelle  acque  del  Mediterraneo  la  presenza  del  genere  Lamellaria  (i), 

(1)  11  genere  Lamellaria  fu  proposto  da  Montagne  nel  1815,  e  corrisponde  a  quello  di 
Manenia  istituito  da  Leach  nel  1819,  ed  a  quello  di  Coriocella  Blainyille  1824 ,  ed  a  Corio- 
cella  Philippi  1844. 

Le  Lamellarie  costituiscono  secondo  Weinkauff  il  genere  2? 

della  Famiglia  III •  Naticidae 

Sezione Holostomata 

Sott*  ordine  IV ,  Pectinibranchiata 

Ordine  I. Gasteropoda  (Cuvier) 

Classe  II Mollusca  Gephala 

Secondo  il  metodo  adottato  da  Woodward  (Treatise  on  recent 
and  fossil  shells  )  le  Lamellarie  formano  il  genere  4°  della 

Famiglia Naticidae 

Sezione  B Holostomata 

Ordine  I Prosobranchiata 

Glasse  II Gasteropoda 

Secondo  la  classificazione  proposta  da  Ghenn  (Manuel  de  Con- 
chyliologie  et  de  Paleontologie  Gonchyologiqne)  le  Lamel- 
larie rappresentano  il  genere  71!  della  16*  famiglia    .  Vélutinidés 
Sott'  ordine  1.' Proboscidifères 

18 
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rappresentala  peraltro  dalla  unica  specie  nota  sotto  il  nome  di  Lamella- 
ria  perspicua  L!  (i). 

Nell'interesse  quindi  dell'incremento  della  Fauna  Mediterranea  non  tornerà 
forse  discaro  a  coloro  che  più  particolarmente  si  occupano  di  Malacologia 
di  apprendere  l' esistenza  nelle  acque  del  nostro  litorale  di  Civitavecchia  , 
già  noto  del  resto  per  la  dovizia  delle  sue  produzioni  conchiglifere,  (2)  di 
una  seconda  specie  di  La  me  Ilari  a  mediterranea,  la  quale  tuttoché  abbia  una 
certa  analogia  con  quella  suenimciata,  se  ne  distingue  peraltro  assai  note- 
volmente sia  a  riguardo  della  conchiglia  che  dell9  animale. 

Quest'  animale  infatti  di  forma  ovale-conica  (  veggasi  la  figura  annessa  ) 
piano  al  di  sotto  è  ricoperto  da  un  gran  mantello  che  deborda  sul  piede 
in  tutto  il  suo  perimetro.  Su  tale  mantello  si  nota  sul  davanti  un  taglio, 
i  cui  lembi  a  talento  dell'animale  or  si  riuniscono  ed  ora  si  allontanano  la- 
sciando allora  travedere  sul  fondo  una  specie  di  foro  munito  di  sifone.  La 
testa  dell'animale  di  color  porpora  scuro  h  relativamente  larga,  ed  h  munita 
di  due  tentacoli  conici  piuttosto  lunghi ,  corredati  di  occhi  alla  loro  base 
esterna.  Piede  corto  di  color  bruno  chiaro  anch'  esso  porporescente  e  mi- 
nutissimamente cosperso  di  punti  biancastri,  troncato  nella  parte  anteriore 
ed  arrotondato  in  quella  posteriore. 

Il  mantello  che  ricuopre  l'animale  di  color  cenerognolo  ,  nello  stato  di 
quiete  si  presenta  come  raggrinzato,  e  forma  sul  dorso  delle  lievi  promi- 
nenze e  sinuosità  variabili  peraltro  di  posto  in  dipendenza  dei  movimenti 
dell'animale.  Si  deve  inoltre  avvertire  che  anche  il  mantello  come  il  piede 
h  finamente  cosperso  di  piccole  punteggiature  o  roacelwUe  bianchiccie,  le 
quali  pero  meglio  si  rilevano  col  sussidio  deità  lènte,  essendo  poco  discer- 
nibili ad  occhio  nudo.   L'  animale  h  privo  affatto  di  opercolo. 

In  quanto  poi  alla  conchiglia,  la  quale  è  sempre  interamente  nascosta  dal 
mantello,  come  in  tutte  le  altre  lameljarie,  essa  è  di  un  color  bianco  lat- 
tiginoso, lucida  sottilissima,  liscia  e  soltanto  segnata  dalle  zone  di  accre- 
scimento che  appajono  dove  più    dove  meno    marcate    specialmente    nella 

Ordine  1? Pectinibrancbes 

Classe  IV Gastéropodes 

Sotto  divisione  1* Céphalés 

Divisione MoIIusques 

(1)  Possono  consultarsi:  Weinkauff.  Die  concbylien  des  Mittelmeeres  1867. 
leffreys.  —  Sui  testacei  marini  delle  coste  del  Piemonte  1856. 

Marchese  di  Monterosato:  Enumerazione  e  sinonimia  delle  Conchiglie  Mediterranee  1878. 
(2)  Veggasi  Monterosato.   Notizie  sulle  conchiglie   della  rada  di  Civitavecchia.  —  Estratto 
dagli  Annali  del  Museo  Civico  di  Storia  Naturale  di  Genova.  —  Voi.  IX.  —  1876-1877. 
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parte  dorsale.  La  forma  di  questa  conchiglia  tende  all'  ovale  leggermente 
convessa,  e  consta  di  tre  anfrattuosita,  l'ultima  delle  quali,  come  nel  ge- 
nere Natica,  forma  quasi  tutto  il  corpo  della  medesima.  Merita  di  essere 
specialmente  rimarcato  che  nella  nostra  specie  le  suddette  anfrattuosita  sono 
ornate  di  un  piccolo  risaltino  o  cingoletto  marginale  che  ne  divide  i  giri. 
L'apertura  h  intera  di  figura  ovale  allungata.  Bordo  diritto  sottilissimo  ta- 
gliente. 11  bordo  columellare  rinforzato  da  lieve  callosità  h  centina to  e  si 
riunisce  dolcemente  al  destro  per  assumere  la  suindicata  configurazione  ovu- 
lare.  L'apice  della  columella  h  alquanto  prominente. 

La  lunghezza  dell'animale  dalla  testa   al    piede  misura  42  mm. 
La  sua  larghezza  o  diametro  35     »  * 

La  lunghezza  della  conchiglia  19     » 

La  sua  larghezza  14     » 

À  norma  dei  cultori  di  Malacologia  gioverà  altresì  di  conoscere  che  que- 
sta Lamellaria  affetta  l'apparenza  esteriore  di  una  vera  patella,  colla  quale 
a  prima  vista  potrebbe  forse  perfino  scambiarsi  ,  e  ciò  sia  per  la  forma 
sia  pel  colorito  del  mantello,  il  quale  imita  assai  bene  colle  sue  pieghe  lon- 
gitudinali lo  scudo  delle  Patelle  sopratutto  nello  stato  di  riposo  allorché 
l'animale  si  trova  interamente  ritirato  sotto  il  mantello  ed  il  piede  aderisce 
ai  corpi  sottomarini,  dai  quali  è  difficile  staccarsi,  come  appunto  si  verifica 
nelle  Patelle. 

Ora  dall'insieme  dei  suespressi  caratteri  può  desumersi'  con  sufficiente 
precisione  la  differenza  specifica  che  intercede  tra  la  Lamellaria  perspicua 
L°  :  é  la  nostra  univalve.  Imperciocché  a  prescindere  che  la  perspicua  non 
raggiunge  mai  le  dimensioni  della  nostra  lamellaria  (ed  intendo  prescindere, 
se  cosi  piaccia,  da  questo  elemento,  unicamente  per  non  dar  luogo  a  dubi- 
tare che  nel  caso  possa  trattarsi  di  una  semplice  varietà  major  della  per- 
spicua  (i)  )  egli  e  ben  noto  che  l'animale  della  prima  h  colorito  sempre  in 
giallo  arancio  cupo  sul  mantello  ed  in  giallo  pallido  sul  piede  ,  laddove  , 
come  abbiamo  annunciato,  nella  seconda  l'animale  assume  un  color  cenero- 
gnolo sul  dorso  ed  h  tinto  costantemente  in  rosso  vivo  di  porpora  sul 
corpo  e  piede.  Che  se  a  questa  differenza  esistente  nel  colorito  dei  due  ani- 
mali si  aggiunga  poi  l'altra  ancor  più  rimarchevole  del  risaltino  che  si 
fa  notare  alla  base  degli  anfratti  della  nostra  conchiglia  ,  risaltino  che 
manca  assolutamente  nella  Lamellaria  perspicua ,  ragionevolmente  sembra 


(1)  Monterosato  nell'opera  succitata:  Enumerazione  delle  conchiglie  del  Mediterraneo  «da  un 
cenno  delle  varietà  conosciute  della  Lamellaria  perspicua  V.  » 
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possa  dedursehe  che  la  nostra  Lamellaria  non  deve  sotto  nessun  rapporto 
confondersi  colla  specie  Mediterranea  già  nota. 

Questo  mollusco  fu  rinvenuto  vivente  nel  bacino  del  Porto  di  Civitavec- 
chia (i)  ad  una  profondità  di  metri  4  circa,  dal  quale  in  diverse  epoche 
ne  furon  pescati  due  soli  esemplari  e  conseguentemente  a  quanto  pare,  deve 
ritenersi  come  assai  raro.  Fu  raccolto  dall'esimio  Conchiliologo  Sig.  Biagio 
Donati  socio  corrispondente  della  nostra  Accademia,  il  quale  avendolo  sotto- 
posto pel  primo  ad  un  accurato  esame,  ne  rilevò  i  caratteri  differenziali  più 
importanti  specificandolo  col  nome  di  «  Lamellaria  marginata  ». 

E  poiché  realmente. questa  conchiglia    non    ha    veruna  affinità  colle  sue 
congeneri- finora  conosciute  (2)  all' infuori  della  Perspicua,  dalla  quale  per 
altro  in  grazia  delle  sottoposte  considerazioni  non  può  a  meno  di  ammet- 
tersi che  diversifichi  sensibilmente;  quindi  h  che  avvalorato  anche  dall'au- 
torevolissimo giudizio  del  Chmo  Malacologo  Prof.  Tiberi,  che  a  mia  preghiera 
gentilmente  annui  di  studiare  uno  dei  suindicati  esemplari  ;  a  titolo  di  con- 
tribuzione alla  Fauna  Mediterranea    del    nostro  Litorale  Romano  non  esito 
di  proporla  come  una  nuova  specie  di  Lamellaria  sotto  il  nome  di  «  La- 
»  mellaria  marginata  Donati  »  colla  seguente  frase  specifica  «  Testa  ovato- 
»  oblonga,  pellucida,  fragilis,  albo-lactea,  convexo-planiuscula  ,  spira  sub- 
»  prominula ,  anfractibus  tribus  convexiusculis  cingulo  marginatis,  columella 
»  arcuata  subreflexa,  labro  tenuissimo  acuto.  » 

(!)  Quantunque  la  Lamellaria  in  parola  dì  fatto  sia  stata  rinvenuta  nel  Porto  di  Civitavecchia 
e  precisamente  sugli  scogli  del  molo  del  Lazzaretto,  tuttavia  evvi  ragione  di  credere  che  il  suo  vero 
Habitat  sia  più  esattamente  il  litorale  di  Civitavecchia  anziché  il  Porto  suindicato.  Ed  in  vero  tenuto 
calcolo  che  i  paranzella™  indigeni  hanno  l'abitudine,  allorché  il  tempo  è  contrario,  di  eseguire  in  porto 
lo  spurgo  delle  loro  reti,  tra  i  quali  spurghi  non  raramente  si  rinvengono  diverse  specie  dei  ge- 
neri Tethys  —  Pleurobranchus  —  Pleurobranchea  —  Gasteropteron  —  Tritonia,  ecc.,  ecc.,  che  cer- 
tamente non  vivono  nel  porto,  non  é  fuor  di  luogo  il  ritenere  che  la  nostra  Lamellaria  sia  stata 
realmente  pescata  al  largo  ad  una  forte  profondità  di  acqua  e  che  solo  incidentalmente  sia  stata  poi 
trovata  sopra  gli  scogli  del  Lazzaretto,  come  proveniente  da  qualche  spurgo  di  rete  peschereccia. 

(2)  Il  numero  delle.  Lamellarie  Gnora  conosciute  é  assai  ristretto  limitandosi  a  sole  10  specie 
sparse  nei  diversi  mari  di  Norvegia,  Brettagna,  Mediterraneo,  Nuova  Zelanda  e  Filippine.  — 
Veggasi  Woodward  opera  citata. 
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SULLA  TRASMISSIONE  DEL  CALORE  SOLARE 

ATTRAVERSO 
I  MURI  DELLE  ABITAZIONI 

NOTA 

DEL  P.  F.  S.  PROVENZALI  D.  G.  D.   6. 


N, 


ella  Revue  des  Sciences  redatta  da  M.  G.  Tissandier  (i)  vidi  annunziate 
alcune  recenti  sperienze  di  M.  A.  Vogt  intorno  all'effetto  delle  radiazioni 
solari  sui  muri  delle  case.  Da  tali  sperienze  risulta  che  di  tre  muri  iden- 
tici quanto  alle  dimensioni  ,  alla  struttura  ed  alla  composizione  volti  uno 
all'  Est,  l'altro  al  Sud  ed  il  terzo  all'  Ovest,  quello  che  trasmette  nell'  in- 
terno dell'abitazione  la  massima  quantità  di  calorico  h  il  muro  volto  all'Est, 
quindi  segue  il  muro  volto  all'Ovest  e  per  ultimo  quello  volto  al  Sud.  I 
rapporti  fra  le  quantità  di  calorico  ottenuti  in  una  delle  suddette  sperienze 
furono  : 

Est  :  Ovest  :  Sud  =  i   :  0,  75  :  0,  68 

ed  in  un'  altra  sperìenza 

Est  :  Ovest  :  Sud  —  i   :  o,  49  :  0,  48. 

Questi  rapporti  non  sono  del  tutto  conformi  a  quelli  da  me  ottenuti  negli 
anni  i87J,  72  e  73  ad  occasione  di  una  lunga  serie  di  sperienze  sulle  radia- 
zioni solari  (2).  Di  siffatte  sperienze  diedi  conto  all'  Accademia  solo  per 
quella  parte  che  si  riferisce  all'intensità  della  luce  e  del  calorico  secondo 
le  diverse  altezze  delJSole.  Ho  quindi  creduto  conveniente  di  completare  la 
rerazione  esponendo  anche  i  risultati  che  ne  ebbi  rapporto  alle  quantità 
relative  del  calorico  trasmesso  dai  muri  diversamente  orientati. 

Il  locale  di  cui  mi  valsi  per  queste  sperienze  fu  una  piccola  camera  ret- 
tangolare fabbricata  sul  tetto  del  Gabinetto  di  Fisica  del  Collegio  Romano, 
epperò  affatto  libera  ,  e  durante  l' intera  giornata  esposta  ai  raggi  diretti 
del  Sole.  I  quattro  muri  di  questa  camera  sono  perfettamente  identici  e 
volti  ai  quattro  punti  cardinali  del  cielo;  ciascuno  poi  di  questi  muri  h 
fornito  di  una  finestra    bastantemente    ampia  da  permettere  di   mantenere 

(t)  20  Janvier  1881. 

(2)  V.  Alti  dell*  Acc.  Pont.  de%  nuovi  Lincei  a.  XXV,  Sess.  I«  e  Va,  ed  a.  XXVI,  Sess.  IV. 
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l'aria  interna  ad  equilibrio  di  temperatura  coll'esterna.  Per  misurare  la  quan- 
tità di  calorico  trasmesso  in  tempi  eguali  dai  tre  muri  che  guardano  l'Est, 
r  Ovest  ed  il  Sud  feci  uso  di  tre  coppie  di  termometri  a  due  a  due  col- 
locati a  contatto  uno  della  superficie  esterna,  e  l'altro  dell'interna  di  cia- 
scun muro.  Ammesso  che  a  parità  di  circostanze  la  quantità  del  calorico 
che  passa  dalla  parte  più  calda  di  un  corpo  alla  meno  calda  è  nella  ragione 
diretta  semplice  della  differenza  di  temperatura  delle  parti  medesime,  altro 
non  rimaneva  che  osservare  di  tempo  in  tempo  le  indicazioni  di  quei  ter- 
mometri. Tali  osservazioni  furono  da  me  fatte  ad  ogni  ora  in  tutte  le  gior- 
nate serene  nei  tre  mesi  di  marzo,  settembre  e  ottobre,  cioè  per  altezze  del 
Sole  poco  diverse  dall'altezza  media.  Ogni  sperienza  fu  sempre  preceduta 
dalla  verifica  dell'equilibrio  di  temperatura  dell'aria  esterna  coli' interna  della 
camera.  Inoltre  a  fine  di  assicurarmi  che  una  certa  quantità  di  calorico 
passava  realmente  attraverso  il  muro  esposto  all'azione  diretta  del  Sole,  non 
omisi  mai  di  confrontare  le  indicazioni  del  termometro  annesso  alla  super- 
ficie interna  di  ciascun  muro  con  quelle  di  un  altro  termometro  situato 
nel  mezzo  della  camera.  Le  differenze  medie  di  temperatura  delle  due  op- 
poste superficie  durante  tutto  il  tempo  che  ciascun  muro  rimase  esposto  alle 
radiazioni  solari  furono  le  seguenti  : 


Settembre  i87i 

Orientazione 

Differenza 

Sud 

5°,  « 

Est 

4,  4 

Ovest 

Marzo  1872 

3,  1 

Sud 

4»  9 

Est 

8,  8 

Ovest 

Ottobre  187» 

S,  5 

• 

Sud 

4,  i 

Est 

S,  9 

Ovest 

3,  2 

d'  onde  risulta  che  la  massima  quantità  di  calorico  fu  sempre  trasmessa  dal 
muro  volto  al  Sud  e  la  minima  da  quello  volto  all'Ovest.  Supposto  pertanto 
che  fosse  uguale  il  tempo  durante  il  quale  ciascun  muro  rimaneva  esposto 
al  Sole  si  avrebbero  i  rapporti 
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Sud   :  Est  :   Ovest  «  i   :  0,  8   :  0,  6. 

Ma  il  fatto  h  che  il  muro  volto  al  Sud  stava  sotto  l'azione  de'  raggi  solari 
per  un  tempo  quasi  doppio  degli  altri  due,  avremo  dunque 

Sud  :   Est   :   Ovest  =»  1    :  0,  4   :   0,  3. 

Quanto  ai  due  muri  volti  all' Est. ed  all' Ovest,  questi  rapporti  vanno  d'ac- 
cordo oon  quelli  ottenuti  dal  Sig*  Vogt.  Nfc  mi  sembra  cosa. difficile  il  dare  ra* 
gione  della  minore  quantità  di  calorico  trasmesso  dal  muro  volto  all'Ovest 
rispetto  a  quello  volto  all'Est.  Sebbene  questi  due  muri:  si  trovino  nelle 
medesime  circostanze  di  altezza  del  Sole  e  di  tempo  in  cui  rimangono  esposti 
alle  sue  radiazioni;  pure  nel  muro  volto  all'Ovest,  già  scaldato  dall'aria  e  dagli 
altri  corpi  circostanti,  là  degradazione  di  temperatura  nei  singoli  strati  paralleli 
andando  dalla  superficie  esterna  verso  l'interna  deve  senza  dubbio  essere 
minore  che  nel  muro  volto  all'Est,  il  quale  riceve  i  raggi  solari  subito  dopo 
il  freddo  della  notte.  Ed  h  appunto  dalla  rapidità  della  suddetta  degrada- 
zione che  dipende  la  maggiore  o  minore  quantità  di  calorico  in  un  dato 
tempo  trasmesso  dalla  superficie  più  calda  alla  meno  calda.  Non  si  può 
dire  lo  stesso  riguardo  al  muro  volto  al  Sud,  che  stando  alle  sperienze 
del  Sig.  Vogt  da  il  minimo  ed  alle  mie  il  massimo  calorico  trasmesso.  Ma 
primieramente  si  vuole  osservare  che  le  mie  sperienze  furono  fatte  quando 
il  Sole  si  trovava  in  vicinanza  dell'equatore;  nelle  altezze  dell'astro  molto 
maggiori  non  h  cosa  improbabile  che  la  più  grande  obliquità  dei  raggi 
nell'  accostarsi  del  Sole  al  meridiano  possa  compensare  con  vantaggio  la  mag- 
giore intensità  e  la  più  lunga  durata  delle  radiazioni  efficaci,  per  modo 
che  dal  muro  volto  al  Sud  si  ottenga  il  minimo  calorico  trasmesso.  Del 
resto  non  essendomi  possibile  al  presente  di  tornare  sul  luogo  delle  mie 
osservazioni,  nfe  di  valermi  di  un  altro  locale  egualmente  adatto  per  intra- 
prendere una  nuova  serie  di  sperienze  nei  mesi  estivi,  nulla  posso  dire  di 
positivo  intorno  alla  quantità  relativa  del  calorico  trasmesso  dal  muro  volto 
al  Sud  nelle  maggiori  altezze  del  Sole. 

Si  deve  inoltre  notare  che  se  il  calorico  trasmesso  si  paragoni  non  al- 
l'effettivo riscaldamento  delle  superficie  esterne. dei  muri,  come  fu  fatto  da 
me,  ma  all'assoluto  potere  riscaldante  delle  radiazioni,  come  credo  abbia 
fatto  il  Sig.  Vogt,  è  cosa  molto  verosimile  che  il  minimo  calorico  tra- 
smesso si  abbia  dai  muri  volti  al  Sud.  Sappiamo  infatti  che  in  un  corpo 
sottoposto  all'azione  di  una  forza  calorifica  sempre  crescente  a  misura  che 
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aumenta  il  riscaldamento  aumenta  pure  la  perdita  di  calorico  prodotta  dal 
raggiamentp  e  dal  contatto  dell'aria,  di  maniera  che  i  due  contrari  effetti 
del  riscaldamento  e  del  raffreddamento  finalmente  raggiungono  un  limite 
in  cui  si  equilibrano,  ed  allora  la  temperatura  del  corpo  rimane  staziona- 
ria, nonostante  che  gli  vengano  comunicate  sempre  nuove  quantità  di  ca- 
lorico. Questo  limite  poi  sarà  raggiunto  di  preferenza  dai  muri  volti  al 
Sud  che  stanno  esposti  ai  raggi  di  massima  intensità  e  vi  rimangono  per 
un  tempo  quasi  doppio  degli  altri  volti  all'  Est  ed  all'  Ovest.  Con  tuttociò 
anche  in  questo  caso  come  nel  precedente  nulla  posso  dire  di  certo,  perchè 
lo  scopo  delle  mie  sperienze  fu  di  determinare  il  calorico  trasmesso  relati- 
vamente al  calorico  assorbito  nelle  diverse  ore  del  giorno.  Quello  che  dalle 
cose  dette  si  può  conchiudere  è  che  la  discrepanza  fra  i  risultati  delle  spe- 
rienze del  Sig.  Vogt  e  delle  mie  quanto  ai  muri  volti  al  Sud  probabilmente 
non  da  altro  dipende  che  dalle  diverse  circostanze  e  dal  diverso  modo  di 
valutare  il  calorico  trasmesso. 
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SOPRA  LÀ  RELAZIONE 
FRA  1  MASSIMI  E  MINIMI  DELLE  MACCHIE  SOLARI 

E  LE  STRAORDINARIE 
PFRTURBAZIONI  MAGNETICHE 

XII*  COMUNICAZIONE 
DEL  P.  G.  STANISLAO  FERRARI,  D.  C.  D.  G. 

VJome  già  il  1867  così  il  1878  segna  un*  altrf  epoca  di  minimo  assoluto  nelle 
macchie  solari  e  questa  ancor  più  notevole,  poiché  mentre  nel  1867  il  nu- 
mero totale  delle  macchie  e  dei  gruppi  fu  di  32,  nel  1878  tanto  dalle  osser- 
vazioni del  Cb.  Prof.  Spòrer  a  Potsdam,  quanto  dalle  nostre  fatte  nell'  Os- 
servatorio del  Collegio  Romano,  risulta  che  sole  20  macchie  e  queste  gene- 
ralmente assai  piccole  furono  vedute  sulla  superficie  del  Sole. 

In  altra  comunicazione  speciale  abbiamo  pubblicato  i  quadri  particolareg- 
giati risguardanti  le  protuberanze,  le  facole  e  le  macchie  solari  nel  1°  e  2° 
semestre  del  1878  dai  quali  apparisce  manifesta  a  colpo  d'occhio  la  grande 
diminuzione  sì  nel  numero  che  nell'estensione  di  questi  fenomeni,  dai  quali 
sogliono  gli  Astronomi  dedurre  lo  stato  dell'attività  solare  che  per  essi  si 
manifesta;  essi  riduconsi  a  cifre  insignificanti  se  vengano  paragonati  agli 
anni  1870  e  1871  corrispondenti  al  massimo  dei  medesimi.  Un  fatto  degno  di 
special  menzione  si  h  che  l'estensione  delle  facole  in  gradi  di  circonferenza 
tanto  nel  primo  quanto  nel  secondo  semestre  si  tenne  ancor  più  del  doppio 
maggiore  nell'  emisfero  boreale  del  Sole  che  non  nell'emisfero  australe. 

Come  negli  anni  precedenti,  a  questa  diminuzione  nel  numero  delle  mac- 
chie corrispose  la  relativa  diminuzione  nel  medio  valore  dell'  escursione  an- 
nuale della  declinazione  magnetica  tanto  nel  grande  declinometro  di  Gauss 
usato  dal  compianto  P.  Secchi  fino  dal  1850,  quanto  nei  declinometri  di  Mi- 
lano di  Praga  e  di  Parigi.  La  differenza  fra  la  diminuzione  del  1877  e  del 
1878  fu  a  Milano  di  38  centesimi  di  minuto  primo  in  arco,  e  quella  notata 
a  Roma  fu  di  41  centesimi.  Può  darsi  maggiore  concordanza  nei  risultati? 
Ciò  piacquemi  di  notare,  per  confondere  ancora  una  volta  la  leggerezza  (per 
non  dir  altro)  estrema  colla  quale  si  pretese  da  taluno  offuscare  la  fama 
dell'illustre  e  venerato  nostro  maestro  il  P.  Angelo  Secchi  quasi  che  igno- 
rasse le  più  volgari  nozioni  in  fatto  di  osservazioni  magnetiche.  Ma  su  ciò 
basti  il  già  detto  da  noi  copiosamente  altrove  in  risposta  alle  critiche  in- 
temperanti de'  novelli  Aristarchi. 

19 
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Ritornando  pertanto  ali  argomento  che  abbiamo  tra  mano,  seguiremo  in 
questa  comunicazione  lo  stesso  metodo  delle  precedenti,  badando  unicamente 
alla  ricerca  del  vero  e  non  ali*  amenità  della  trattazione  ,  richiedendosi  in 
questa  materia  solo  di  accertare  i  fatti  con  un  metodo  di  discussione  uni- 
forme per  meglio  rilevarne  le  conclusioni. 

Quindi  h  che  a  conferma  dei  risultati  ottenuti  dalle  nostre  osservazioni 
addurremo  quelli  ottenuti  a  Praga,  a  Vienna,  a  Stonyhurst  e  a  Zi-ka-wei 
dai  quali  sempre  più  manifesta  si  mostrerà  l'intima  correlazione  fra  i  mas- 
simi e  minimi  delle  macchie  solari  e  le  straordinarie  perturbazioni  ma- 
gnetiche. 

Avendo  esaminato  gli  specchi  mensili  già  pubblicati  nel  nostro  Bullettino 
Meteorologico  e  negli  Atti  della  Sessione  4/  del  16  marzo  1879  si  vede  a 
colpo  d'occhio  l'estrema  scarsezza  delle  macchie  in  quest'anno.  Due  sole 
volte  salirono  al  numero  di  due  contemporaneamente  sul  Sole  e  per  mesi 
interi  esso  ne  fu  interamente  privo.  E,  cosa  singolare!  (ma  per  noi  punto 
nuova)  aWunico  gruppo  di  qualche  entità  sul  Sole  sulla  fine  di  Maggio  ed  ai 
primi  di  Giugno,  corrispose  V unica  perturbazione  più  straordinaria  di  tutto 
l'anno  secondo  che  osservò  il  Ch.  P.  Perry  nel  suo  resoconto  delle  straor- 
dinarie perturbazioni  magnetiche  pel  1873  ;  «  The  principal  storm  òf  this 
»  monili  and  of  the  year  »  per  usare  le  sue  stesse  parole.  Il  massimo  del- 
l'area di  superficie  perturbata  in  questo  gruppo  fu  di  22mm<*. 

Videsi  pertanto  appuntino  verificata  la  seconda  parte  della  legge  già  da 
noi  stabilita  fino  dal  1867  che  cioè  <r  negli  anni  del  minimo  e  di  deboli 
»  variazioni  (non  maggiori  di  uno  a  tre)  nel  numero  delle  macchie,  le 
»  perturbazioni,  oltre  all'essere  generalmente  assai  più  deboli,  avvengono 
»  principalmente  quando  nel  Sole,  di  pulito  che  era  si  formano  alcune 
»  macchie   ». 

Seguendo  l'usato  metodo,  ormai  ben  noto  ai  nostri  colleghi  e  lettori,  di- 
videremo a  periodi,  compresi  fra  due  minimi  a  zero  ed  un  massimo  relativo, 
i  fenomeni  corrispondenti  del  magnetismo  terrestre  osservati  nelle  stazioni  im- 
portanti di  Stonyhurst,  di  Praga,  di  Vienna,  di  Zi-ka-vei  e  della  nostra  Roma. 

Venendo  pertanto  ai  particolari,  il  i!  periodo  h  compreso  fra  il  i°  Gen- 
naio 1878  ed  il  25  con  due  minimi  assoluti  a  zero  ed  un  massimo  di  4mm<* 
di    superficie  perturbata  il  giorno  24  con  un  solo  gruppo  sul  Sole. 

Veggasi  ora  quanto  trovasi  registrato  indipendentemente,  nelle  nostre  note, 
nel  Bullettino  meteorologico  e  magnetico  di  Zi-ka-wei  e  nei  Results  dell'Os- 
servatorio di  Stonyhurst.   In  Roma  dal  giorno  5  al  20  nei  giorni   in  cui  si 
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potè  fare  l'osservazione  spettroscopica  si  trova  una  continua  decrescenza 
nell'attività  sull'  orlo  del  Sole,  pochissime  le  protuberanze  e  queste  assai 
deboli. 

20-22.  Nati  improvvisamente  due  pori  che  sono  già  chiusi  il  22.  Calma 
perfetta  all'orlo     il  21. 

26.  Dal  22  al  26  giornate  cattive  ed  il  26  nebbioso  assai,  impossibile  l'os- 
servazione spettrale.  Nata  la  macchia  n?  2  che  sono  pori  (debbono  essere  il 
gruppo  n?  1  ricomparso). 

25.  Già  chiusa  la  macchia,  una  sola  protuberanza,  due  o  tre  facolette 
all'Ovest. 

Ora  nella  Rivista  meteorologica  del  Gennaio  1878  leggesi  quanto  segue: 
tf  I  magneti  che  nelle  prime  due  decadi  aveano  presentato  delle  irregolarità 
molto  discrete,  nel  decorso  dell'ultima  accusarono  una  maggiore  inquie- 
tezza e  perturbazione,  la  quale  giunse  al  massimo  sul  mezzodì  del  24  coinci- 
dente colle  ore  notturne  non  solo  degli  Stati  occidentali  ma  altresì  degli 
orientali  dell'America  Settentrionale.  E  precisamente  in  quella  notte  un'Au- 
rora Boreale  fu  osservata  in  ben  17  Stati  che  occupano  la  zona  settentrionale 
della  grande  Repubblica,  come  ricavasi  dal  Monthlj  "ff^eather  Review  del 
Gennaio.  Uu'altra  se  n'ebbe  nella  notte  seguente,  quando  la  perturbazione 
nei  nostri  magneti  non  era  ancora  calmata,  ma  questa  fu  visibile  in  soli 
4  Stati ,  e  nelle  altre  notti  del  25  e  del  30 ,  in  uno  spazio  ancor  più  ri- 
stretto ».  Fin  qui  la  Rivista. 

Aprendo  ora  i  Results  di  Stonyhurst  pel  1878  pag.  54  sotto  il  titolo:  Ma- 
gnetic  disturbances.  (Januarjr).  leggiamo  quanto  segue  fedelmente  tradotto 
nel  nostro  idioma:  «  Un  piccolo  movimento  dell'ago  magnetico  verso  Est 
occorse  fra  la  mezzanotte  e  le  2b  antimerid.  del  2,  e  poscia  nessuji'  alt**  ir* 
regolarità,  salvo  taluna  veramente  piccola,  fu  tracciata  sopra  le  curve  foto- 
grafiche fino  al  mattino  del  24.  La  perturbazione  dell'ago  di  Peclinpzione 
dalle  3b  ant.  del  21  alle  2k  ant.  del  22  è  forse  degna  di  nota:  essa  fu  ac- 
compagnata da  un  debole  aumento  nella  componente  orizzontale  ed  una 
diminuzione  nella  componente  verticale  dell'  Intensità  fra  le  nb  40m  pom.  e 
la  mezzanotte  ». 

«  La  burrasca  magnetica  del  24  cominciò  un  poco  prima  della  mezzanotte 
con  un  debole  moto  dell'ago  verso  Est.  La  principale  perturbazione  della 
forza  verticale  consistette  in  una  costante  calala  dalle  2h  45m  ant.  fino  alle 
5b  ant.  seguita  da  una  debolissima  alzata.  La  forza  orizzontale  era  più  agi- 
tata durante  il  giorno,  ma  nessuna  delle  deflessioni  dal  valore  normale    fu 
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di  qualche  noie v ole  estensione.  Il  maggiore  e  più  rapido  movimento  del- 
l'ago accadde  fra  le  3h  5om  ant.  e  le  4h  35m  ant.  durante  il  qual  tempo  la 
declinazione  diminuì  di  30f  48*'  ».  L'escursione  totale  dell'ago  magnetico  du- 
rante la  perturbazione  fu  di  37*  V.  Il  minimo  accadde  alle  5b  tsra  ant.  ed 
il  massimo  alle  8h  5m  ant.  I  moti  dell'ago  di  declinazione  durante  la  bur- 
rasca furono  veramente  spiccati.  Dalle  sb  pom.  del  25  fino  a  mezzanotte  la 
Declinazione  variò  notevolmente,  ma  durante  il  resto  del  mese  furono  ve- 
ramente piccole    le   perturbazioni   »,  fin  qui  il  P.  Perry. 

Venendo  ora  all'osservatorio  di  Zi-ka-wei,  ivi  ancora  accadde  il  24  la 
perturbazione.  Gli  elementi  del  magnetismo  terrestre  (cosi  il  P.  Dechevrens) 
non  hanno  presentato  in  questo  mese  di  Gennaio  che  una  sola  perturba- 
zione il  24.  Assai  numerose  irregolarità  solcano  le  curve  della  declinazione 
e  dell'intensità  orizzontale.  Questa  perturbazione  accompagnò  il  cangiamento 
del  tempo  sulla  fine  del  mese  e  coincidette  col  vento  di  Sud  all'epoca  del 
minimo  barometrico  ».  Questi  movimenti  furono  tutti  tracciati  dal  P.  Deche- 
vrens in  altrettante  curve  grafiche  che  ne  pongono  sottocchi  l'andamento  e 
le  irregolarità. 

In  Roma  l'escursione  più  forte  si  ebbe  nel  bifilare  e  giunse  a  ti  divisioni 
ossia  a  quasi  37'  in  arco. 

Anche  a  Vienna  ed  a  Praga  i  magneti  furono  perturbati.  Nelle  osserva- 
zioni di  Vienna  mancano  precisamente  i  valori  del  declinometro  dalle  ioh 
ant.  del  23  alle  9h  ant  del  24,  forse  che  usci  di  scala  Io  strumento?  In  tale 
caso  ivi  sarebbe  stata  fortissima  la  perturbazione. 

Il  2/  periodo  si  estende  dal  termine  del  precedente)  ossia  dal  25  Gennaio 
con  zero  assoluto  di  macchie  fino  al  9  Febbraio  con  altro  zero  di  minimo 
assoluto.  Il  massimo  accadde  il  giorno  4  Febbraio  tanto  riguardo  al  numero 
quanto  alla  quantità  di  superficie  perturbata  che  fu  di  (3mm<1  con  due  piccoli 
gruppi  apparsi  il  giorno  9.  Dal  giorno  9  in  poi  sino  alla. fine  del  mese  il 
Sole  fu  assolutamente  privo  di  macchie. 

Or  bene,  a  questo  piccola  e  così  parziale  risveglio  dell'attività  solare  cor- 
rispose una  proporzionata  perturbazione  magnetica.  Uno  dei  caratteri  che 
presentano  le  perturbazioni  corrispondenti  alle  deboli  variazioni  dell'attività 
solare  si  è  quello  di  non  estendersi  sempre  contemporaneamente  a  disparate 
regioni  come  avviene  nelle  più  forti.  Non  mancano  però  qua  e  la  le  sta- 
zioni che  possono  registrare  una  simultanea  sensibile  perturbazione,  suffi- 
ciente a  manifestare  la  già  dimostrata  correlazione  fra  i  fenomeni  solari  ed 
i  magnetici*  Che  se  tali  perturbazioni  sono  più  piccole,  siccome  quelle  che 
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corrispondono  ad  una  debole  attività  solare  pur  nondimeno  sono  preziose 
pel  nostro  studio,  conciossiachè  le  straordinarie  ed  enormi  perturbazioni  che 
si  succedono  senza  posa  all'epoca  del  massimo  assoluto  delle  macchie  po- 
trebbero dar  luogo  talvolta  al  sospetto  di  una  semplice  coincidenza  di 
tempo  ma  non  di  correlazione,  come  avviene  bene  spesso  per  le  burrasche 
atmosferiche;  ma  le  deboli  e  rare  pertu fazioni  nell'epoca  attuale  del  mi- 
nimo ,  verificandosi  quasi  unicamente  allorché  nel  sole  di  pulito  che  era  si 
formano  alcune  macchie,  sono  più  adatte  a  mostrarne  come  dicemmo  l'in- 
tima scambievole  correlazione. 

Ecco    pertanto  quel    che    troviamo    registrato    tanto    da    noi,   quanto    a 
Stonyhurst  intorno  a  questo  breve  periodo. 

Nella  rivista  meteorologica  del  nostro  Bullettino  pel  mese  di  Febbraio  si 
legge  :  «  I  magneti  in  tutto  il  mese  hanno  presentato  delle  irregolarità  , 
ma  in  due  periodi  la  perturbazione  h  stata  più  straordinaria  :  il  primo  dal 
5  all'  8,  e  fu  la  più  forte,  il  secondo  dal  18  al  20,  benché  anche  al  25  vi 
fu  qualche  turbamento.  Le  notizie  diramate  dal  Signal  Service  U.  S.  Army 
pel  presente  mese  ci  fecero  poi  sapere  che  nella  notte  del  5  un'Aurora 
Boreale  fu  vista  in  America  in  alcune  località  degli  Stati  del  Maine  e  di 
New  Hampshire,  il  19  in  quello  di  New  Jersey,  il  26  in  due  luoghi  del 
Michigan  e  il  27  ad  Albany,  Stato  di  New  York.  D'altra  fonte  sapemmo 
che  la  mattina  del  25  un'altra  era  visibile  ad  Haparanda  (Golfo  di  Botnia)  » . 
«  I  nostri  disegni  della  superficie  solare,  che  il  2  Febbraio  non  presen- 
tano la  minima  macchia,  al  4  ne  recano  due  gruppi  formati  di  numerosi 
punti  e  macchiette  ben  distinte,  le  quali  il  giorno  5  erano  più  sviluppate, 
il  6  impiccolite,  il  7  appena  visibili  e  l's  scomparse.  I  giorni  27  e  28  un 
grande  gruppo  di  facole  fu  osservato  al.  Naval  Observatory  degli  Stati 
Uniti;  ma  nfe  il  primo  di  quei  giorni  per  il  lutto  domestico,  né  l'altro, 
per  lo  stato  del  cielo  fu  potuto  disegnare  da  noi   ». 

Fra  gli  strumenti  magnetici  nelle  sopradette  perturbazioni  il  più  sensibile, 
secondo  l'usato,  si  fu  il  bifilare,  il  quale  specialmente  nella  perturbazione 
corrispondente  all'  apparizione  dei  due  gruppetti  percorse  15  divisioni  della 
sua  scala,  ossia  26f  in  arco. 

Nelle  belle  ed  accurate  tavole  pubblicate  dal  Ch.  Prof.  Spòrer  negli  An- 
nali dell'Osservatorio    Astronomico-Fisico    di  Postdam    veggonsi    disegnati , 
come  da  noi  i  due  gruppi  suddetti  sotto  i  numeri  s  e  4,  il   i.°  al  giorno 
4,  il  2.0  fra  il  5  ed  il  6,  alla  stessa  latitudine  eliografica  di  -  6? 
Nei  sopraccitati  Results  di  Stonyhurst  notasi  quanto  segue:  <c  La  prima  per- 
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turbazione  del  Febbraio  cominciò  circa  il  mezzodì  del  i.°  continuando  per 
circa  dodici  ore  ». 

»  Dal  5  al  12  non  fuvvi  giorno  libero  da  irregolarità  magnetiche,  la  prin- 
cipale perturbazione  accadde  nel  pomeriggio  del  7   ». 

»  Il  3°  perìodo  corre  fra  il  termine  del  precedente  (9  Febbraio)  ed  il 
19  Marzo;  siccome  però  dal  9  Febbraio  al  1°  di  Marzo  non  vi  furono  né 
macchie  e  ne  pori  sulla  superficie  solare  così,  questo  periodo,  a  tutto  ri- 
gore è  compreso  fra  il  2  ed  il  19  di  Marzo  atteso  il  passaggio  di  due  grup- 
petti di  macchie  che  non  superarono  i  i6mmq  di  superficie  perturbate  al- 
l'epoca del  massimo  che  fu  pel  primo  il  giorno  4  e  pel  secondo,  più  du- 
revole, dal  13  al  15,  a  7°  di  latitudine  eliografica,  secondo  le  osservazioni 
dello  Sporer. 

In  generale  però  si  manifesta  sul  Sole  uno  stato  di  vera  calma  e  con- 
seguentemente ancora  negli  strumenti  magnetici  non  furono  osservate  straor- 
dinarie perturbazioni  tanto  da  noi  quanto  a  Stonyhurst,  a  Zi-ka-wei  ed  al- 
trove. Pur  nondimeno,  precisamente  dal  12  al  17  alla  parziale  attività  so- 
lare corrispose  appuntino  una  parziale  perturbazione  nei  magneti,  tanto  che 
il  soprallodato  P.  Perry  ne  fece  speciale  menzione  ne' suoi  Results  ed  ecco 
le  sue  parole: 

«  Havvi  una  veramente  notevole  somiglianza  fra  le  curve  di  ciascun 
giorno  in  questo  mese  e  questa  è  più  specialmente  spiccata  dal  12  fino  a 
tutti  i  cinque  giorni  seguenti.  Il  12  vi  era  un  debolissimo  moto  verso  Est 
fra  le  9h  e  le  iob  pom.  Il  13  esso  era  più  spiccato  e  divenne  una  note- 
vole irregolarità;  il  14  all' isless' ora  esso  giùnse  al  suo  massimo,  il  15  era 
assai  diminuito  e  più  ancora  il  16,  restandone  tuttora  una  debole  tracciali  17  ». 

Ora  ecco  quanto  trovasi  registrato,  e  già  pubblicato  fino  dal  Marzo  1879 
nelle  note,  apposte  agli  specchi  riassuntivi  per  ogni  mese  delle  nostre  os- 
servazioni spettroscopiche  e  delle  macchie. 

»  12  Marzo.  Nata  la  macchia  n.°  7  con  piccolo  nucleo  e  punti,  nessuna 
facola.  Quasi  nulla  fattivi tk  all'orlo. 

»   13-14.  Sviluppata  la  7,  il  nucleo  il  is  ha  una  piccola  lingua. 

15.  Fra  le  nubi.  La  7  sono  4  macchiette  con  piccolo  nucleo  ».  (E  così 
appunto  ce  la  disegna  il  Prof.  Sporer): 

Degne  però  di  nota  speciale  sono  le  parole  colle  quali  il  soprallodato 
P.  Perry  conchiude  il  resoconto  di  questo  mese  circa  le  perturbazioni  ma- 
gnetiche. »  Essendo  (cosi  egli)  tutte  queste  irregolarità  di  simile  forma, 
ne'giorni  consecutivi  occorse  tutte  invariabilmente  alla  medesima  ora,  noi  ab- 
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biamo  qui  un  esempio  veramente  sorprendente  (a  very  striking  instance) 
dell'azione  diretta  del  Sole  sulle  forze  che  fanno  sentire  il  loro  influsso 
sui  moti  irregolari  degli  strumenti  magnetici  ».  E  noi  aggiungiamo  che 
sono  altresì  un  sorprendente  esempio  dell'intima  correlazione  collazione  di- 
retta del  Sole  secondo  che  questo  trovasi  in  uno  stato  di  maggiore  o  mi- 
nore attività  manifestataci  dalle  macchie. 

Come  già  notammo  nella  Rivista  meteorologica  del  mese  di  Marzo  1878, 
alcuni  fenomeni  aurorali  sono  ricordati,  specialmente  nella  3*  decade  nel 
Weather  Review  degli  Stati  Uniti,  ma  non  si  ricava  che  fossero  di  gran 
momento.  Certo  h  che  nella  3*  decade  il  Sole  fu  al  tutto  privo  di  macchie, 
nondimeno  dal  18  al  27  troviamo  notati  nello  specchietto  delle  protuberanze 
de*  valori  non  indifferenti  circa  l'area  delle  medesime,  oscillando  essi  fra  i 
112  e  230  millimetri  quadrati  di  estensione  sull'orlo  del  Sole. 

Segue  ora  il  4?  periodo  dal  19  Marzo  al  20  di  Maggio,  il  quale  anziché 
chiamarsi,  secondo  l'usato,  un  periodo  di  attività  egli  h  invece  un  periodo 
di  calma  quasi  assoluta  sulla  superficie  solare  tranne  un  piccolo  poro  che 
videsi  il  giorno  7  dopo  tre  giorni  di  tempo  cattivo  ed  il  io  era  già  scom- 
parso avendo  soltanto  un  4  decimi  di  millimetro  di  superficie.  Esso  passò 
inosservato,  forse  pel  tempo  cattivo  al  Sig.  Spòrer  che  ne*  suoi  quadri  nulla 
ha  notato  fino  al  giorno  22  Maggio  susseguente. 

Per  questo  mese  fa  osservare  il  P.  Deche vrens  che  nessuna  perturbazione 
magnetica  fu  registrata  negli  apparati  fotografici.  Da  noi  però  ed  a  Stony- 
hurst  i  magneti  furono  più  irregolari  e  si  ebbe  una  vera  perturbazione 
nel  magnetometro  di  forza  orizzontale  dal  giorno  2  al  6,  dal  16  al  17  e 
dal  25  al  30.  La  perturbazione  dei  primo  ed  ultimo  di  questi  periodi  si  è 
estesa  alla  componente  verticale,  e  quella  del  primo  al  declinometro. 

»  Giova  far  notare,  osserva  qui  il  nostro  Collega  il  P.  Ciampi  nella  Ri- 
vista meteorologica  di  questo  mese,  la  coincidenza  di  tali  perturbazioni  con 
una  tal  quale  attività  che  cominciò  fin  d'allora  a  risvegliarsi  sull'orlo  del 
disco  solare,  benché  nei  giorni  in  cui  fu  possibile  l'osservazione  sul  disco 
stesso  non  si  scorgessero  macchie,  ma  solo  alcune  facole  di  mediocre  viva- 
cità. Pur  tuttavia  dal  Monthly  Weather  Revicw  degli  Stati  Uniti  si  ricava 
che  il  giorno  2  esisteva  un  nuovo  gruppo  con  una  macchia,  e  le  facole 
nei  giorni  5  e  27  erano  considerevoli.  I  fenomeni  aurorali  ricordati  nella 
stessa  autorevole  raccolta  hanno  la  data  dei  2,  s,  5,  8,  14,  18,  16,  24,  26, 
27,  28,  29  e  30  che  corrispondono  con  sufficiente  esattezza  agli  accennati 
periodi  di  perturbazioni   ».   Fin  qui  la  Rivista  « 
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E  qui  cade  in  acconcio  una  riflessione.  Nelle  molteplici  comunicazioni  da 
noi  fatte  all'Accademia  in  ordine  al  dimostrare  l'intima  correlazione  fra  i 
fenomeni  solari  ed  i  magnetici  abbiamo  fin  qui  pressoché  unicamente  con- 
siderato l'attività  solare  in  quanto  essa  ci  veniva  chiaramente  manifestata 
dall'apparizione  e  passaggio  dei  gruppi  e  delle  macchie,  ciò  non  vuol  dire 
però  che  sia  questa  l'unica  maniera  per  riconoscerla  e  per  dedurne  la  cer- 
cata correlazione  coi  fenomeni  straordinari  del  magnetismo  terrestre.  Se  ci 
siamo  e  preferenza  tenuti  a  questo  particolare  studio  si  fu  perchè  esso  ge- 
neralmente e  con  più  speditezza  ci  conduceva  allo  scopo.  Non  dobbiamo 
però  tralasciare  di  riflettere  che  l'attività  solare  oltre  il  fenomeno  dei  mas- 
simi e  minimi  delle  macchie  si  manifesta  eziandio  per  quello  delle  protu- 
beranze considerandone  sì  il  numero  che  l'estensione,  la  loro  altezza  e  la 
loro  larghezza  sull'  orlo  del  disco  solare.  E  ciò  è  sì  manifesto  cha  il  com- 
pianto P.  Secchi  fin  da  quando  applicossi  a  riassumere  anno  per  anno  in 
altrettanti  quadri  l'insieme  di  questi  fenomeni  seguendoli  nelle  successive 
rotazioni  del  Sole,  istituì  de'quadri  speciali  ed  estesi,  ne' quali  diede  il  nu- 
mero generale  delle  protuberanze  tanto  per  l'emisfero  boreale  del  Sole 
quanto  per  l'australe,  la  loro  altezza,  la  loro  larghezza  e  l'area  media  in 
tutte  le  latitudini,  come  pure  l'estensione  delle  facole  in  gradi  di  circon- 
ferenza. 

Or  bene  è  un  fatto  a  tutti  notissimo  che  quantunque  passi  uno  stretto 
rapporto  fra  questo  doppio  ordine  di  fenomeni,  pur  nondimeno,  il  feno- 
meno delle  protuberanze  non  corrisponde  quanto  alla  durata  esattamente 
a  quello  de9  massimi  e  minimi  delle  macchie  ,  tanto  che  col  minimo  asso- 
luto delle  macchie  non  si  ottiene  un  minimo  assoluto  nelle  protuberanze 
ma  solo  un  minimo  relativo.  Che  vuol  dir  ciò  se  non  che  l'attività  solare 
al  certo  diminuita  non  è  però  del  tutto  estinta  e  conseguentemente  non 
cesserà  col  crescere  delle  protuberanze,  specialmente  in  assenza  delle  mac- 
chie, di  manifestarsi  colla  dovuta  proporzione  in  modo  diretto  o  indiretto 
ma  sempre  palese  il  suo  influsso  sulle  correnti  del  magnetismo  terrestre  e 
sugli  strumenti  che  ne  misurano  le  variazioni  e  l'intensità. 

Una  differenza  notevole  però  passa  fra  l'influsso  esercitato  dalle  macchie 
e  quello  delle  protuberanze,  che  cioè  mentre  al  passaggio  delie  macchie 
e  dei  gruppi  le  straordinarie  perturbazioni  (come  abbiamo  veduto  nel  de- 
corso di  questi  studi)  si  estendono  simultaneamente  a  tutta  la  superficie 
del  globo  in  ambedue  gli  emisferi,  l'attività  solare  nelle  sole  protuberanze 
esercita  un  influsso  più  limitato  e  parziale,  ed  un  esempio  fra  gli  altri  lo 
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abbiamo  in  questo  periodo;  poichfe,  come  dicemmo,  nella  Cina  mancarono 
le  straordinarie  perturbazioni  mentre  furono  frequenti  da  noi  ed  a  Stony- 
hurst,  ben  inteso  però  in  un  grado  assai  moderato  se  si  confronti  all'  e- 
poca  del  massimo  delle  macchie,  delle  protuberanze  e  delle  facole. 

Dando  un'occhiata  allo  specchio  di  Aprile  e  del  Maggio  fino  al  giorno  19 
al  zero  assoluto  delle  macchie  vien  contrapposto  un  numero  non  isprege- 
vole  di  protuberanze  che  il  giorno  4  Aprile  giunsero  nel  loro  complesso  di 
7  a  formare  un'area  di  282BUDq  di  superficie  e  l'u  Maggio  parimenti  altre 
7  protuberanze  rappresentavano  un'area  di  306mmq  di  superficie.  Dal  12  al  20 
Aprile  oscillarono  fra  104  e  146  mill.  quadrati  di  superficie.  Sono  queste 
quantità  non  indifferenti  se  si  abbia  riguardo  all'epoca  di  calma  quasi  as- 
soluta nella  quale  si  trovava  il  Sole  quanto  alle  macchie. 

Essendo  pertanto  in  quest'anno  maggiore  la  durata  dei  periodi  affine  d 
comprendervi  i  massimi  e  minimi  relativi  delle  macchie  che  per  mesi  interi 
mancarono  sulla  superficie  solare,  ne  segue  che  invece  di  12  o  13,  quant 
se  ne  contavano  negli  anni  scorsi,  in  quest'anno  essi  sono  nove  soltanto 
Egli  h  perciò  che  avendo  esaminato  i  primi  quattro  periodi  ed  essendosi 
ormai  alquanto  protratta  la  discussione,  ci  riserbiamo  l'esame  degli  altri 
cinque  per  la  futura  sessione  affine  di  meglio  investigare  in  quest'epoca 
preziosa  del  minimo  assoluto  l'ormai  dimostrato  legame   fra  questi  fenomeni. 
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COMUNICAZIONI  1 


Provenzali,  P.  F.  S.  -  Di  alcune  nuove  esperienze  del  prof.  D.  S.  Ba- 
lestra sul  fenomeno  delle  vene  liquide  rese  visibili  e  sonore. 

Il  P.  F.  S.  Provenzali  richiamò  l'attenzione  dell'Accademia  sopra  un  fe- 
nomeno ,  intorno  al  quale  le  esperienze  di  Tyndall  ,  quantunque  celebri  , 
non  hanno  completato  l'argomento  ,  potendo  intorno  ad  esso  mostrare  al- 
cune nuove  esperienze  fatte  dal  signor  prof.  D.  Serafino  Balestra.  Questi 
coir  impiego  di  solidi  e  liquidi  infiammabili  rese  visibili  e  sonore  le  vene 
liquide  ,  che  sin  qui  avevano  un  suono  debolissimo  ,  e  non  erano  visibili 
che  mediante  la  luce  elettrica  o  altre  industrie  ottiche.  Ma  poiché  il  me- 
desimo prof.  Balestra  trovavasi  presente  all'adunanza,  il  eh.  p.  Provenzali 
volle  a  lui  cedere  la  parola  per  ciò  che  si  riferiva  alla  descrizione  dell'e- 
sperimento. Quindi  il  Balestra  soggiunse  che  il  modo  più  semplice  consiste 
nel  prendere  una  candela  di  stearina  con  uno  stoppino  lungo  circa  cinque 
centimetri,  la  quale  si  accende  tenendola  capovolta.  Il  liquido  che  cola  si 
infiamma,  e  dalla  estremità  parte  una  serie  di  gocce  infiammate  variopinte 
a  seconda  delle  sostanze,  e  che  rivelano  in  tutta  la*  sua  bellezza  la  forma 
delle  vene  liquide  ben  più  che  non  lo  facciano  i  disegni  stampali  nei  di- 
versi trattati  di  fisica.  11  suono  che  è  variabile  nella  durata  e  nell'intensità 
secondo  le  diverse  sostanze,  varia  ancora  a  seconda  del  diametro  delle  gocce, 
della  temperatura  e  della  densità  del  mezzo,  ossia  dell'  aria.  Il  suono  è 
prodotto  dallo  sfregamento  della  goccia  attraverso  l'aria.  L'alcool  puro  da 
una  vena  luminosa  ma  non  sonora.  Gli  olii  danno  vene  che  sono  luminose 
e  sonore  per  un  lieve  spazio  ;  il  sego  per  uno  spazio  un  po'  maggiore  ;  la 
stearina,  la  para  (ina,  la  cera  e  l'essenza  di  terebentina  suona  per  più  di 
quaranta  metri.  Il  solfuro  di  carbone  da  vene  sonore  e  luminose  forse  per 
più  di  cento  metri. 

De  Rossi  prof.  M.  S.  Massimo  sismico  umbro  del  giorno  ne  12  marzo  issi. 

Il  prof.  Michele  Stefano  de  Rossi  ricordò  i  cenni  da  lui  annunziati  nei 
giorni  delle  osservazioni  da  esso  fatte  durante  un  nuovo  massimo  sismico, 
che  dopo  quello  di  Casamicciola  urtò  l'Italia  centrale  nell'Umbria  da  Rieti 
a  Foligno.  Disse  voler  restringere  la  sua  comunicazione  soltanto  alla  parte 
più  nuova  delle  predette  osservazioni,  che,  come  pure  aveva  indicato  nei 
giornali,  egli  aveva  ottenute  con  un  nuovo  telefono  perfezionato  dal  mec- 
canico romano  sig.  Gaetano  Donati.  Il  riferente  narrò,  come  potè  nell'atto 
stesso  del  primo  terremoto  porre  prontamente  l'orecchio  al  telefono  connesso 
col  microfono  sismico,  sepolto  a  sette  metri  di  profondità  nel  suolo,  ed 
udire  il  regolare  andamento  delle  singole  onde  sismiche,  che  succedevansi 
impiegando  un  minuto  secondo  per  salire  dal  minimo  al  massimo.  Descrisse 
la  particolarità  ritmica,  che  ha  predominato  in  tutti  i  suoni  prodotti  dalla 
continuazione  della  oscillazione  del  suolo  nel  resto  del  giorno    il  e  nel  se- 
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guente  giorno  12  marzo.  Rese  conto  parimente  della  analisi  istituita  sull'an- 
damento dei  suoni,  che  convcrtivaìisi  talvolta  in  sibili  ed  in  voci  sonore  de- 
terminabili con  i  segni  della  musica.  In  conseguenza  di  tutto  ciò  potè  mo- 
strare agli  adunati  una  rappresentazione  grafica  dei  suoni  sismici  rivelati 
dal  microfono  ed  ottenuta  col  sistema  della  scrittura  musicale  modificata 
all'uopo.  Dimostrò  poscia  come  tutto  il  sistema  dei  suoni  determinati  si 
trovi  interpolatamente  comparso  in  forma  sensibile  nella  storia  generale  dei 
terremoti.  Quindi  potè  dedurne  che  il  microfono  sismico  oggi  rende  scien- 
tificamente sensibili  ed  apprezzabili  continuamente  quei  medesimi  fatti,  che 
solo  eccezionalmente  ed  isolatamente  erano  stati  altre  volte  sorpresi*  Notò 
infine  come  gli  accennati  fenomeni  possano  essere  assomigliati  a  quelli  che 
verifica nsi  alla  superfìcie  di  una  caldaia  a  vapore.  Rimanere  perciò  sempre 
meglio  chiarito,  che  qualunque  sia  la  causa  dei  terremoti,  gli  effetti  sismici 
però  che  noi  vediamo  nelle  vibrazioni  meccaniche  del  suolo  ,  sono  dovuti 
evidentemente  ad  espansioni  di  gas  generati  nel  sottosuolo. 

BoNCOMFAGNi  Principe  D.   B.  -  Presentazione  di  opere. 

Il  eh.  sig.  Principe  D.  Baldassarre  Bon compagni  presentò  air  Accademia 
il  fascicolo  di  aprile  18 80  del  suo  Bullettino  di  Bibliografia  e  di  Storia  delle 
scienze  matematiche  e  fisiche.  Inoltre  presentò  a  nome  dell'autore  eh.  P.  Fran- 
cesco Denza,  socio  corrispondente,  quattordici  opuscoli  di  materie  diverse. 

De  Rossi  prof.  M.  S.  -  Presentazione  di  opuscoli. 

II  Segretario  presentò  da  parte  del  socio  corrispondente  eh.  P.  Alessandro 
Serpi  e  ri  due  opuscoli,  coi  titoli  seguenti  :  «  La  luce  zodiacale  confronto 
tra  le  osservazioni  del  P.  Dechevrens  e  quelle  di  G.  Jones  »  ;  e  «  Al- 
cune osservazioni  del  verglas  e  sua  teoria   ». 

COMUNICAZIONI  DEL   SEGRETARIO 

1.  Domanda  di  cambio  coi  nostri  atti  accademici  delle  pubblicazioni  della 
Société  Physico—Chimique  de  V Université  imperiale  de  S.  Peter sbourg. 
11  cambio  venne  accordato. 

2.  Distribuzione  di  una  lettera  a  stampa  del   prof.  Filippo  Patini. 

3.  Distribuzione  del  programma  del  3°  Congresso  geografico  internazionale 
del   issi  in  Venezia. 

L'Accademia  fu  onorata  dalla  presenza  dell'Emo  Sig.  Card.  Camillo  Di  Pietro 
suo  Prolettore. 

SO€I   PRESENTI  A  QUESTA  SESSIONE 

Ordinari.  -  Conte  Ab.  F.  Castracane,  Presidente.  -  Prof.  A.  Statuti  - 
P.  F.  S.  Provenzali.  -  P.  Giacomo  Foglini.  -  Cav.  F.  Guidi.  -  P.  G.  S. 
Ferrari.  -  P.  F.  Ciampi  -  Cav.  P.  Sabatucci.  -  Dott.  D.  Colapietro.  - 
Prof.  F.  Ladelci.  -  P.  G.  Lais.  -  Dott.  M.  Lanzi.  -  Principe  D.  B.  Bon- 
compagni.  -  Prof.   M.  S.   De  Rossi,  Segretario. 

Onorari.  -  Cav.   C.   Palomba.  -  Can.co  D.  E.  Fabiani.  -  D.  S.  Vespasiani. 

Aggiunti.  -  Ing.   G.   Giovenale.  -  D.   Luigi  Boncompagni  Ludovisi. 

La  seduta  aperta  legalmente  alle  4  ll4  p.   fu  chiusa  alle  ore  6  pom. 
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OPERE  VENUTE  IN  DONO 

i.  Atti  della  R.  Accademia  dei  Lincei.  —  Anno  GGLXVIII.  —  1880—81.  —  Serie  Terza  — 
Transunti  —  Voi.  V.  —  fase.  6  e  7.  —  Roma,  1881.  In-4? 

2.  Atti  del  Reale  Istituto  Veneto  di  scienze,  lettere  ed  arti.  — Tomo  VII,  Serie  V,  Disp.  III.  — 
Venezia  1881.  In -8° 

3.  Atti  arila   R.  Accademia   delle  Scienze  di    Torino,  ecc.,  —  Voi.  XV.  —  Disp.  la— 8*.  — 
Stamperia  Reale  di  Torino,  ecc.  ln-8* 

4.  Atti  del  Reale  Istituto  d'incoraggiamento  alle  sciente  naturali  economiche  e  tecnologiche  di 
Napoli  —  2*  Serie  —  Tomo  XVII.  —  Napoli,  1880.  ln-4? 

5.  Bullettino  di  Bibliografia  e  di  Storia,  ecc.,  pubblicato  da  B.  Boncompagni.  —  Tomo  XIII. 
—  Aprile  1880.  —  Roma,  ecc.,  18H0.  In-4° 

6.  Bullettino  Meteorologico  dell9 Osservatorio  del  Real  Collegio    Carlo   Alberto  in  Moncalieri, 
ecc.,  1880.  In-4.* 

7.  Bollettino  detV Osservatorio  della   Regia   Università   di   Torino.  —  Anno  XIV  (1879)   — 
Stamperia  Reale  di  Torino,  1880.  In  8? 

8.  Bulletin  de  VAcadémie  imperiale  dns  sciences  de  St.-Pétersbourg.  —   Tome  XXVII.  — 
Février  1881.  In  4? 

9.  Crònica  denti  fica.  —  Revista  intirnacional  de  ciencias,  publicada  par  D.  Rafael  Roig  y 
Torres  eie.  Ano  IV,  num.  76—77,  Barcelona,  1881.  In-8.° 

10.  Catalogo  dei  libri  appartenenti  per  la  maggior  parta  al  celebre  Professore  Giuseppe  Lau- 
renziana  di  Napoli,  ecc.  Roma,  ecc.,  1880.  In  8* 

11.  Catalogo  dei  libri  di  bibliografia,  ecc.,  Roma,  ecc.,  1881.  In-8? 

12.  DENZA  (P.  Francesco).  —  Leggi  della  variazione  diurna  dell'elettricità  atmosferica,  ecc. 
Torino,  ecc.,  1880.  In  8? 

13. U  stelle  cadenti  del  14  novembre  1880.,  ecc.,  In  8! 

14. L'altitudine  dell'osservatorio  del  Regio  Collegio  Carlo  Alberto  in  Moncalieri.  In-8? 

15. La  Meteorologia  delle  montagne  italiane,  ecc.  In-8* 

16.  —  —  La  Corrispondenza  Meteorologica  italiana  Alpino- Appennina,  ecc.  In-8? 

17. Anemografo  e  Pluviografo.  Roma,  ecc.  1879.  In  4* 

18. Variazioni  della  declinazione  magnetica.  In-8? 

19. /  presagi  del  tempo  per  l'agricoltura.  In-8* 

20. Ordinamento  del  servizio  dei  temporali  dell'alta  Italia.  In -8°. 

21. Leggi  delle  variazioni  dell'elettricità  atmosferica.  In-8*. 

22. Osservazioni  delle  meteore  luminose  negli  anni  1878,  1880  e  1881. 

23.  FAVARO  (Antonio)-  —  Galileo  Galilei  e  Cecco  di  RoncMtti,  ecc.,  Venezia,  ecc.  1881.  In-8* 

24.  HENRY  (M.  Charles).  —  Association   Francaise  pour  Vavancement  des  sciences,  Paris, 
ecc.,  1880.  In-8°. 

25.  Journal  de  la  Società  physico-chimique  russe   à  VUniversité  de  St.  Peter tbourg.  —  Tome 
XIII.  —  Num.  I  et  2.  —  St.  Pétersbourg,  1881.  In  8°. 

26.  La  Civiltà  Cattolica.  —  Anno  Trigesimosecondo  —  Serie  XI  —  Voi.  V  —  Quaderni  737 
e  738.  —  Firenze  1881.  In-8? 

27.  LE  PAIGE,  (M.  C.)  —  FOLIE  (M.  F.)  —  Me  moire  sur  les  courbes  dutroisiime  ordre,ecc. 
Bruxelles,  ecc.  1880.  In-8? 

23. Sur  les  determinanti  Bordés.  In-8. 

29. Sur  la  représentation  géométrique  des  covariants,  ecc.  ln-8° 

30.  Sur  rétimination.  ln-8? 

31. Bemerkungen  ùber  kubische  Involutionen.  In-8.° 

32. Sur  les  determinanti  hémisymetriques  d*ordre  pair.  In-8? 

33.  Note  sur  certains  covariants  des  formes  algibriques  binaires.  ln-8.° 

34. Uber  eine  Relation  zwischen  den  singularen  Blemmten  cubùchér  Involutionen.  In -8.° 

35. Sur  l'invariant  du  dix-huitième  ordre  des  formes  binaires  du  cinguième  degrè.  In-8" 

36.  Monatèbericht  der  Kòniglich  preussischen,  ecc.,  —  November  1880.  —  Berlin,  1881.  In-8° 

37.  Osservatorio  di  Moncalieri  —  Osservazioni  Meteorologiche  fatte  nelle  stazioni  della  cor- 
rispondenza meteorologica  italiana  Alpino- Appennino,  ecc.  1880.  In  8? 

38.  PACINI  (Dott.  Filippo),  —  Della  respirazione  artificiale,  ecc.  —  Firenze,  ecc.  1880.  ln-8? 
39. Del  processo  morboso  del  Colera  Asiatico,  ecc.  ln-8.° 

40. Di  alcuni  metodi  di  preparazione  e  conservazione  degli  elementi  microscopici,  ecc.  In-8? 

41.  RAGONA  (Dott.  Domenico).  —  La  Corrispondenza  meteorologica  Italiana,  ecc.  In-8? 

42.  LESTOILE  (Pierre).  —  Greece  and  the  Times.  Rome,  1880.  In  8.° 

43.  SERPIERI  (Prof.  A.)  —  Alcune  osservazioni  del  <c  verglas  »  e  sua  teoria.  In-8.* 
44. La  Luce  Zodiacale,  ecc.  In-4.° 

45.  TROTTA  (Luigi  Alberto).  —  Della  vita  e  delle  opere  di  Domenico  Trotta,  ecc.,  In-S° 
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MEMORIE  E  NOTE 

DEI   SOCI  ORDINARI  E  DEI  CORRISPONDENTI 


MOMENTI    D'INERZIA   DELLE    LINEE, 
SUPERFICIE  E  VOLUMI. 

NOTA 

DEL  PROF.   MATTIA  AZZARELLI 


I.  Preliminari 

,.  Si,  „  _—.  di  pu„U  «j^B  .  M  •«  i^i,,.  Ce  con. 
pongano  una  linea,  od  una  superficie,  od  un  volume,  diremo  allora  momento 
d9  inerzia  del  sistema  rispetto  di  un  punto  ,  di  un  asse  ,  di  un  piano ,  la 
somma  dei  prodotti  di  queste  masse  pei  quadrati  delle  respettive  loro  distanze 
dal  punto,  dall'asse,  dal  piano:  così  se  vengano  dinotate  con 

mi,m%,mt mn 

le  masse,  e  con 

rt  »  r*  •  r%  »  "  •  •  r» 
le  loro  distanze,  la  somma 

w,rja  +  mjrf  -»■  mjrf  +  .  .  .  +  mjr* 

sarà  il  momento  d'inerzia  del    sistema. 
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2.  Prop.  Dato  il  momento  d'inerzia  di 
un  sistema  rispetto  di  un  asse  ,  asse- 
gnare il  momento  d'inerzia  dello  stesso 
sistema  rispetto  di  un  altro  asse  paral- 
lelo al  primo  e  che  distino  tra  di  loro 
di  una  quantità  data. 

Qualunque  sia  il  sistema,  venga  esso  ri- 
ferito,  fig.*i%  a  tre  assi  ortogonali  Ox9  Ojr, 
Oz.  Considerando  una  qualsiasi  massa  ele- 
mentare A/7i,  per  essa  si  faccia  passare 
un  piano  perpendicolare  all' asse,  e  no- 
tando con  M  il  luogo  occupato  dalla  massa  sieno 

OV=*x,  PM«^ 
le  sue  coordinate. 

Si  consideri  ora  un  punto  0'  nel  medesimo  piano,  ed  abbia  per  coordinate 

0Q  =  a,.  Q0'  =  &, 

e  per  questo  punto  Of  s'intenda   guidato    un    asse  0rZr  parallelo  a  quello 
delle  z  :   si  pongano 

0'M«r\  0M«r,  0  0'-*. 
Essendo  óra 

r'2  =  [x  -  a)*  +  \j  -  by 
sarà  pure 

r'2  =  x1  +jr*  +  af  +  J!-  zax  —  iby  =*r2  +  k%  -  %ax  -  vbjr. 

che  moltiplicata  per  Ani  ci  da 

r'2  .  Am  =a  r2  .  A/n  +  k2 .  Ara  -  2ax  .  A/»  -  %by  .  Am  : 

e  se  ora  per  ciascuna  massa  elementare  ripetiamo  il  medesimo  ragionamento, 
e  quindi  sommiamo,  otterremo 

(i)     £  (r'2  •  Am)  =*  £  (ra .  Aw)  +  A:2  £  Am  -  vi^x&m  -  2^7A^ 

la  quale  ci  da  la  relazione  la  più  generale  fra  i  momenti  d' inerzia    dello 
stesso  sistema  presi  rispetto  due  assi  tra  loro  paralleli. 
Poniamo  per  commodo 


ed  essendo 


2  (ra  Aro)  =  S,  2  (r'  Am)  «  S, 


SAw 


7» 
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per  la  (i)  avremo 

S,  «  S  +  mk%  -  fa  ]£  oc  Ara  ~  %b  ]£  y  Am  (2) 

Ora  se  ammettiamo  che  l'origine  0  degli  assi  sia  il  centro  di  gravita  del 
sistema,  in  questo  caso  i  fattori  della  (2) 

sono  nulli  perchè  rappresentano  le  somme  dei  momenti  lineari  del  sistema 
rispetto  piani  che  passano  pel  centro  di  gravita,  e  cosi  ne  risulta  la  for- 
inola semplicissima 

S,  =  S  +  mk*  (3) 

3.  Cor.   1.  Se  intorno  al  centro  di  gravita,  col  raggio  k9  si  descrive  una 

circonferenza  e  pei  differenti  punti  di  questa  si  guidano  assi  paralleli  a 
quello  che  passa  pel  centro  di  gravita,  i  momenti  d'inerzia  del  sistema 
presi  rispetto  di  questi  nuovi  assi  sono  tutti  eguali. 

4.  Cor.  2.  Il  momento  d'inerzia  di  un  sistema  è  minimo  quando  si  prende 
rispetto  l'asse  che  passa  pel  centro  di  gravita. 

5.  Cor.  3.  Se  prendiamo  a  considerare  un  terzo  asse  che  sia  anch'esso 
parallelo  a  quello  che  passa  pel  centro  di  gravità,  e  si  denota  con  kt  la 
loro  distanza,  e  con  S2  il  relativo  momento  d'inerzia,  per  la  (3)  avremo: 

S2  «  S  +  mkx2 

e  quindi  eliminato  S  ne  risulta 

S,  «  Sa  +  m  (k*  -  kt*)         (4) 
la  quale  presenta  la  relazione  che  regna  tra  i  momenti  d'inerzia    rispetto 
due  assi  che  sieno  paralleli  a  quello  che  h  -guidato  pel  centro  di  gravita. 

6.  Cor.  Dalla  semplice  definizione  del  momento  d'inerzia  risulta  che  desso 
è  sempre  una  quantità  essenzialmente  positiva. 

7.  Se  immaginiamo  ora  che  il  sistema  omogeneo  venga  riferito  a  tre  piani 
coordinati  h  chiaro  allora  che  tanto  le  distanze 

quanto  le  masse  infinitesime 

m0,  i»lf  mì ,  .  .  .  mn 

sono  determinate  funzioni  delle  coordinate,  onde,  avendo  luogo  la  legge  di 
continuità  nel  passare  da  una  distanza  all'altra,  e  da  una  massa  qualunque 
alla  seguente,  alle  espressioni  che  danno  le  somme  dei  prodotti  delle  masse 
pei  quadrati  delle  respettive  distanze  sostituiremo  gì'  integrali,  che  nei  casi 
particolari  saranno  presi  entro  determinati  limiti.  E  perciò  supposto  che  in 
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una  massa  omogenea  M  venga  presa  la  massa  elementare  dm  di  coordinate 
x,  jy  z  il  momento  d'inerzia  della  massa  rispetto  il  punto  origine  degli 
assi  verrà  calcolato  per  mezzo  della  espressione  . 


e  rispetto  gli  assi  dalle 


; 


(x*  +  y*  +  z1)  dm 


;,- JV  +  *> 


)dm 


Sr  -    !  (x*  +  z7)  dm  (5) 


-    l(x'+z' 


(•> 


)  dm 

e  rispetto  i  pisthi  coordinati  dalle  seguenti 

Sxy  «    !  z%  dm;  Sxa  «=    ìjr*  dm  ;  Szy  =    f  x2  rfm 

Noteremo  qui  che  tutti  questi  integrali  saranno  semplici  o  multipli  secondo 
la  natura  del  sistema  che  si  prenderà  a  studiare:  intanto  da  queste  sem- 
plici definizioni  analitiche  risulta  che: 

a)  La  somma  di  due  qualunque  dei  momenti  d'inerzia  presi  rispetto  gli 
assi  h  sempre  maggiore  del  momento  d' inerzia  dello  stesso  sistema  preso 
rispetto  il  terzo  asse. 

Difatti  addizionando  le  due  prime  espressioni  delle  (5)  ne  deduciamo 

S,  +  Sy  «     !  (x2  +y%)  dm  +  2    \z%  dm 
ovvero 

Sr      +     Sy     ■■     Sg      +      S     Sjpy 

e  per  la  natura  sempre  positiva  dei  momenti  d'inerzia  h 

S,  +  Sr  >  S, 

b)  La  somma  dei  momenti  d'inerzia  rispetto  i  tre  assi  è  doppia  del  momento 
d'inerzia  rispetto  il  punto  origine  degli  assi  medesimi. 

Addizionaudo  le  (5)  otteniamo 

SXH-Sr  +  S,  =  a     !  (xs  +  y2  +  z2)  dm 
e  notando  con  r  il  raggio  vettore  sarà 
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/ 


dm 


e)  La  somma  dei  momenti  d'inerzia  rispetto  i  piani  coordinati  h  eguale  a 
quello  preso  rispetto  l'origine. 
Addizionando  le  (e)  si  ha 


I  {x*  +jr*  +  z2) dm  =    Ir 


Sxy  +  SXB  +  Syz 
e  quindi,  come  corollario  delle  due  proposizioni,  ne  deduciamo 


SyX     +    Sjfy    "f    bys    =     2 


2 


onde: 

La  somma  dei  momenti  d'inerzia  di  un  sistema  rispetto  i  piani  coordi- 
dinati  h  la  metà  della  somma  dei  momenti  d'inerzia  dello  stesso  sistema 
rispetto  gli  assi  coordinati. 

8.  Alcune  volte  nelle  applicazioni  s'incontrano  le  somme  dei  prodotti  di 
due  coordinate  per  le  respettive  masse,  come 


I  xjdm;     I 


xz  dm 


/• 


che  si  distinguono  col  nome  di  prodotti  di  inerzia,  o  di  momenti  coniugati . 

II 

Momenti  d'inerzia  di  alcune  linee 

e  superficie  piane  e  curve 

9.  Si  domanda  il  momento  d'inerzia  del  segmento   di   una   retta  data  di 

posizione. 

Sia 

jr  »  ax  -k  b     (i) 

l'equazione  alla  retta,  e  si  consideri  il 
momento  d'inerzia  del  segmento  R0S  =»  /, 
fig.  2%  rispetto  Tasse  delle  ascisse,  pel 
quale  abbiamo  generalmente 


>-j> 


ds       (s) 


quando  si  ponga  Mm  =  rfj. 
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Ora  per  la  retta  h 

ds  «  d x  >ji  +  a 
dunque  se  poniamo 

il  richiesto  momento  d'inerzia  sarà 

S^^TTa2    I      (ax+b)*dx 
ed  eseguita  la  integrazione  avremo 

si  -  ^r^  W  *i +  *)3  -  («*• +  *)31  W 

il  quale  momento  è  dato  in  funzione  esplicita  dell'ascissa  e  dei  parametri 
della  retta.  Quando  si  volesse  il  suo  valore  in  funzione  delle  ordinate 
sarebbe 

s.-^irW-ri>       (4) 

Considerando  ora  la  (3)  essa  può  prendere  la  forma  seguente 

St  =  la*  (x]  +  xtx0  +  x*0)  +  »  ab  (xl  +  xt)  +  3fc*  j  (xt  -  xt) 

e  perchè  

(*i  - x0)  t/i  +  «"  -  ' 
avremo  ancora 

la  quale  si  presta  per  riconoscere  alcuni  casi  particolari, 

E  primieramente  poniamo  che  la  retta  passi  per  l'origine  delle    coordi- 
nate ed  allora  sarà 

a2l 

3 

Si  supponga  ora  che  il  principio  del  segmento  si  trovi  sull'asse  delle  or- 
dinate, essendo  «r0=»0  la  (5)  si  muta  in 

a3/ 
S,  »  —  (xl  +  zabxt  +  36*)  (7) 

e  se  nello  stesso  tempo  passa  ancora  per  l'origine  è  b  «=*  0,  ed 

a2/  r* 

8»-  t'^'t1  (8) 


—  165  — 

io.  Si  voglia  ora    il  momento    d'inerzia    dello  stesso  segmento    rispetto 
Tasse  delle  ordinate:  la  sua  espressione  generale  sarà 

Sl=»    l  x9  ds 

e  quindi 

rxx 

S,  »  V^ìh-02     I       x*  dx 

che  diventa 

s,  =  £IE  w  _  *;, 

0 

la  quale  prende  la  forma  seguente 

c       (xl  -x)  Vi  +**  ,    ,  ov 

S,  = 2i (x\  +xxxQ  +  xl) 

ovvero 

8 

che  vale  ancora  pel  caso  della    retta  parallela  all'asse  delle  ascisse    avver- 
tendo allora  che  a«o:  ed  l=*x.  —  a\. 

Se  in  questa    ipotesi  l'estremità    del    segmento  parte  dall'asse  delle  or- 
dinate è 

xQ  -  o,     a:,  =  / 

ed  il  momento  d'inerzia  fe  dato  da 

e  se  poniamo  /  =»  M,  che  nel  caso  presente  rappresenta  la  massa,  avremo 

S,  =  -  M.  x\  (io) 

5 

Per  avere  il  momento  d'inerzia  rispetto  l'asse  che  passa  pel  centro  di  gra- 
vita per  la  formola  (3)  (§  2)  avremo 

nella  quale  fc  k  «  — -e  perciò  risulta 

S  =  -  Mxl  (il) 

12         * 
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Supponiamo  ora  che  si  voglia  il  momento  d'inerzia  del  segmento  rettilineo 
rispetto  di  un  asse  che  passi  per  l'origine  delle  coordinate  e  sia  perpendi- 
colare al  piano  degli  assi. 

L'espressione  generale  del  momento  d'inerzia  è  in  questo  caso, 


Si  -    I       {*?  +?)  ds 

%Jxù 


(«) 


(13) 


la  quale  ci    prova  che    questo  momento  d'inerzia  è  uguale  alla    somma  di 
quelli  presi  rispetto  gli  assi. 

Intanto  sostituendo    nella  (is)  i  valori  di  y,  ds  in    funzione    dell'ascissa 
avremo 

S,  «  Vi+a2  Ti       x%  dx  +     I    l  (ax  +  b)%  dx  1 
e  quindi 

Si  -  — - —  \jx\  +  *t  x0  +  xl)  (xx  -  x0)  + 1  Uaxx  +  fc)3-  (ax0  +  b)*J  J 

ove  è  facile  far  passaggio  ai  differenti  casi  particolari. 

li.  Quando  la  retta  fosse  data  .per  la  sua  equazione  polare 

b  sen  a  ,    . 

sen  (<p  -  a) 

ove  <f  è  l'angolo  che  il  raggio  rettore  forma  col  Tasse  polare,    ed  a.  quello 
che  vi  forma  la  retta^  essendo  allora 

,  b  sen  a 

ds  =    — — d<p  ; 

sena  (<p  -  «)     T 

°  pel  momento   d'inerzia    rispetto    l'asse  condotto    pel  polo,  e    normale  al 
p  ano  che  contiene  la  retta,  avendo  generalmente 

S,  «    f  ra  ds 

.ara  per  la  retta 

S4  «63  sen3  a    I   — r-r? -.  (15) 

4  J  sen4  (<p  -  a) 

e  fatto  per   comodo 

<f  —  a  -  0,     d<f=*dO 
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si  avrà 


1,  »  b*  sen3«  I- 


de 

s^  (15) 


Per  integrare  questa  funzione  si  consideri  -  la  forinola  di  riduzione 

/dO  cosB  n-2    f      d6 

sen*0  ™      (n  -  i)  sen*""1 6     n-  t  J  sen*-*0 

nella  quale  posto  n  =»  4  otteniamo 

Jrf0  costì  2  COSO 

sen**  3  sen30       3  senfl 

che  sostituito  nella  (is)  ci  da  pel  relativo  momento  d'inerzia 

^sen'a  /cos*       2cos0\       r 
1  3        \sen30       senfi/ 

E  perchè  qui  trattasi  di  un  segmento  di  retta  data  di  posizione,  cosi  sup- 
porremo che  i  limiti  sieno  <j>0  ,  9,  ai  quali  corrispondano 

0«  -  ?o  -  «  i      »i  -  fi  -  « 

e  perciò 


_       fr8  sen3a  r  cos0ft      cos  9,        /cos  0A     cos  0,Vl  ,    4 

S.  « I rr° y-1  +21 ° -  1  I  (is) 

3        Lsen30o     sen30,        \sen*0       sen^/J  x 

ove  tralasciamo  di  considerare  i  differenti  casi  perticolari. 

12.  Se  rappresentiamo  con  V  il  prodotto  d'inerzia  avremo  generalmente 


I  xy  dm 


(0 


che  applicata  alla  retta  otterremo 


*    I     (ax  +  b)x 

V/JT0 


V  =  vi  +  <?    I     te«r  +  6)  ar rfx 


la  quale  diverrà 
e  perchè 


xt  -,x. 


cosa  cosa 
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avremo 


V  «=  -  [sa  (x\  +  xt  *,  +  xj)  +  ib  (xt  +  xj]         (a) 

6 

M.   È  cosa  facile  il  passare  ai  casi   particolari:  intanto  prenderemo   ora 
a  considerare  un  segmento  rettilineo  posto  comunque  nello  spazio. 
A  questo  fine  poniamo  essere 

X"  az  +  m ,    jr  —  bz  +  n 

l'equazioni  della  retta  della  quale  è  parte  il  segmento. 
I  momenti  d'inerzia  rispetto  gli  assi  pel  §.  7  saranno 


S,  -  V^i  +  a*  +  V  [J (bz  +  »}' dz  + JY  dz  ] 

Sr -  V/T+ar+P  [/(az+m)' dz  +  Jz'dz  ] 

Sr  «  )/i  +  a*  +  y  [f(az  +  mfdx  +  /(fo  +  n)»  rfa  ] 
ove  eseguite  le  integrazioni  ira  i  limiti 

troveremo  pel  segmento  della  retta  nello  spazio  le  seguenti  espressioni 


V^i  +  a%  +  b*  li 

— - —  L  6  (r«  -rt  *  Z 


•s 


P 


S. 


-<1 


15.  Sia  una  circonferenza  di  raggio  r  e  si  voglia  il  momento  d'inerzia 
rispetto  di  un  asse  che  passi  pel  centro  e  sia  perpendicolare  al  piano  che 
la  contiene. 

Si  prenda  un  arco  infinitesimo  ds  e  sia  da  l'angolo  corrispondente  al 
suo  centro,  avremo  evidentemente 

ds  ==  r  dar 


e  pel  momento  d'inerzia  avremo 
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S«*    f  "  r»  *  -  Mr', 


ponendo  M  »  arcr. 

Se  consideriamo  ora  un  asse  parallelo  guidato  per  un  punto   qualunque 
della  circonferenza  per  la  nota  forinola,  essendo  k  =  r  troveremo 

Può  presentarsi  il  caso  che  si  chieda  il  momento  d'inerzia   di  una    circon- 
ferenza rispetto  di  un  suo  diametro  allora  avremo 


fds 


quando  si  prenda  il  diametro  per  asse  delle  ascisse.  Ora  essendo 

y  «  ^r%  -  x%,  ed  jrds  «  rdx 
il  momento  d'inerzia  diverrà 


S-r 


I      rfx  ^ra  -  x% 


ove  posto 

x  «  rcos<j>,  dx  «  -  rrfy  seny 

i  nuovi  limiti  diverranno 

9  ■»  n }  ^»o 


onde 


S  -  -  r*    I     dy  senf  9  -  r%   I    rf?  sen*  9. 

c/ir  c/o 


La  integrazione  per  parte  ci  da 

I  dtf  sen*?  =  — .  5  senf  cosy  +  39 

|     </f  senaf  =  J  7r 


e  perciò 


ra 


4 


Se  il    momento  d  inerzia  della  circonferenza  si  vuole  rispetto  di  un  asse 
parallelo  al  suo  diametro  e  che  sia  tangente  essendo  allora  k  =  r  avremo 
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4  4  4 

16.  Si  consideri  ora  un  arco  di  ellisse  rappresentata  dalle  due  equazioni 
coesistenti 

x  «  a  senf  j  /  =  ècosy  (ì) 

e  si  voglia  il  momento  d'inerzia  rispetto  di  un  asse  guidato  pel  centro,  e 
pendicolare  al  piano  della  figura. 

Siano  x,  jr  le  coordinate  di  un  punto  qualunque  della  figura,  ed  essendo 

ds  »  ^dx%  +  dy% 

l'espressione  generale  dell'elemento  dell'arco,  per  l'ellisse  diverrà 

ds  orf^ya3  co8af  +  b%  sen'f 
ed  il  momento  d'inerzia  in  generale  sarà 

S  =  f(x*+j*)ds 
ove  fatte  le  sostituzioni  in  coordinate  circolari  risulta 

S»  pf  (a1  sen8^  +  fe'cos^)  >Ja  cosf<p  +  b%  sen*<p 
che  può  mettersi  sotto  la  seguente  forma 

S  »  a3   |  dy  (\  -  e*  cos8q>)  ^i  -  e9  sen*<p 
ponendo 


aa 


la  quale  ci  da 

S  «  a3    I  rfq>  ^i  -  e*  sen'y  -  a3  e*   I  tf?  cos*  9  ^1  -  e"  sen*  9  (s) 

Il  primo  termine  del  secondo  membro  h  un  integrale  ellittico  di  seconda 
specie,  e  per  ridurre  l'altro  termine  a  dipendere  da  integrali  della  mede- 
sima uatura  si  differenzi  la  funzione 

seny  cos<p  ^i  -  cf  sen*9 


—  ni  — 

■ 

e  si  troverà 

d.  senf  cosy  ^\  —  e1  sen*9 

t     i ; r      •  / c%  d?  sen*?  cost? 

=  dy  cos  9  v  *  -  e  sen  9  -09  sen*9  y  i  -  ca  sen*©  -  — ======— 

yt  —e  sen  9 

. i r-      ,     /— i *fy  (i  -  e*  sen*<p  -  0 

«taf  cos*o  v  *  -  e  sen  9  -  do  y  i  -  e  sena©  +  y         «      = —  cos  o 

T        T  T       T  T  V  t  -  e8  sen*9  T 

,      / 1 r       .     / 1 i-      d<f  d<f  (i+ e8  sen*  9-1) 

-  3rfT  cosa9  ^i  -  e'  sen-9  *  Q^ty  d9  |/i  -  e"  sen*T  -  ^)  TJrfej 

dalla  qu&le  ricaviamo 

I  d(f  cosf9  tfi  -  c%  sen*9 

»  i  [senTcos?  •i-oW,*  ^-Z±)  jd9  Vi  -  C  sen'T  -  ^ilc  ^vLn'J 
e  per  le  consuete  notazioni  degli  integrali  ellittici  avremo 

I  d<f  cos*9  ^i  -  e2  sen*9 

=  i  [sen9  C0S9  \f  i  -  e"  sena9  hYL^ÌJE  (c,  9)  -(^r  V  (<>,  ?)] 
che  sostituita  nella  (2)  ci  da  * 

S  -  —   I  (2  -  e*)  E  (e,  9)  +  (t  -  e9)  F  (e,  9)  -e  sen9  C0S9  ^i  -  e1  sen*9   |  (3) 

per  l'espressione  del  momento  d'inerzia  di  un  arco  di  qualunque  ampiezza  9 
spettante  all'ellisse 

17.  Credo  utile  qui  notare  che  se  per  la  distanza  dell'elemento  dell'arco 
ellittico  dal  suo  centro  si  prende  la  lunghezza  della  perpendicolare  calata 
da  esso  centro  sulla  direzione  dell'arco,  allora  il  momento  d'inerzia  sarebbe 
rappresentato  da  un  integrale  ellittico  di  prima  specie. 

Di  fatti    rappresentando    per  9  il    supplemento  dell'angolo    che   la  tan- 
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gente  nel  punto  di  coordinate  x,  y  forma  coll'asse    delle  ascisse    positive 
avremo 

b*x 


arjr 
b*x 


ama  m 


vV/  *  6*  x" 
ed  essendo  nello  stesso  tempo 

Xx     Yjr 

a'   *   b*   "4 

l'equazione  della  tangente  la  ellisse  nel  medesimo  punto  troveremo  per 

Y-o,     Y=^ 

X 

e  designata  per  k  la  lunghezza  della  perpendicolare  avremo  evidentemente 

e  facendo  uso  delle  solite  coordinate  circolari  troveremo 

k «* 

ya  cos*?  +  b*  sen2f 
e  perchè 

ds  =  d<f  V«*  cos'f  +  b*  sen^ 


cosi  troveremo 


S-a*>   f  ^     fc    -a*»F(c,?). 

J  yi-c  sen  9 


sen  <f 

18.  Se  il  momento    d'inerzia   dell'arco  ellittico  si   prende  rispetto  Tasse 
maggiore  avremo 

S-    iyds 
e  rispetto  Tasse  minore 

S«    tx*ds 
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e  le  funzioni  che  dovranno  essere  integrate  in  coordinate  circolari  saranno 

S«  ab9    !  df  cosf<p  ^f  -  ca  sena<p 

S  -  a8     |  <fy  sen'y  ^i  -  e*  sen2<p 

la  quale  si  tratterranno  col  metodo  esposto  al  §  ia. 

Noteremo  qui  che  se  i  due  momenti  si  rappresentano  colle  notazioni  S« ,  Sb 
fra  di  essi  trovasi  facilmente  la  relazione  seguente 

aaS,-.è'S»«a36a    f  d<f  )/i  -  e2  sen2?  »  a3  6f  E  (e,  9). 

Poniamo  ora  che  vogliasi  calcolare  il  prodotto  d'inerzia,  il  quale,   come 
vedemmo,  e  generalmente  dato  da 

V  ==    |  xjr  dm,  . 

Sostituiti  qui  i  valori  di  x,  y,  dm    in  funzione  delle  coordinate    circolari 
avremo 

V  =  ab    ld(f  sencp  cosf  tfa2  cosa<p  +  b*  sen^ 

che  integreremo  nella  ipotesi  che  a  <j>  ~  0  corrisponda  V  =  0. 
Trasformando  la  espressione  trovata  otterremo 


\*b    I     (1  -  e*  sen2<f)  *  df  sen<f  cosy 


che  ci  da  immediatamente 

a2  b  r  -  t 

io.  Si  prenda  ora  a  considerare  la  parabola  conica 

jr*  «  %px  :  (l) 

e  se  di  questa  se  ne  vuole  conoscere  il  suo  momento  d'inerzia  rispetto  il  suo 
asse,  osserveremo  essere  generalmente 

ds 


J> 


nella  quale  eseguite  le  opportune  sostituzioni  sarà 

s = *p  JT* dx  \/^è"P     (2) 
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Per  la  integrazione  di  questa  funzione    porremo 

£  «a*,    ed     ar«  — -(- — 

2X  2  (z  -  i) 


d x  -  - 


pzdz 


onde 

,  p*       z  dz 

x  dx  a  —   t__ .  .. 

2        (2*  -  l)3 


3  r *"«< 


e  sostituendo  nella  (*)  la  funzione  irrazionale  si  trasformerà  nella  seguente 

dz_ 

*)3 
la  quale  può  prendere  la  forma 

Si  ha  generalmente  per  l'integrazione 


Jdz       _  i  z  t  n  —  i      f      dz 


ove  posto  m  «  i  troviamo 


e  per  rc  =•  2  sarà 


ed 

Jdz  ,  Z  /  5         i\        Z  /3.5       3\  .       /z-l^ 

e  quindi  pel  momento  d'inerzia  espresso  per  z  avremo 

8.^  ri j^.(±.«) .,!-♦(*•♦•)  h, (urti  *c  w 

r     L.4     («  -t)         \«.4       2/    *" -i       \2.4       4/        °    \2  +  1/  J 

e  perchè   ad  x  =  0,  corrisponde  z  =  ®  ,  e  per  x  «  jc,  h  z**zx  cosi  per    la 
determinazione  della  costante  G  la  integrazione  dorrà  -eseguirsi  tra  i  limiti 


Z  =»        Z  ■»  jg, 
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La  integrazione  della  (s)  può  eseguirsi  ancora  come  segue. 
Si  ponga 


S  »  p  /IT  |       dx  \jx  (tx  +  p) 


\/x  (*x  +p)**xz 


e  quindi 

dalla  quale 

x  -  5  (z*  ~P)>  dx  «  zdz 

e  \/x  (2X  +  p)  «  |  (s1  -  jjs). 

Avvertiremo  qui  che  i  limiti  della  nuova  variabile  z  sono 


ciò  posto  avremo 


..,,*£.*(*=*) 


ove  eseguita  la  integrazione  troviamo 


2 

e  tra  i  limiti  stabiliti 


s-^(f*'-i/»)  +  c 


(») 


so.  Prendasi  a  considerare  la  linea  rappresentata  dalla  equazione 

r  «  a  (i  -  cosf)         (i) 

nella  quale  preso  un  punto  qualunque  r,  9,  pel  momento  d'inerzia  rispetto 
Tasse  guidato  pel  polo  e  normale  al  piano  della  figura,  sarà. 


,  «   I  ra  ds. 


Ora  essendo 

dr  <=*a  dy  senf 

troveremo 


ds  «  ^dr*  +  r2  d<f  =  4a  —    sen  — 


s  2 

23 


—   476 
onde 


S,  =  4  a3    f  "  (l  -  cos?)'  - 


do  9 

1  seti  L 

2 


ovvero 

""  ±  seu'  ? 

2  2 


,=i6as    I 


? 


e  se  per  comodo  di  scrittura    poniamo  0  «  I,  i  limiti  per  la    nuova  varia- 
bile saranno 

e  =  o,    0  =  7T 

onde 

S,  »  le  a3     I     rf*  sen'0.  (2} 

E  per  la  sua  integrazione  abbiamo  la  seguente  formula  di  riduzione 

J.*       «*        cos*  sen*""1*     n  -  i     f  .„       M  . 
rf0  senn0  « + I  de  sen""1* 
n                 n      J 

dalla  quale,  tenendo  conto  dei  limiti,  deduciamo 


I      40  senn0.  « I     de  scn"-a0 


ove  fatto  successivamente  n  «  5,  fi  »  3  otteniamo 


onde 


|     40 sen'0-  -    !     40sen30 

J40  sens0  -  -     I     de  sen0 

1 
I 


11 

de  sen0  »  2 


7T  la 

40sen*0~  — 

15 


ed  il  momento  d'inerzia  è 


S,  =  —  a»  ft 

15 


Ora  essendo 


avremo 
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,  do  <f 

ds  »  \a.  —  sen  L 

2  2 


9 
s  =  -  Aa  cos  J  +C 


e    per    determinare    la    costante    si    noti  che    a    <p  =  o,    corrisponde  £«o, 
dunque 


s  **  Aa 


(«-0»!) 


Per  ottenere  da  questa  espressione  il  valore  dell'arco  totale  nella  sua  lun- 
ghezza dovremo  porre  <f  =  a  «  e  così  troveremo 

onde  la  curva  e  rettificabile. 

Dopo  ciò  il  momento  d'inerzia  (2)  diverrà 

S,  -  —  M  Ma 
3.5 

21.  Se  il  momento  d'inerzia  si  prende  rispetto  l'asse  di  simmetria   della 
curva,  avremo  allora 


=    (r*  sen* 


?  ds  (1) 


nella  quale  sostituiti  i  valori  di  r,  ds  dati   per  <p  ne  risulta 


64rt3f     P^sen^--    r^sen'H 

L    Jo  2  «  Ja  2  2J 


e  posto  anche  qui 


?  «e,  </?«2</6 

2  * 


avremo 

S««4a3T    !     deserte-    j     rf^sen^l,  (2) 

-e  per  la  nota  forinola  di  riduzione  avremo  le  seguenti 


I     rfe  sen90  =  -     I     dB  sen70 


H8 


rdd  sen7*  »  -  |     <fó  sen** 

7  J» 

(    <&sen'0-  -  !     <#sen30 

I 


2 


*  2 

diSsen3*»  -  2 

Jo  » 

dalle  quali 

J^n  SAAR  I  "  2      A       fi 

</*  sen^fl  =  — — - — ^-—  2  ;       I     dO  sen7*  «  — I — — , 
3.5.7.9  J0  3.5.7 

che  sostituste  nella  (2),  dopo  semplici  riduzioni  troviamo 

0        2.4*6  32    «_     - 

S«  X    —  Ma*.  (3) 

3.5.7  9 

22.  Sia  ora  la  cicloide  ordinaria  definita  per  l'equazioni  coesistenti, 

x  =  ra-r&ena;    jr**r-r  cosa  (i) 

e  si  dimandi  il    momento    d' inerzia  rispetto  Tasse  delle  ascisse.  Questo  ci 
verrà  dato  da 


Si-    I    yds=r9     I      (i-co*a)2ds 


ma  essendo 


avremo 


»  da  a 

ds  »  4r.  —  sen  - 

2  2 


2     f™   da        5« 

S,  «  16  r     I       —  sen5  - 

Jo         2  2 


« 


la  quale  funzione  h  stata  già  integrata  nel  paragrafo  antecedente. 

23.  Prendiamo  ora  a  considerare  la  lemniscata  Sernoulliana  di  equazione 
polare 


ra  «  a2  cos2 j 


e  se  ne  dimandi  il  suo  momento  d'inerzia  rispetto  di  un  asse    perpendico- 
lare al  piano  della  curva  e  che  passi  pel  suo  centro. 
L'espressione  generale  di  questo  momento  d'inerzia  sarà 
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w 


e  trovando  il  ds  per  mezzo  della  forinola 

ds'  «  dr2  +  rf  d<f 


avremo 


*-        ,      ^  (3) 

Vi  -  2  sen*q> 
ed  affinchè  quest'arco  sia  reale  per  tutti  i  valori  che  può  acquistare  y  tra 

i   limiti  — >  +  -  è  necessario  che  sia 

4  4 

/ITsenf  <  i, 


onde  potremo  porre 
dalla  quale 


ma  essendo 


la  (3)  diverrà 


V  2  sen<j>  »  sen* 
dO  cosfl 

d*mÌT (4) 

V2  COSf 
COS9  —  ^4  ""  5  senJlfl 


.        a  dB 

ds 


Dopo  ciò  il  momento  d'inerzia  è: 


I 


ma 

cosiy  »  1  -  2  sen*^  Bi"  sen** 
avremo  ancora 

-  senf0)  d9 


S 


/ 


^2  J  V  i  -  5  sena^ 
che  possiamo  mettere  sotto  la  seguente  forma,  fatto  ca  «  f , 
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ovvero 


«3r    C         de  i     />•*?' sen»fl-i)rffl-i 

~  )]\\-J  y/i  -  cfsea29     e*  J      tft .-  e*  seo'fl    J 

e       a3  r  t      f        . l-c'     C_d8         -, 

•S "  ~r  \— »     \  dO  Vi -e*  sen*0  -  — r      I  '  #  "     .       ,„ 


ed  in  fine 

s-  «" 


ca 


T  [E  (e,*)  -  (i  -  e*)  F  (e,  fi)]  (4) 

V2 


per  l'espressione  del  momento  d'inerzia  di  un  arco  della  lemniscata,  e  dove 
noteremo  che  i  limiti  della  nuova  variabile  sono  -  tt,  +  tt. 

24.  Si  voglia  ora  il  momento  d'inerzia  rispetto  Tasse:  per  questo  troveremo 


!  r*  sen*<p. 


ds         (i) 


e  perchè  sono    note  le  funzioni  clic  rappresentano  r,   e  ds  cosi    sostituen- 
dole avremo 


ora  essendo 


S  =  a     I  fy  senaf  v7-"isen*9 


i  .  dB  cosfi 

seny  «  -p  sen*  ;    dy 


)f%  tfì  V'*  -  e*  sena* 

e  fatte  le  sostituzioni  nella  (2)  risulta 


<i3       C  de  senafi  cos*0 

S  -  — p     I        , r-  (3) 

2  V2  J     V*  -  casena0 


Per  ridurre  questa  espressione  ad  altre  forme  gl'integrali  delle  quali   sieno 
noti,  avvertiremo  primieramente  essere  ancora 

-  i)  dB  cosa0 
sen20 


3C*  fa     J  tfl  -  C2  S 


che  prende  la   forma  seguente 


n*     r  r   de  cosae         r  . 5 — _  1 

S  -  — TT~        I    /      ■  .       a.  -  1  dB  cos'fi  V"  -  ca  sena0 
ic  yj    L  J  yi-c"  senafi      J  I 


Ora 
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r      dO  cos'9  r         d0   .  j_     f    d6.  cWfl 

J    Vi  -  c%  sen'9  "  J  \/ì-c*&en'0  ~  e*   J  y/i  -  e'  sena*  ^ 


e  quindi 


Jde  cos'g         /i  -  c'\  r de  i     r       

V'i  -  e»  sen'<T   \~?"7  J  l/i-c-sen-O*-?  J  *  ^*  -  <*«*     W 

Pel  §.  16  abbiamo  ancora 

I  decos29  ^t-<?asenfl4  [sen*cos*  /i-c2sena0+  (  ^  )EM)-(-4  W,0)  ]     (6) 
Sostituendo  nella  (4)  l'espressioni  dateci  dalle  (5),  (e)  ne  deduciamo 

s"  TTZ^y*  [  \ir) E  (c>  9)  ~  ^^ F  (c'e)  -senfl  cosfl  ^  -«•»«'«] 

per  l'espressione  del  momento  d'inerzia  dell'arco   della  lemniscata    di  Ber- 
noulli,  e  che  dipende  da  integrali  ellittici  di  prima  e  seconda  specie. 

25.  Passiamo  ora  alla    determinazione  del  prodotto    d'inerzia,  pel    quale 
avvertiremo  essere 

ady 


x  =  r  cos<p;  jr  =  r  senq>  ;  r*  «  a2  cos2f ,  ds  = 


ycossf 


i  quali  valori  sostituiti  nella  forinola  generale  relativa  avremo 


ovvero 


V  »  a3     I  dy  sen<p  cos<p  y cos2f 

a3     C 
V  =»  —     1 2d(f  sen2<p  (cos29)i 


la  quale  ci  da  immediatamente 

a3  | 

V  « (C0S2<p)*  +  C. 

2.3A  T 

Ammettendo  che  a  <p  =  0  corrisponda  V  =  0,  sarà 

v  -  ri  ['  ■ (C0SIT)I  ]- 


—  182  — 


III. 


Momenti  d'inerzia  delle  superficie 


27.  Assegnare  il  momento  d'inerzia  del  triangolo  rispetto  di  una  sua 
mediana. 

Sia  ABC  il  triangolo,  e  AD  la  mediana,  che 
prenderemo  per  asse  delle  ascisse,  fissando  l'o- 
rigine nel  vertice  A,  e  guidata  per  questo 
punto  una  parallela  al  lato  BC  del  triangolo, 
sarà  d'essa  l'asse  delle  ordinate. 

Ciò  posto  si  prenda  nel  triangolo,  un  punto 
qualunque  N,  di  coordinate  AP  »  xf  PN  «  u} 
e  considerando  l'elemento 

Nn  «  dudx  sen<p, 

essendo  <p  l'angolo  fatto  dagli  assi,  avremo  pel 
momento  d'inerzia  rispetto  la  mediana 


S  «     !  j  u%  sen*q>  X  du  dx  sen<p 


(«> 


Se  ora  poniamo 

AD  «A,  PM«^_ 

l'integrale  (i)  si  presenterà  sotto  la  seguente  forma 


sen'f    I     dx    I      u2  du, 


ed  integrando  rispetto  u  troveremo 


!  senf?    (    y 


dx. 


Ma 


sena 


sen  (<p  -  a) 
dunque  eseguita  la  integrazione  risulta 
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0        2      sen3a  sen3?   .. 

S=*  —  r- \  hk  (2) 

3.4    sen3  (<f  -  a) 

pel  momento  d'inerzia  del  triangolo  rispetto  di  una  sua  mediana. 

27.   Per  riconoscere    ora  il  significato    geometrico  della  (2)    s'intenda  ca- 
lata dal    vertice  A  la    perpendicolare  p  sulla    base  BG    del    triangolo,   ed 

avremo 

p  =  h  seny 

Convenendo  ora  che  sia  26  la  lunghezza  della  base,  dal  triangolo  ABD  avremo 

b  sena  T  h  sena 

b  = 


h      sen  (<f  —  a)  sen  (<p  -  a) 

ora  l'area  del  triangolo  ABC  è  data  da 

.         h7  sena  seno 

M«6p-  - — rT; 

sen  (<f  -  a) 

di  più  dal  vertice  B  si  cali  la  perpendicolare  k  sul  prolungamento,  quando 

occorra,  della  mediana,  ed  avremo 

,      .  h  sena  seno 

k <=*b  seno»  ; 7. 

sen  (9  -  a) 

Se  ora  la  (2)  si  pone  sotto  la  forma 


4      h*  sèna  senq>  /h  sena  sen<pV 
2.3       sen  (<f  -  a)     \  sen  (y  -  a)  / 


colla  sostituzione  troveremo 


S  =  —  M**  (3) 

2.3  x 


ove  M  in  questo  caso  rappresenta  la  massa. 

28.  Si  supponga  il  caso  particolare  di  un    triangolo  iscoscele,    e  la   me- 
diana bisechi  l'angolo  al  vertice,  avremo 

pah;     k*=b9 

ed  essendo  la  mediana  perpendicolare  alla  base  sarà 

M  =»  h2  tanga  ;     k  <=*b**h  tanga 
ed  il  momento  d'inerzia  sarà  egualmente 


S  «  —  Ub2 
2.3 
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29.  Assegnare  il  momento  d'inerzia  del  triangolo  iscoscele  rispetto  di  un 
asse  perpendicolare  al  suo  piano,  e  che  passi  pel  vertice 

Pel  punto  M  del  triangolo  s'intenda  condotto 
il  raggio  rettore  AN,  fig.  3*,  e  su  di  esso  preso 
un  segmento  AM«  p  variabile;  sia  a  l'angolo  da 
esso  formato  coli 'asse  delle  ascisse,  che  conside- 
reremo essere  nella  direzione  AD. 

Ciò  posto  nel  punto  M  avremo  l'area  elemen- 
tare ì&m  =  p  dp  due  pel  suo  momento,  rispetto  l'asse 
guidato  per  À  normale  il  piano  del  triangolo  sarà 


SI  =  ffd*.p*dPi 


W 


e  perchè  le  variabili  a,  p  sono    indipendenti,    ed  a  ha  per  limiti  —  (3,  + {3, 
e  quelli  di  p  sono  o  ed  r«  AN,  avremo 


J-/8  Jo 


p3rfp 


ma  dal  triangolo  ADN  abbiamo 


r  =* 


cosa 


essendo  AD  =  h,  dunque 


4    J_fi    cos*« 


Integrando  per  parti  otterremo  facilmente 


/ 


da         tanga       , 
— ir  «"■  — ^r  +  1  tanca 

cos*a       3cos'a      *        ° 


che  trasportata  ai  limiti  ci  da 


I 


'+0     da 


4, 


_£   cos'a 


f  JOIE  +  i  tancfil 
Licos'P      *       ^J 


e  sostituendo  nella  (s) 


'  -  r*  tm&  (2  +  db) 


la  quale  può  mettersi  sotto  la  seguente  forma 


(*) 
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S,  -  \   x  h  tangp  (^  +  ,*)  (e) 


Ora  il  triangolo  ci  fornisce 

b  =  h  tangfl  da  cui    — 5^  =*  — r 

^  cos*{3         h* 

che  sostituiti  nella  (a)  si  ottiene 

M 

S,.---    (*»  +  »#).  (7) 

essendo  M  l'area  del  triangolo 

Se  Tasse  fosse  guidato  pel  centro  di  gravita,  die  si  trova  necessariamente 
sulla  retta  AG  nel  punto  noto  \b  partendo  da  A,  avremo 

S=   -   (/,*  +  3&a)  (8). 

18 

30.  Se,  per  assegnare  il  momento    d'inerzia  faremo   uso  delle    coordinate 
ortogonali,  troveremo  facilmente 


Si  **  fi   (x*  +  wa)  dx  da 


e  tenendo  conto  dei  limiti  troveremo 


rh  r+y  rk  r+y 

S,  «    I     <ra  dx    I      du  +    I     dx    I        af  tfo 


che  integrata  rispetto  u  sarà 


S,  =  2    I     yx*  dx  +  \    I    y  dx  ; 

1/0  4/0 


ma  la  jr  appartiene    ai  successivi  punti    della  retta  sulla  quaLe   giace  AB, 
dunque 

J  =»  x  tanga 

e  cosi  troveremo 

S,  =  {hk  tanga  (i  +  £  tang'a) 

che  può  mettersi  sotto  la  seguente  forma 

0       h.  h  tanga  ,  , ,     ,  # 

S,  ** 2-  (3Af  +  Aftangaa;, 

6 
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ove 

h  tanga  =  b 

e  perciò  la  riproduzione  della  medesima  forinola  (7) 

31.  Assegnare  il  momento  d'inerzia  di  un  rettangolo  di  altezza  a  e  di 
base  b  rispetto  uno  dei  6uoi  lati 

Si  prendano  i  due  lati  disuguali  per  assi  delle  coordinate,  e  per  un 
punto  qualunque  della  sua  area  poste  le  coordinate  xì  u,  la  prima  varia- 
bile tra  i  limiti  o,  b  e  l'altra  tra  0,  a  avremo 

f *  fa     a   .        a?b      M     t 

S.  «   I     dx     I     u2  du*=»  —  =»  —  a  '9) 

Jo  Jo  3  3  W 

Ora  se  il  momento  si  prende  rispetto  l'altezza  si  ha  facilmente 

S  -  —  «  -  b* 

*         3  3 

Supposto  essere  a  >  b  ne  siegue 

St  >  Sa  : 

onde  il  momento  d'inerzia  è  massimo  quando  si  prenda  rispetto  l'asse  della 
lunghezza  minima,  ed  è  minimo  quando  si  prende  rispetto  l'asse  della  lun- 
ghezza massima. 

32.  Assegnare  il  momento  d'inerzia  di  un  triangolo  rettangolo  rispetto 
uno  dei  suoi  cateti. 

Rappresentati  con  a,  b  le  lunghezze  dei  cateti,  sarà 

x       r 
b      a 

l'equazione  della  retta  della  quale  l'ipotenusa  è  un  segmento. 

Preso  un  punto  qualunque  nel  piano  del  triangolo  le  sue  coordinate  le 
noteremo  con  x,  u  ed  il  momento  d'inerzia  rispetto  il  cateto  bf  ci  sarà 
dato  da 

S,  -•    !     dx     I     u  du;  (io) 

Jo  Jù 

essendo 


u2  da  »  i  u 
per  l'equazione  della  retta  avremo  ancora 


/ 


i  „3 
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onde 


jr^-'H-y 


che  a  riduzioni  eseguite  ci  dà 


<s      M    » 

6 


(ti) 


Se  il  momento  d'inerzia  si  prende  rispetto  il  cateto  a  si  avrà  allora 


*        6 


(12) 


33.  Si  voglia  ora  il  momento  d'inerzia  del    triangolo  rettangolo  rispetto 
l'ipotenusa. 

Dal  vertice  A  dell'angolo  retto,  fig.  4%  s'in- 
tenda calata  la  perpendicolare  h  sulla  ipote- 
nusa, che  noteremo  con  a.  Il  triangolo  ABC 
verrà  decomposto  in  due  triangoli  rettangoli 
APB,  PAG  ed  applicando  a  ciascuno  la  for- 
inola stabilita  nel  paragrafo  antecedente  , 
avremo  pel  momento  d'inerzia  del  triangolo 
dato 

S,  «  APB  X    -  +  APC  X    *    «  f  ABC  X  Aa 

6  6 

Ora  se  si  vuole  l'altezza  h  espressa  in  funzione  dei  lati  del  triangolo   pro- 
posto, noteremo  essere 


e  quindi 


ma  h  pure 
dunque 


BP=-,       CP-- 
a  a 


BPx  CP-*llj 

a" 


BPxCP-A' 


a 
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e  cosi  e 


s,  -  -;  m.  *£ 


<■*) 


34.  Assegnare  il  momento  d  inerzia  del  trapezio 
rispetto  la  retta  che  biseca  le  due  basi 

Si  prenda  per  asse  delle  ascisse,  fig.  5*,  la  retta 
che  biseca  le  due  basi,  e  per  quello  delle  coordi- 
nate una  delle  basi  parallele,  e  si  pongano  le  se- 
guenti denominazioni 

OQ=a,  OA  =/>,  QB*=q: 

considerando  un  punto  qualunque  N  del  piano  del 
trapezio»  e  le  sme  coordinate  sieno 

OP«x,  PN  =  w, 

e  nel  punto  N    s'immagini    una  figura  elementare 
di  area 

du  ux  seny 


essendo  <ft  l'angolo  degli  assi.  Il  momento  d'inerzia  richiesto  saia 


dx    I      u2  du  **  |  sen3<p    I     y*  dx 

o  v—y  U« 


S,  «  sen! 


Ora  per  la  retta  abbiamo  generalmente 

y  »  mx  +  n 

ed  obbligata  questa  di  passare  pei  due  punti  di  coordinate 


(13) 


x=o,  J  ~q\ 


;  x  =  a 


.JmP 


troveremo 


q  =rc  ;  ma  *=*p  -  q 


Ciò  posto  pel  momento  d'inerzia  avremo 


ed  essendo 


S,e=fsen3<p     I     (mx  ^nf  dx 
I      (mx  +  n)  dx  «  ■ —  [  (ma  +  n)k  -  n4  ] 
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otterremo 


a  sen3<p  - 

2.3.  ma  L*  J 


a  sen3<p      3  8 


e  fatte  le  opportune  sostituzioni  risulterà 

2.  a 

ed  ancora 

e       asen3<p  a 

Si— 7-T  (p+q)  (P  +</*)         (") 


per  l'espressione  del  richiesto  momento  d'inerzia. 

Si  supponga  che  il  trapezio  sia  simmetrico:  allora  la  retta  che  biseca 
le  basi  risulta  perpendicolare  alle  basi  medesime,  e  perciò  <p«90°  ed 

*  -  £  <p + *>  o»' + *">     <«s> 

se  il  trapezio  si    muta  in  un    parallelogrammo  è  allora  p-q%  e  la  (u)  si 
muta  in 

S,  =  f  ap3  sen3?         (io) 

e  pel  rettangolo  essendo  <f  »  96°,   h 

s,-!^.  (i7) 

ove  a  è  un  lato    del  rettangolo,    e  p  l'altro»  e    se  questo    lo    rappresen- 

tiamo  per    -   la  (17)  si  mula 

S,  -  £  M.  b%  (is) 

Se  poniamo  p  =  o  avremo  il    caso  del    momento  d'inerzia  del  triangolo  ri- 
spetto una  sua  mediana,  e  la  (i4)  si  muta  nella 

m  ajhen\  • 

2.3 

35.  Coll'aiuto  degli  esposti  principi  passeremo  ad  assegnare  il  momento 
d'inerzia  di  alcuni  poligoni  regolari. 

Ed  in  primo  luogo  sia  un  pentagono  e  si  voglia  il  momento  d'inerzia 
rispetto  di  queir  asse  che  partendo  da  un  vertice  va  a  cadere  normal- 
mente sopra  il  lato  diametralmente  opposto. 
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Sia  ÀBCDE  il  pentagono  regolare,  fig.  6%  AG  l'asse  rispetto  del  quale 
si  vuole  il  momento  d'inerzia;  h  chiaro  che  se  congiungesi  B  con  E  otte- 
niamo il  triangolo  isoscele  BAE,  ed  il  trapezio  simmetrico  BCDE. 

Ora  il  momento  d'inerzia  rispetto  AF  del  trian- 
golo isoscele  è  §  28. 

S,  - 1  M61 

ove  M    h  l'area  del    triangolo»  e  b  la    metà  della 
base  che  nel  caso  presente  h  b  cos  36°,  onde 

S,  =  |  Mb*  cos9  36°. 
Il  momento  d'inerzia  di  un  trapezio  sismetrico  è 

s,  -  !  Mf  (p- +  *'), 

dove  p>  q  sono  le  meta  delle  basi  onde 

p  =  b  cos  36°;  q  «= 


2 


sarà 


S1-iM1(fc1  eoa*  sé1 +I*1). 
Rappresentato  per  JJ  il  momento  d'inerzia  del  pentagono  avremo 

dalla  quale,  sostituendo  e  riducendo,  si  trae 

2  =  f  (M  +  Mt)  b*  cos»  36°  +  ^  M,  b* 

dove  M  +  M f  h  l'area  del  pentagono. 

36.  Consideriamo  ancora  un  esagono  regolare  di  Iato  b  e  si  voglia  il  mo- 
mento d'inerzia  rispetto  la  retta  che  congiunge  due  vertici  opposti. 

Sia  ABCDEF  l'esagono  regolare,  (fig.  7*)  AD  la 
diagonale,  che  prenderemo  per  asse  del  momento 
d'inerzia.  Se  conduciamo  le  rette  BF,  CE  l'esagono 
verrà  decomposto  in  due  triangoli  iscosceli  ed  in 
un  rettangolo,  pei  quali  sappiamo  calcolare  i  re- 
spettivi momenti  d'inerzia. 

L'angolo  al  vertice  dell'esagono  essendo  di  120° 
gradi  ne  siegue  a  =•  60°,  (3  =  30°  e  cosi 


AG  =  6sen30° 


2 


BG  »  &COS30° 


bf% 
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Ora  il  momento  d' inerzia    del  triangolo  isoscele  rispetto    la  sua    mediana 
AG  è  dato  da 


e  pei  due  triangoli  avremo 


pel  rettangolo  abbiamo 


4     1UI     3& 

—  M.  — 

2.3  4 


fr4V/3 
16 


*b<bv*\\tb*y 


e  così  per  l'esagono  il  momento  d'inerzia  sarà 

5,  » + «  —  b*  V3. 

16  .4  •         16 

Il  sistema  di  aree  componenti    l'esagono    può  ancora    considerarsi    formato 
dai  due  trapezi    simmetrici    ABCD,    DEFA  ed  avremo  per   uno  di  essi 


2.2.3     \  V    \  • 4  / 


che  si  riduce  a 


6  #- 


e  perchè  i  trapezi  sono  due  ed  eguali,  così    il  momento  d'inerzia    dell'e- 
sagono è 

17.  Sia  un  ottagono  regolare  quello  del  quale  si  domanda  il  momento 
d'inerzia  rispetto  un  asse  che  bisechi  due  lati  opposti  paralleli 

Se  immaginiamo  qui  i  vertici  diametralmente  opposti,  le  cui  congiun- 
genti risultano  perpendicolari  all'asse  del  momento  d'inerzia,  è  chiaro  che 
si  ottiene  un  sistema  formato  di  due  trapezi  simmetrici  ed  eguali  e  di  un 
rettangolo. 

È  noto  che  un  angolo  interno  al  vertice  nell'ottagono  regolare  è  di 
135°  e  se  questo  è  diminuito  di  90°  ne  risulta  45°  che  rappresenta  l'an- 
golo fatto  dal  lato  b  dell'ottagono  coll'asse,  onde  la    sua  prò  j  e  zio  ne  su  di 

25 
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esso  è  —=  cbe  forma  l'altezza  del  trapezio.  I  semi-lati  paralleli  dello  stesso 

V2 

trapezio  sono  -  »  -  +  -7=»  e  quelli  del  rettangolo    sono  b  :   -  +  — -. 
r  2     2       \/2  2      ^2 

Posto  ciò  il  momento  d'inerzia  dei  due  trapezi  simmetrici  h 

l  L  (ì  +  *  +  A^  /?  +  fca  (1  +  jY  \ 

6*    v/i    \2        2         y/2/    \4  \2        ^2/     / 

che   si  riduce  a 

6 

quello  del  rettangolo  è  dato  da 


(•  •  #  • 


•  3  .  ya       \       ya/ 


cosi  il  momento  d'inerzia  dell'ottogono  sarà 

e    bi  fi  (      *  V    bkfi  /      «  V 

che  si  riduce  a 

S^~  bUtfi  +  i)(fi  +  i)9. 

3*4 

33.  Assegnare  i  momenti  d'inerzia  dell'area  circolare  rispetto  di  un  asse 
normale  al  piano  della  figura  e  che  passi  pel  centro,  e  rispetto  di  un  dia- 
metro. Poniamo  che  r  sia  il  raggio,  e  preso  un  ponto  qualunque  N  nel 
piano  della  figura,  si  conduca  per  esso  il  raggio  OM,  essendo  0  il  centro, 
sul  quale  prenderemo  il  segmento  ON«a/?,  e  notando  con  a  l'angolo  che 
il  raggio  OM  forma  col  diametro  AÀ',  per  l'elemento  dell'area  avremo 

N/i  =  pdp  da 
onde  il  momento  d'inerzia  dimandato  sarà 


S=     f2* da     (r    p*dp  =  \ìllrÈ  (26) 

\Jo  i/o 


ove  M  =  tu  ra 

Il  «lomento  d'inerzia  rispetto  il  diametro  h  dato  da 


S  =    I  ip2  sena«  X  pdp  da 


193 


ovvero 


S«     I     rfasenaa    I     p*dp  =  \rk    I     rfasena< 


ed  essendo 


I  da  sen*a  =»  -  ± 


sena  cosa  +  ^  a 


avremo 


1 


dot  sen'a  «  ir 


dunque 


S  =  JMr* 


Colla  medesima  facilita  si  determinano  i  momenti  dr'uttarzìa  quando  si 
faccia  uso  delle  coordinate  cartesiane. 

Poniamo  l'origine  dèlie  coordinate  al  centro  del  circolo,  e  nel  suo  in- 
terno si  prenda  un  punto  qualunque  di  coordinate  x,u  le  quali  sono  in- 
dipendenti ed  hanno  per  limiti  la  prima  -r,  +r.  e  l'altra  —  jr9  +yi  ora 
essendo  dxdu  l'elemento  dell'area,,  il  momento  d'inerzia  rispetto  l' asse 
delle  ascisse  h 


s-Ld*Lu'du-l-Lsdx 


(21) 


Per  integrare  questa  funzione  si  dica  <p  l'angolo  fatto  dal  raggio    coll'asse 
delle  ordinate,  avremo 

x  «  r  seu<f  ;  dx  «=•  r  dy  cos<p,  jr  -  r  cosy 

ed  i  limiti  della  nuova  variabile  9  troveremo  essere  --,  +  -    onde 

T  a        2 


3 


•r1 

-  I       d<f  cos4<p. 


2 
Se  questa  funzione  viene  integrata  per  parti  si  troverà 


S 


3  3 

d<f  cos*cp  =  j  seny  cos3^  -f  —  sen^  cosy  ■«•  —  y, 

«•4  28*4 


e  quindi 
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ir 

d<f  cos*f  o  —  n. 

ir  8.4 

2 


e  pel  valore  del  momento  d'inerzia 

S  = 


*r4 


Se  il  momento    d'inerzia    venga  preso  rispetto  l'asse    normale    al  piano 
del  circolo,  e  che  passa  pel  centro  si  avrà  allora 

S  =    I     x2  dx    I     da  •+-     I     dx     l     il  du         (2s) 


che  subito  si  muta  in 


S-2 


I     jr  x%dx  +  |     I     j%  dx 


e  ponendo  anche  qui 

x  «  r  seny,  rf,r  «  rtfy  cosqp,  /  =  r  cos<p 


si  otterrà 


ir 

5  2r*  1    ** 

S  «  2r4  |       d<f  sena9  cos'f  +    —  I        d<f  cos4^ . 

*  3  J-JT 

2  2 


Ma  colla  integrazione  per  parti  troviamo 

rf<p  sen'y  cosaf  = —  *,       I        d<f  cos*y  «  —  « 
IT  2**         i/— *  *"* 

2  ~2 

che  sostituiti  e  fatte  le  ridazioni  si  trova 

S  «  [  Tur4.  (23) 

39.  Sia  la  ellisse,  e  si  dimandi  il  momento  d'inerzia  dell'area  sua  ri- 
spetto Tasse  maggiore,  Tasse  minore,  e  rispetto  Tasse  normale  al  piano 
della  figura  guidato  pel  centro. 

Nel  piano  della  ellisse  di  semi  assi  a,  b  si  prenda  un  punto  qualunque 
di  coordinate    x,  u    le  quali    hanno    per  limiti  -a,  +  a  Tuna,    e    1*  altra 
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— yy  +y\  essendo   dxdu    l'elemento    dell'area    pel   suo    momento  rispetto 
Tasse  maggiore  avremo 


/*+«  r+y  r+« 

Sfa  dx    I      u*  du  «=  |  I     y*  dx 


e  rispetto  l'esse  minore  b  sarà 


/•+«  /*+y  /*H-a 

Sò  »   I     x2  dx    I      rftt  =  2    I     jrx%  dx. 


Ciò  posto  sieno 

or  «  a  seii(f  ;  jr  =  b  cosy 

le  due  equazioni  coesistenti  della  ellisse  :  le  due  forme  diverranno 


IT 

^  e 


d<f  cos4f 

2 


a3A    I       £f(psena( 


S6  «  2  a3 b    I       £f<p  sen*<p  cosa<p 

2 

ed  essendo  già  noti  gl'integrali  definiti  avremo 

S.-±ró37r;     S,«ia36ir  (24) 

onde 

Sb  >  S,. 

40*  Si  voglia  ora    il  momento    d'inerzia    rispetto   Tasse  che  passa    pel 
centro  ed  h  normale  al  piano  della  figura. 
La  forinola  generale  sarà 

r+«         *    r+y  r+«         r+y 

S «    I     ^jx  <fc  +    I     dx    ì     u% du 


ovvero 

S«2 


I    jargrf,r  +  f     I    ydx 


e  per  le  determinazioni  che  hanno  avuto  luogo  nel  paragrafo  antecedente 
troveremo 
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S  =>£**(**+#)  (35) 

che  si  muta  in  quella  del  circolo  quando  a  »  fr. 

Questo  momento  d'inerzia  può  assegnarsi  anche  come  siegue. 
Si  consideri  una  ellisse  e  dal  suo  centra  s'intendano  guidate  a  due  punti 
infinitamente  prossimi,    presi  sulla  curva,    due  raggi  vettori:  se  diremo  a 
l'angolo  che  il  primo  forma  coll'asse  maggiore,  da  sarà  l'angolo  fatto  dai 
due  raggi  vettori 

Partendo  dal  centro  si  prenda  un  segmento  di  lunghezza  variabile  p  sul 
primo  raggio  vettore,  e  quindi  si  consideri  l'area  elementare  pdpcla  la  quale 
dista  di  p  dal  centro,  onde  il  suo  momento  d'inerzia  della  ellisse  sarà  ri- 
spetto il  centro 


che  si  muta  in 


da   I     p8  dp 

o  Jo 


(86) 


Ora  rappresentate  per  «r,  y  le  coordinate  del  punto  ove  sulla  curva    ter- 
mina il  primo  raggio  vettore,  avremo 

r%=a:%  +  j2 
ed  introducendo  qui  le  coordinate  circolari 

x**c?  cosy,     y  -•  6  seu<f 
onde  avere  per  le  variabili  a,  <p  i  medesimi  limiti  sarà 

r2  —  a*cosaf  +  ^sen1^ 

ma 

b 
tanga  ~  -  tangtp 

dalla  quale 

.        b    dy  cos*a  • 

da  «  - .   -J — - — 

a      cos2<f 
e  per  la  stabilita  relazione  tra  a,  fp  essendo 

cosaa  a2 

cos*y      a  cos  tf  -f  b  sea2(f 
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e  quindi 

,  ab  eh 

da  =  — 3 1 D — T 

aacosa<p  +  b  seti  <p 

e  pel  momento  d'inerzia  sarà 

ab     C21t 
S  =  —    I     (a*cos*<f+  b*sen*<f)  d<f 

e  perchè 

Pi*  fin 

J     d<$  sen*<p  =3  w  =   I     d(f  cosa^  - 

risalterà 

S  =  {  7T  a&  (a»  h-  b*). 

Con  eguale  facilitk  si    trova  pel    momento  d'inerzia  rispetto    l'asse  delle 
ascisse 

S=»    ]|  pPdpda  senf« 

ovvero 


p*it  P+r  r%n 

S  =     I     da  *en'-a    I     p3  dfp  «  |   I     r*  rfa  sen*a  ; 


ma  per  la  dipendenza  tra  a,  <p  abbiamo 


sen  a 


2_  6*sen*<p 


a  cos  <p  +  £  sen3q> 
e  fatte  le  debite  sostituzioni  avremo 


S  »  J  afe3  I     rff  senf<p  «  j  7r  ai3 


41.  Momento  d'inerzia  dell'area  della  ellisse  rispetto  di  un  asse  perpendi- 
colare al  piano  della  figura,  e  che  passa  pel  fuoco  — 

La  determinazione  di  questo  momento  d'inerzia  per  se  stesso  non  pre- 
senta veruna  difficolta,  dopo  di  avere  determinato  quello  rispetto  l'asse 
parallelo  che  passa  pel  centro  di  gravita  poiché  richiamando  la  formola 
generale 

S,  =  S  +  M*f 
noteremo  essere  qui 

S  -  \  nab  (a*  +  &f)j  M  «  nab;  k%  ~e* 
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onde 


e  quindi 


ma  nella  ellisse 


Si  =*  j  *  ab  (a9  +  b%\  •#•  nab  e9 


a*-b% 


dunque 

S,  =  \  itab  (6aa  -  s6a)         (27) 

42.  Procureremo  ora  di  assegnare  direttamente  questo  momento  d9inerzia 
perchè  ci  presenta  un  caso  d'integrazione,  e  la  conoscenza  di  questo  può 
tornare  utile  per  altre  circostanze. 

A  questo  fine  si  consideri  l'equazione  della  ellisse  prendendo  il  fuoco 
per  polo,  cioè 

P 

i  ■+•  C  COSf 

dove  9  è  l'angolo  che  il  raggio  vettore  forma  coll'asse  maggiore,  e 

r       a  a  a 

Convenendo  dopo  ciò  di    rappresentare    con  p  un  segmento  variabile  che 
parte  dal  fuoco  e  sia  portato  sul  raggio  vettore  avremo  nella  espressione 

prfp  d<f 
l'elemento  dell'area,  ed  in 

p*  dp  d(f 

il  momento  d'inerzia  elementare,  onde 


St«2     j     dtf    j     p3rfp  ai     T   r*d<f 

%Jo  %Jo  i/o 


Nella  quale  sostituito  il  valore  di  r  dato  per  <p  saia 

d<f 


X 


(i  +  COS9)4 


(88) 


il  momento  d'inerzia  dell'area  ellittica  rispetto  il  fuoco 

43.  Per  la  integrazione  di  questa  formula  abbiamo  il  metodo  insegnatoci, 
dal  sommo  Eulero  nelle  sue  istituzioni  di  calcolo  differenziale  ed  integrale 
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Tom.  i°,  pag.  167  e  seguenti,  e  dell'illustre  Prof.  Tortolini  esposto  in  una 
sua  Memoria  intitolata  «  Determinazione  degli  integrali  di  alcune  formole 
differenziali  sì  algebriche  che  trascendenti  ».  Roma,  Tip.  Boulzaler  1833. 
Richiamando    qui  il    metodo  Euleriano  faremo  dipendere  la  integrazione 

della  funzione 

d<f 


X 


(l  +CCOSf)n 

da  una  formola  di  riduzione,  onde  generalmente  porremo 

Jd<f  A,  seny  f  (B,  +  Ct  coso)  d<f 

(1  +  C  COS<p)n       (l  +  C  COSf)*""1       J      (i  +  e  cos9)'*"•, 

nella  quale  Ax  ,62,0!  sono  tre  quantità  da  determinarsi. 

A  questo  fine  si  prenda  la  derivata  di  essa  equazione,  e  troveremo  dopo 
alcune  riduzioni 

i  =s  A,  (cosf  +  e  cos*<f)  +  kxc(n  - 1)  -  Ac  (n -i)  cos'cp+B^C,  cos^+BjC  cosq>  +  C^ccos'f 

dalla  quale 

kxc  {n  -  i)  +  B,  »  1  ;  A,  +  B,  e  +  C,  *  0 

A,c  -  AjC  {n  -  i)  +  C,  e  «  0 
e  da  queste  ricaviamo 

a  *  c»  1         „         n  -  2         e 


n  -  1       t  -  e"  1  -  e1  n  -  t      t  -  ca 

Determinati  questi  valori  è  chiaro  che  la  integrazione  della  proposta  fun- 
zione si  fa  dipendere  da  una  espressione  pariforme  nella  quale  l'espo- 
nente n  h  diminuito  di  una  e  di  due  unita.  E  vaglia  il  vero,  la  seconda 
parte  del  secondo  membro  può  mettersi  sotto  la  forma  seguente 

cosf  d<j 


/(Bj  +  Ct  cos<p)tfy  f      dff  C,     f   e  e 

(l+C  cos^)""1     ""    l  J  {i+c  cos?)""'       e    J  (1  + 


C  COS<p)n-1 


r       dff  C,     P  (1  +  e  cosy  -  i)  * 

"    *  J  (i+ccosf)""-1       e    J      (1  *  e  cos^)"""1 

\  e/  J  (l+ccos<p),l"",       e    J  (1  +  C  COS<p)n""a 


e  cosi  avremo 


J<f<p         ^  A,  seny  +/B_£Afj^L_         ,  C*  f      rf? 

(i  +  C  COSf)*   (l  +  CCOSf)"""1       \   '     e  /  j  (1  +  e  cos^)n-1        C  J(l  +ccosy),i""a 


26 
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e  tra  i  limiti,  o,  n  sarà 

J„     (1  +  e  cos)"  "  V   '     C  /  J0    (1+  e  cosip)"-1       e    J.    (t+  e  cos?)"-' 
nella  quale  sostituiti  i  valori  di  B,,  C(  otterremo 

f^  d(f 1       r2tt-3    p  rf?  _!LZl    f"— A—        1(31) 

J0    (i  +  ccos<p)       i-caL/i-iJ0    (i  +  c  coscp)11-1     n-ij0    (i  +  e  cos<p)"-a  _T 

che  è  la  dimandata  forinola  di  riduzione  nella  quale  n  h  numero  intero  e 
maggiore  dell'unita. 

44.  Ora  ponendo  n  =  4  nella  (3t)  otteniamo 

rdif  5      i       f*        rftp  2      l       f»  rf<p 

(l  +  C  COS<p)4  ""  3*  i  -  C*  J0     (i  +  C  COSf}3  ""  3*  1  -  C*  J0     (l  +  C  COStp)1  ' 

nella  stessa  (31)  si  ponga  n  —  3  sarà 


p  de?  3    _J_      p  rfy  t    _i_     f * 

J0     (i  +  C  COS9)3  2*    t  -  C*    Ja     (i  +  C  COSf  )a  2      I  -  Cf    J0      1  +  C  COSf 

e  fatta  la  sostituzione  nell'antecedente  ne  risulta 

p  d<f  r       5  21     1      p  rfy  s        '  p         fo 

J0    (1  +  e  cosj)4 L2  (t  - ca)    3 J i  -  c*J9    (1  +  e  cos<p)2 ~ 2.3 (l  -  c2)*J0    (l+c  cosy) 

Si  ponga  ora  n  =a  2  nella  medesima  (31)  e  si  otterrà 

d<f 


J**         d<f i_     p 
a    (1  +  cos?)a   "  i-ca  J0    I  + 


C  COSf 

e  cosi  avremo 

dy 


p      <*?        r/   5     t\   1  5 -i  p_ 

J0     (l  +  C  COStp)4  ^  L\2(l-Ca)      3/(l-C*)*  2.3(t-Ca)*  J  J0     i+C  COS<p 

e  per  riduzione  del  coefficiente  h 

p,  *  , .  — l_  A»-,(.-c^  p— i—  ■ 

J0    (i+C  COStp)*         2  (!  -  C  f    V  /    Jo     *  +  C  C°ST 

Essendo  per  la  ellisse 

,     aa  -  ca  6a 


i-c 


a1  a* 
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ne  segue 


o    (i  +  c  cosy)*  ~  2  è6  \     a2      )  Jp    i  + 


<fy 


ccos<p 
Ora  facilmente  troviamo 

f— Ì_ .f     »        AicUugf-  i/Ef.  ?)T-  *« 
J.    i  +  ccos?    L^/T-?  6\      Vi+c    »/J.        & 

e  sostituendo  e  riducendo 

dy  ir  a* 


X 


(i  +  C  COSf)*      2  A7 

ma  era 

s  .£  f"_i_ 

1        2     J.     (*+CCOSf)* 

dunque 


(5aa  -  a6a): 


ove    p  =  — , 


S,- sa'-ai1 

come  notammo  dover'essere. 

44.  Si  prenda  a  considerare  una  parabola  conica 

jr*=2px 
e  pel  suo  momento  rispetto  Tasse  delle  ascisse  ayremo 

ed  espresso  tutto  in  Jt  essendo 

p 

avremo 


3    p  J.     J  J      3  5  p     Jt 


che  può  mettersi  sotto  la  reguente  forma 

s-M*i7i-r:-iMrJ  (32) 

che  rappresenta  il  momento  d'inerzia  rispetto  Tasse  del  segfaento  parabo- 
lico limitato  dalle  coordinate  xu  yt. 

Se  si  vuole  il  momento  d'inerzia  rispetto  Tasse  perpendicolare  al  piano 
della  figura  e  che  passa  pel  vertice,  avremo  come  altrove  ' 
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S,=2    I     j  x%dx  +  |    I      j5  dx. 


Dando  ora  il  primo  termine    del   secondo  membro  in  funzione  della  x,  e 
T  altro  della  jrf  integrando  sarà 

7  r  5    3     />   Jl 

che  prende  la  seguente  forma 


«•-"(rv-s-i'O       <M> 


46.  Si  abbia  una  cicloide  definita  per  le  equazioni 

x  =  r*  -  r  sena  ;  yt*r-r  cosa 

e  se  ne  voglia  il  momento  d'inerzia  rispetto  la  sua  base. 
Avremo  per  questa  determinazione  la  forinola  generale 


S^fdx     (y  u*du~\§  fdi 


IX 

ed  essendo 

dx  =  rda  (i  -  cosa) 
avremo 


S,  «  —     I     (i  -  cosa)4  A 


sviluppando  ed  integrando  ogni  termine  troveremo 


onde 


P2it  Pan  /•air 

I     da  «=»  27T  j    I     <fc  cosa  =  0  ;   I     tifa  cosaa  »  ir 

t/o  i/o  %jo 

p2n  p2it 

I     <f a  cos3a  »  0;     I     rfa  cos4a  »  J  ir 


e  quindi 


1 


a*  3.5 

(i  -  cosa)4  da  «  —  ir, 


4 


.a    _t 


5 

S.  »  — .  37rra.  r' 

1       12 


ma  Znr2  k  l'area  della  cicloide,  dunque 


S,  -  ±  Mr*.  (34). 

12 
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Se  il  momento  d'inerzia  si  prenda  rispetto    l'asse    delle    ordinate  guidato 
al  principio  della  base  si  avrà 


St  —  I   x*  dx    !     du  »  j  xjr*  dx 


nella  quale    sostituiti    i  valori  di  xf  dx,  y  in  funzione  di  a  ne  risulta  la 
formula 


Jan 
da  (i  -  cosa)2  (a  -  sena)* 


eseguite  le  operazioni  indicate  troveremo 


/•air  fin 

|      *da-i*3  it3;  si      a*  da 

%JO  i/o 


COS0C  =  2.  27T 


I     aarf«  cos*a  «  -  \  7r4  +  j  28  ir1  -  ir;  2l      ad*  sena  «  o 
4  I      arfa  sena  cosa  =  -  2tt;  2  I      ma  sena  cos3a  »  |.  2* 
I      rfa  sen  a  =  ir;  2  I      rfa  cosa  sen  a  w  o,    I      rfa  sen  a  cos  a  s=  ^ .  27c 


e  fatta  la  sostituzione  si  ha 


Sa  «  irr*  ( ir  +  —  ir1 I  (35). 

\      4  i.3  3.4/  X    ' 


pel  valore  del  cercato  momento  d  inerzia. 
47.  Si  consideri  la  curva  trascendente 

r  «  (1  -  cos<p) 

e  si  voglia  il  momento  d'inerzia  primieramente  rispetto  Tasse  perpendicolare 
al  piano  della  curva  e  che  passa  pel  polo,  e  quindi  rispetto  l'asse  polare» 
Pel  primo  caso  avremo 


Si  -Jj  p*.  fdf  dff 


e  per  la    indipendenza    di  p,  e  <p  e  tenendo  conto    dei  limiti  o,  ed  r  per 
p»  e  o,  e  27i  per  <f  troveremo 
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che  dovendo    coesistere    colliquazione  della    curva  potremo  eliminar  la  r 
e  cosi 


Sl  "  7  J    (i  ~ cos?'    * 


la  quale  si  muta  in 

S,  ^  —   I     I      a<p-4l      aycosf+sl      aycos  <p-4 1      afCos3f  +  I      d<pcos*<j>  I 
ma 

/*aw  /"•air  /»air  /"*ait 

I      rfy=27r  ;  I      d<fCOS<¥=Q}  I      fltycos  f«ir;  I      ifycos9?  e*  0 

/■•air 

I      d<f  cos*^  «  |.  ir 

dopo  ciò  risulterà 

Si  -  fi  *  **•  N 

L'area  limitata  dalla  proposta  curva  è 

M  -  |  ita9 
dunque 

S,  -  |5  Ma"  (37) 

É 

Ora  pel  momento  d'inerzia  rispetto  Tasse  polare  abbiamo 

S2  «  —    I      (i  -  cosy)  sen  <f .  ay 

4    */ 0 

fatti  i  necessari  sviluppi  ed  integrato  tra  i  limiti  facilmente  trovasi 

St  -  h  Ma'  -  i.  S, 

48.  Passiamo  ora  alla  considerazione  delle  superficie  di  rivoluzione  in- 
torno di  un  asse 

Si  supponga  che  una  linea  Àx  M,  Bj....  posta  sul  piano  zx,  (fig.  &), 
ruoti  intorno  l'asse  delle  x:  essa  genera  una  superfìcie  di  rivoluzione.  Quando 
la  generatrice  è  nella  posizione  qualunque  AMB....  sia  9  l'angolo  che  il  suo 
piano  forma  co\  piano  coordinato  zx. 

S'intenda  ora  pel  punto  M  condotto  un  piano  parallelo  a  zy,  la  sua  se- 
zione verrà  terminata  da  una  circonferenza  per  la  quale  PM  »  z  h  il  raggio. 
Se  nel  punto   M    supponiamo    una    superficie   elementare    MN/tm ,   questa 
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potremo  riguardarla  come  un  rettangolo  infinitesimo  nelle  due  sue  dimen- 
sioni, e  per  esse  avremo  evidentemente 

MN  =  zdy  ;   Mm  =  ds 

e  quest'ultimo  arco  elementare  ds 
apparterrà  alla  linea  generatrice  la 
cui  equazione  h 

Z  -/(*).  (I) 

Ciò  premesso  si  domandano  le  for- 
inole generali  per  calcolare  il  mo- 
mento d'inerzia  della  superficie  ge- 
nerata risperto  Tasse  delle  x,  e  Tasse 
delle  z. 

Pel  primo  avremo 


-ss 


PM  xMN/i/7* 


ed  in  caratteri  algebrici  sarà 


S*  -  ff  zò  ds.  d<f. 


Ora  le  variabili  principali  qui  sono  x  e  9 ,  e  perchè  sono  tra  loro  indipen- 
denti, cosi  avremo 


Sx  =  £f  rff  fz3  ds 


(•) 


e  se  si  vuole  che    la  superficie    venga  generata  da  una    rivoluzione    com- 
pleta sarà 


S,  «  2ir   I   z*ds  (s) 


nella  quale  i  limiti  rispetto    la  x  verranno    stabiliti   nei  casi    particolari, 
mentre  qui  potremo  porre 


Sx  «  s* 


f  %3  ds 


W 


Pel  moménto  d'inerzia  rispetto  Tasse  delle  z  avremo 


;.-j[jfoQ-x 


MN  nm  : 


ma  essendo 


ne  risulta 
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OQ*  =  x%  4.  ^sen'f 


S,  »■  jdy  ix*zds  +   ld<f  senf<p   jz3<fr         (5) 


e  quando  la  generatrice  abbia  compiuta  la  intera  rivoluzione  sarà 


S  =  27T    I       X?zds  +  7C   I       33flk 


M 


Operando  in  modo  analogo    si  potrebbe    stabilire  una  formola  pel    calcolo 
del  momento  d'inerzia  rispetto  l'asse  delle  y. 

49.  Sia  un  cono  e  si  domandi  il  momento  d'inerzia  della  sua  super- 
ficie rispetto  il  suo  asse,  che  supporremo  di  lunghezza  l,  e  con  <p  noteremo 
l'angolo  che  la  generatrice  forma  coll'asse,  onde  dette  x9  y  le  coordinate 
di  un  punto  qualunque  di  essa  generatrice  avremo  per  questa 

dx 

z**x  tangq>,     ds  = 

° '  COSf 

onde 

dx       2ir  tang3<p      lx 


S  =  2*     I     x'tang3^. 


COSf  COSf  4 

che  si  può  decomporre  nei  seguenti  fattori 

»                   l          ?  tane2©      m_  r" 
S  =*  2*/  tango  X  X &J  «  M  -  (7) 

DI        2COS<p  2  2  w 

dove  M  rappresenta  la  superficie,  ed  r  il  raggio  della  base  corrispondente 
alla  estremità  /. 

Sfera  -  Se    la    linea    generatrice    è    una   circonferenza    di  raggio  r  es- 
sendo allora 

ita  ,        rdx 

x  +  z  =r  ;         ds**  

z 

la  formola  generale  si  muta  in 

S  =  2?rr    I     z*dx  —  27rr   I      (r1  -  x2)  dx 

che  da 

S=*Mrf  (s) 

ove  è 

M«4  7tra. 
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Cilindro.  -  Essendo  z  costante  per  questa  superficie,  ed  uguale  al  raggio 
della  base,  il  quale  diremo  r,  la  (4)  ci  da  immediatamente,  essendo  x0  «  o,  x  =  / 

S«2irr3/-Mrf  (9) 

posto  per  rappresentare  la  superficie 

M  =  27ir  / 

Ellissoide.  -  L'equazione    della  linea   generatrice    la  superficie  in    questa 
ipotesi  è 


dalla  quale  si  trae 


e  se  ne  deduce  quindi 


x%      z* 
a        b* 


dz  = x—  dx 

a  z 


U  dX         È     m  '  m 

zds=  )Ja%  -  e*  x% 

a 


onde  la  formola  (4),  la  quale    in  questo    caso    ci  rappresenta  il  momento 
d'inerzia  rispetto  Tasse  maggiore,  diventa 

„    27T&3   r+*  a         _ — 

che  prende  la  forma  seguente 


Siti 


-(-r-v-^-r^v'-T) 


Per  trasformare  le  due  funzioni  irrazionali  in  altri  due  razionali  poniamo 

CX  CL 

—  =  sen^,    dx  ■■  -  dy  cos^ 

e  pei  nuovi  limiti  avremo 

per  x  =  -  a,  seny  »  -  e  ;  9  »  -  Are  sen  (■»  e)  =  -  a 
per  x=>  +  a,  senf  «=  +  e  ;  <p  =  +  Are  sen  (■=  e)  =  +  a 

ed  eseguite  le  opportune  sostituzioni  sark 

*rb3 


S  -  =^-  (^    \d(f  cos*?  -  p    I     «ff  cos*T^ 

27 


a3 
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la  quale  facilmente  si  mula  nella  seguente 


s  -  -^  l—?~-  J.B  rf?C08  *  +  ?  J_„ rfT  cos  ?J 


Ora  colla  integrazione  per  parti  abbiamo 


/< 


d<f  cosff  =  5  sen^  cosy  +  5  y 


! 


,  ,  i  s         1.3  1.3 

d<f  cos*y  =  -  sen^  cos  ^  +  —  seny  cos<p  +  —  9 

4  8*4  2.4 


e  dopo  la  sostituzione  e  riduzione  se  ne  ricava 

2nabx 


4C3 


"  I  ( /  (senT  cos?  +  T)  +  senT  cos^  I 


Se  in  questa  facciamo    le    opportune  sostituzioni  ai  limiti  troveremo,    av- 
vertendo essere 


S 


sen<p  «  e,     CO89  »  ^1  -  e*, 
«afe3  r-sc*  +  t    / j     ac9  -  ì     Àr  sen  (=  e) 


2 


[zc-  +  1    / j     4c  -  1     Ar  sen  {=  c)-i  ,   v 


che  rappresenta  il  richiesto  momento  d'inerzia  della  superficie  della    ellis- 
soide di  rivoluzione  preso  rispetto  il  suo  asse  maggiore. 

50.  Se  qui  si  ponesse  a^bfc=o  dovremmo  ottenere  il  momento  d'inerzia 
della  sfera  :  ma  ì  facile  riconoscere  ch'esso  si  presenta  allora  sotto  la  forma 
indeterminata  di  £.  Per  ricavare  da  essa  forinola  il  vero  valore,  anzi  che 
servirci  dei  principi  del  Calcolo  Differenziale,  adopereremo  il  seguente  ar- 
teficio,  cioè  osserveremo  essere 

v/i  -ca  «  i  -  -  e2 e4  - 

2  2.4 


Are  sen  («  e)  i      .        3       . 

- =  t  +  —  e  + e  +  .... 

e  2.3  2.4.5 

onde  avremo 
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dalla  quale  si  ha 


7«i&3r    /      e2     e3         \       /      e2       oc4  \      4       e'  ! 

I  2  I  1 ...  |  +  4|  1-f + +  ....   I ....  I 

2      L    \        2       8-4  /         \       2.3      «.4.5  /      2.3      2.4  J 


ove  fatto 


risulta 


b,  e 


*«* 


che  sappiamo  essere  il  momento  d'inerzia  della  sfera. 

51.  Per  assegnare  ora  il  momento  d'inerzia  della  stessa  superficie    della 

ellissoide  di  rivoluzione  rispetto  Tasse 
minore,  immaginiamo  la  generatrice 
in  una  sua  posizione  qualunque,  fig.  9. 
AMDO,  e  sia  <p  l'angolo  che  il  suo 
piano  forma  con  quello  delle  z,  x. 
Pel  punto  M  della  ellisse  generatrice 
si  faccia  passare  un  piano  parallelo 
a  quello  delle  zyjr  e  si  otterrà  una 
sezione  circolare,   onde  posto 


sarà  anche 


OP  «  x9  PM,  =  z 


PM 


Se  prendiamo  MN«<fc  per  l'arco  ele- 
mentare della  ellisse  generatrice,  ed 
1Am**zd<f  per  l'arco    elementare  circolare,    avremo    per    l'area  elementare 

di  second'ordine 

MNn/rc  «  zds  d<f 

Il  momento    d' inerzia    di  quest'area   rispetto    l'asse   minore  OC  «  b  h  evi- 
dentemente 


■SI* 


X  zds  dy} 


ma 


onde 


OQ  =:  x2  +  z2  senaq> 


S  «   I  !  (xa  +  z2  senaq>  )  z  ds  d<j. 
E  noto  che  le  quantità    variabili  z,  s>  dipendono  dall'ascissa  x9  e  che  <p, 
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ed  x  sono  tra  loro  indipendenti,  e  perciò  la  forinola  del  momento  d'inerzia 
diventa 


S  «  j  dy  fx*  zds  +  f  d<f  senaf  I  z3ds 


e  perchè  i  limiti  di  <f  sono 
sarà  ancora 


S  e  27r    I  jca3  dfc  +  tr    I  zsds  (i«) 


Quale  abbiamo  già  assegnata  al  $  48  (e). 

Affinchè  questa  formola  divenga  particolare  all'ellissoide  dobbiamo  intro- 
durre in  essa  la  relazione  che  tra  loro  lega  immediatamente,  o  mediata- 
mente le  variabili  x9  z.  Ora  per  comodo  per  la  ellisse  generatrice  pren- 
deremo l'equazioni  circolari  * 

x  =*a  sen9,  z**b  cos0 

essendo  0  l'ampiezza  contata  a  partire  dall'asse  delle  ordinate.  Poste  queste 
relazioni  abbiamo 

ds  «  ado  Vi  -  e  sen  0,        e  « —  • 

a* 

Eseguendo  le  sostituzioni  nella  (12)  otterremo 


S  «  zita3b    C  rf0cos0sena0  ^i-c^sen'0  +  irafc3    f  de  cos30  ^i  -cfsen*0, 

perchè  questa  espressione  sia  reale  h  necessario  che  si  abbia 

e*  senf0  <  1     e  così  porremo     e  sen0  »  sena 


(13) 


e  quindi 


da  cosa               9^      e  -  sena 
d9  cos0  => »  cosa0  e  i — 


e  e 

e  dato  luogo  alle  necessarie  sostituzioni  nella  (is)  otterremo 

S-  — j—  Irfasena  cosa*  +  — j~  I  (ca-sena«)  a«  cos'a  (14> 


esponendo  qui 


risulterà 


sen*«  «  a  -  cos1* 
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S=  (A+B)    Ida  coSfa  -  A     (da  cos4a  (15) 

ove  fe 


.       2na%b  -  itab*  nat* 

e3  e 


Per  la  integrazione  per  parti  abbiamo 


/.         .        senacos'a       .    p  m 
da  cos*«  «  +  J    I    da  cosa 


e  cosi  la  (15)  diventa 


S«  ("  +  B^   fdacos'a-{A 


sena  cos'a. 


Ora 


I  da  cos'a  «  \ 


sena  cosa  +  |  a 


dunque 

S  -  (J  A  •••  B)  (|  sena  cosa  +  |  a)  -  {  A  sena  cos3a  (ie) 

Per  estendere  questa  integrazione  a  tutta  la  ellissoide,  osserveremo    che  i 
limiti  dell'ampiezza  9  sono 

2  2 

e  per  la  relazione  stabilita  fra  a,  0  i  limiti  della  nuova  variabile  a  saranno 

sena  =  e,  cosa  -»  ^  1  -  c\  a  «  Are  sen  («  e) 

sena  «-e,  cosa  «  ^t  -  ca,  a  =  -  Are  sen  (»  e) 

Ora  se  le  due  quantità  variabili  contenute  nella  (is)  le  consideriamo  negli 
assegnati  limiti,  per  la  prima  troveremo 

e  Vi  -e*  +  Are  sen  («  e) 
e  per  la  seconda  x 

2C  (i  -  e2)  ^t-c* 

e  cosi  la  (le)  si  muta  in 

S  « ({  A  +  B) [e  •TT?  +  Are  sen  (-  e)]-  |  Ac  (t  -ca)  /T^c1         (f?> 

la  quale  ci  da  il  cercato  momento  d'inerzia- 
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52.  Se  nella  (i7)  si  pone  e  =>  o  si  deve  ottenere  il  momento  d'inerzia 
della  superficie  sferica.  Per  giungervi  si  ponga  l'ultima  forinola  sotto  la 
forma  seguente 

~      n   // r     Arcsen(«c)\     4  A   /Arcsen  (=  e)      / A     .  .    ,    / 

S  =  Bcf  ^i-c + — l  +  i  Ac( ' — -Vi-c*\+{hc3  Vi -e2* 


Ora  essendo 


a  /      v  e3       3  e5 

Are  sen  («  e)  =  e  + —  + 4-.... 

2.3       2.4.5 

/ a  C*         C4 

Vi  -e  »  i .... 

2         2.4 


sarà 


Are  sen  (=»  e)       » r    s   *     44 

— -  -  yi  -  e  - 1  e  +  \  ch  +  .... 

e  quindi 

ove  sostituiti  i  valori  di  A,  B,  avremo 
Mto+  Arcsen  («  c)\    1  (2TO»*_TO£»/?^  (18) 

Se  qui  facciamo 
essendo 


a  -  6,  e  =  0    . 

..     Arcsen  (*cl 

lim i — «  1 

e 


risulta 


come  altrove  per  la  sfera. 

53.  Prendiamo  ora  a  considerare  la  ellissoide  generata  dalla  sua  rotazione 
intorno  l'asse  minore,  col  fine  di  assegnare  il  suo  momento  d'inerzia  ri- 
spetto di  quest'asse. 

Si  supponga  che  la  ellisse  sul  piano  zx  ruoti  intorno  il  suo  asse  minore 
essendo  OC  =>  b\  ed  il  piano  che  la  contiene  sia  in  una  posizione  qualunque 
OCMM2,  fig.   io,  formando  l'angolo  <p  col  piano  zx. 
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Se  pel  punto  M  della    generatrice    facciamo  passare  un  piano    parallelo 
ad  xjr  otterremo  una  sezione  circolare  di  raggio 

RM.-RM-RM,  =x 

e  considerando  quindi  nel  punto  M 
una  superficie  elementare  di  secon- 
d'ordine  MNrc/rc,  la  potremo  riguar- 
dare quale  rettangolo  di  lati 

MN  -  xdy,     Mm  «  ds 
onde 

MNtì/w  =  xds  dy. 

Il  momento  elementare  d'inerzia  di 
questa  superficie  rispetto  il  semi-asse 
b  sarà 

x*ds  d<f 

e  per  una  porzione  qualunque  finita 
della  .  superficie  generata  avremo 


Si 


e  per  una  completa  rivoluzione 


M 


x3ds, 


27T 


I     x*ds 

J-b 


w 


Se  ora  si  vuole  ancora  la  formola  per  calcolare  il  momento  d'inerzia  ri- 
spetto. Tasse  maggiore  OA=a,  calata  da  M  la  perpendicolare  MQ«z  sulla 
traccia  0Mf,  avremo  OQ=,r,  e  condotta  PQ  perpendicolare  all'asse  mag- 
giore sarà 

PQ  =  x  sentp 
onde  il  momento  elementare  sarà  dato  da 


[z*  +  x*  sen*<p)  xds  dy 


e  per  la  superficie  totale 


r+b  n+b 

«  2tt    I     z2xds  +  ir    I     x*ds 


to 


Per  integrare  la  (i)  si  consideri  l'equazione  della  generatrice 


a  a 

z       or 


ò2 


cbc  ci  dk 


e  quindi 


e  perchè 


sarà  pure 


2U 


dx  »  -  rr-  dz 
b*x 


**.*  (»•*•  **y 


b*x*  =  a'b*  -  a  V, 


e  se  per  commodo  poniamo 

-F Ò  C 

troviamo  

xds  =adz  tfi  +  cV. 

Sostituendo  nella  (i)  otteniamo 

3 


s.  =  ^-   f+6  {F-z^dzyjTTó^. 


Per  trovare  l'integrale  indefinito,  e  rendere  razionale  questa  funzione    po- 
niamo 

tangO       ,  de 

z-  2-,    <fc« » 

e  e  cos  0 

e  quindi 

b2c*  -  tangJfl\  w       de         _i_ 

ccos*0      cosfl 

che  si  trasforma  nella  seguente 

Ve*     C  de         i      Cde  sen** 

3" 


/(4--,,&^-,.f(»^^)x_*5X 


/</0       jl_     f  rfO  sen*< 
cos3e    e3  j    cos'è 


e 

e  dando  il  seno  in  coseno  sarà  pure  a  riduzioni  eseguite 

feV  + 1     C   de       J_     f   <*0 
e3       J  cos1*  "  e1  J  cos'0 
e  perciò 


*       *™3  Ti.  i      ,  C   de         C   de  -i 
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Per  integrare  le  due  funzioni  differenziali  pariforme  prenderemo   la  for- 
inola di  riduzione 

JdO  tang*  n  -  2     f      dO 

cosn0  ""  (»  -  t)  cosw-,e  *  n  ~  t  J  cosn-I0 

nella  quale  fatto  successivamente  n  <=  3,  n  =  5  otteniamo 

f  *  .  |  2*  .  è  log  tMlg  /;  _  !\ 

J  cos^      a    cose       a      6       &  \4     a/ 

f  J».  -•"!2|!  +  ^«53e-idiogUDg^-^ 

J    COS*0         *     COS30       2.4     costì         2.4       °  °    \4        2/ 

che  sostituite    nella    forinola  del    momento  d'inerzia  ci  danno,  dopo  sem- 
plici riduzioni» 

^^[(^XSF-^-C-i)]'-*^ 

Ora  per  la  relazione  tra  z  e  6  ' 

tang0  ■»  cz 

essendo  z**by  z<=  -b  i  limiti  superiore  ed  inferiore,  avremo 

tang*  =  bc9  9  ■>  Arctang  (=>  fo),      cose  « 


tang0  «  -  6c,  6 = -Arctang  H&c),     cosfl 


V^i  +  b2cÉ 
-t 

TTi 


V^i  +  b2ò 
e  per  questi  l'ultimo  integrale  ottenuto  diverrà 

c      «M/*V  +  t\r       , ,        ^g(i*  Arctang  (=&c))  

tangl — Arctang  (-te)  J 

e  perche 

tang.  Arctang  (==  bc)  =  bc 
sarà  ancora 

pel  cercato  momento  d'inerzia. 

Se  ora  prenderemo  a  considerare  la  (2)  troveremo 

28 
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S„  =  27t 


clic  si  muta  iu 


az'dzVi+c*z2  +  K  I      -n (*"  -  **)  àz  Vi  +  c'z 


a 


Sa  =  ^-  ™^  \ydz  VTT^ + «  •»  J£*  v^TT^v 


ove  posto 

cz  =  tang0,      dz 


ccos'd 
si  ottiene,  prendendo  l'integrale  indefinito 

do 


3tt  a&a  -  ira3  f  d*  seriag      ira3  if 


v   cos3* 
e  dando  tatto  in  coseno  sì  trova 

J  cos50  Jcos3» 

nella  quale 

air  ai*  -  ita3       _       inab*  — sca3  —wa*b2c* 


A- — rr^ — ;    B« 


6ac3        '  £ac 


a^3 


Gl'integrali  che  compongono  questa  formola  essendo  stati  determinati  nel 
paragrafo  antecedente  ci  dispensiamo  da  sviluppi  ulteriori 
54.  Iperbolide  di  rivoluzione  — 

Quando  si  considera  l'iperboloide  hanno  luogo  due  casi: 
Per  primo  prenderemo  quello  nel  quale  l'iperbole  generatrice  ruota 
intorno  il  suo  asse  'reale,  o  principale,  e  per  secondo  quando  la  ruota- 
zione  si  effettua  intorno  Tasse  secondario  che  -supporremo  confondersi  cot- 
l'asse  delle  z.  Sia  pertanto  l'iperbole  AM  ,  che  poniamo  essere  sul 
piano  zx,  la  generatrice  per  la  quale  a  è  l'asse  principale,  b  il  secon- 
dario, ed  xy  z  le  cordinate  di  un  suo  punto  qualunque  onde  l'equazione  è 


x2      z* 


e  ritenete    le  solite    denominazioni,  pel  momento  d' inerzia  rispetto   Passe 
di  ruotazione  avremo 

S4  -  gre  j  z*ds  {%) 
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Dalla  (i)  differenziando  abbiamo 


e  quindi 


b*x 
dz  «=»  — § —  dpc 
ajr 


dx* 

ds2  «  -t—  (aV  +  bkx*) 


la  quale  combinala    con 

«V  -  b*x%  +  a*b2  =o 

ci  da 

h*dx* 
z*ds*  ~ —r- (e*x*  -  a*) 
a 

ove 

a2  +  b%  =  e2, 

e  quindi 


Wx      /  e*xa 


che  sostituito  nella  (2)  abbiamo 


«.-5*JW-,0  v/^'-' 


I  limiti  di  questa  integrazione  saranno 

e  per  renderla  più  semplice  porremo 

ex        a  ,        a7d9  scnO 

a       cos0  e  cosa0 

ed  avremo  una  funzione  razionale 

*  "      e      [pj  cos'0  ~  \e*  ~   /  J  cos*6    J   cesfrJ 

le  quali    funzioni  sono    state  già    integrate,  onde  qui  avvertiremo  soltanto 
che  ad 


x**a     corrisponde     cosi  »  - 


onde 


(-;> 


0  =  Are  cosi»  -1»     e  sen0«  -t 
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e  per 


x=*xt     si  ha,  cos9»  — 

exi 


\     exx/  V      e*x\ 

Se  prendiamo  a  considerare  il  momento  d'inerzia  rispetto  l'asse  secondario, 
ossia  quello  che  trovasi  sull'asse  delle  z,  avremo  per  esso  la  foratola 

Se  «  1 1  zdsd<f{x*  +  z2  senaf) 
la  quale  si  muta  per  le  sostituzioni  in 


<■-=*=?*  J-v^-tJ-v^-' 


che  colla  solita  sostituzione  di 


ex        a 

a       cds9 


si  riduce  a  dipendere  dai  soliti  integrali  dei  casi  antecedenti,  e  perciò  non 
presentano  veruna  difficolta. 

55.  Iperbolide  di  rivoluzione  intorno  l'asse  secondario  ossia  intorno 
l'asse  delle  z. 

V  iperbole  generatrice  in  questo'  caso  è 

x*      z* 
a       e* 

la  quale  col  suo  piano,  partendo  del  piano  coordinato  zx9  supporremo  tro- 
varsi in  una  posizione  qualunque  nella  quale  l'angolo  diedro  fatto  dal  suo 
piano  con  quello  dal  quale  h  partita  sia  <j>.  Un  punto  qualunque  di  coor- 
dinate x ,  z  genera  una  circonferenza  il  centro  della  quale  sta  sull'  asse 
della  z  ,  onde  l'elemento  della  superficie  anche  in  questo  caso  è  rappre- 
sentato da 

dy.  xds. 

La  distanza  di  questo  elemento  dall'asse  di  rotazione  è  xf  dunque  il  mo- 
mento di  inerzia  della  superficie  fe  dato  dalla  formola 


idff   I  x3ds 
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e  per  una  ruotazione  intera 


\a  «  27T     I    x\ 


la  quale  nel  caso  della   iperbole  generatrice   si  riduce  a  dipendere  da  una 
sola  variabile. 

Per  avere  il  momento  d' inerzia  rispetto  l'asse  principale  a  o  quello 
delle  x9  noteremo  che  z  rappresenta  la  distanza  della  superficie  elementare 
dal  piano  x  y>  e  la  sua  distanza  dall'asse  delle  x  h  data  dalla  ipotenusa 
di  un  triangolo  rettangolo  di  cateti 

zy  x  senf 

onde  il  momento  d*  inerzia  verrà  dato  dalla  formola 


Sx  =   |  I  (jsa  -♦-  x2  sena<p)  dy  xds 


la  quale  per  una  intera  ruotazione  si  muta  in 


lx«2ir    I  z2xds  +  *  !  xòds 


che  si  riduce  a  dipendere  da  una  sola  variabile  per  mezzo  dell'  equazione 
della  generatrice,  essendo  ds  l'elemento  dell'arco  di  essa. 

56.   Paraboloide  di  rivoluzione. 

L'equazione  della  parabola  generatrice  sia 

z%  «  %px  (ì) 

e  la  ruotazione  avvenga  intorno  l'asse  delle  x  :  il  punto  di  cordinate  x  ,  jr 
descrive  una  circonferenza  di  raggio  z  il  centro  della  quale  si  trova  sul- 
l'asse delle  x  ,  ed  il  piano  che  la  contiene  h  perpendicolare  a  questo  me- 
desimo asse.  Rappresentando  con  ds  l'elemento  dell'arco  della  generatrice  in 
una  posizione  qualunque,  avremo  per  l'elemento  dell'area  generata 

zdyds 
e  pel  suo  momento  d9  inerzia  rispetto  l'asse  delle  x 

e  rispetto  l'asse  della  z 

SM  =  I  !  (x*  +  z2  sena$)  dy  zds 
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le  quali  per  una  intera  ruotazione  si  mutano  in 


S,  «=  «t   I  x*zds  +  «  I  z3ds. 


(3) 


Per  la  integrazione  della  (2)  avvertiremo  che  dopo  la  (t)  si  ottiene 

.         zdz        .       dz    . 
dx  «  ,     ds •«■  —  i/pa  +  za 

e  quindi 

S*  -  —  j  z*dz  ì/p*  +  *\ 

Integrando  per  parti  avremo 


J 


23rfz  V^'  +  **— |af^>  +  *")5  -  IT  V  *  rf  +  C 


che  si  può  mettere  ancora  sotto  la  seguente  forma 


jz*dz  Vp2  +  *a  =  ih  (/>•  +  **)*(»*  -  *p>)  +  C 


E  se  in  questo  integrale  si  pone 
esso  si  muterà  in 


3.5 

ed 


—   tf(p2  +  yx)J  (3X  -J/?)  +  C 


e  perche  ad  x  «  0,  corrisponde  Sx  »  0,  troveremo 

per  l'espressione  del  momento  d*  inerzia. 

Egualmente  semplice  h  V  integrazione  della  formola  (3)  lorchè  venga  data 
in  funzione  di  una  sola  variabile. 
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IV. 

I 

'Momenti  id'kverqia  dei  vqlum. 

57.  Passeremo  ora  a  considerare  i  momenti  d' inerzia  di  alcuni  volumi  dei 
quali  è  data  l'equazione  della  superficie  che  ne  segna  il  limite,  e  di  quelli 
pei  quali  l'area  di  una  qualunque  sezione  nonnaie  ad  un  determinato  asse 
è  una   funzione  nota  dell'  ascissa. 

58.  Immaginiamo  una  piramide  a  base  qualunque.:  sia  JB  l'area  di  questa 
base  ed  h  l'altezza  della  piramide.  Ad  una  distanza  X  contata  sull'altezza 
a  partire  dal  vertice  s' intenda  fatta  ima  sezione  parallela  alla  base ,  e  si 
rappresenti  con  b  l'area  sua,  avremo 


e  quindi 


b      x  t       B     t 


'.—  x2dx 
hr 


rappresenterà  la  mossa  elementare,    onde  .il  momento   d' inerzia  ja5ptftp.il 
punto  vertice  saia  idato  -da 


che  diventa 


-J 


s  =  |f  1  *«*** 


B   x> 


pel  valore  del  momento  d' inerzia  di  una  piramide  di  altezza  .r,  e  per  la 
piramide  data  avremo 

5  * 

posto 

M  =  f  Bfc. 

59.  Sia  il  volume  quello  di  una  ellissoide  a  tre  assi  disuguali  e  terminato 
dalla  superficie  di  equazione 

£L+£  +  La-t  (i) 

a*      b2      e* 

Supponiamo  ora  che  pel  punto  di  coordinate  x ,  jr,  z  della  superficie  venga 
condotto  un  piano  parallelo  a  quelle  delle  zy  j ,<la  lìnea  che  termina  queste 
sezione  è  una  ellisse,  e  la  sua  equazione  >è  data  da 
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z* 


*  (-$>'(-£) 


w 


ed  i  semi-assi  vengono  espressi  da 


\Z-S-  V-5 


Dopo  ciò  è  chiaro  che  l'area  di  questa  sezione  ellitica  h 


«bc  (i  -  £) 


la  quale  moltiplicata  per  dx  ci  dk  la  falda  o  massa  elementare 


«bc  (i  -  £) 


rfx 


che  possiamo  considerare  quale  area  ellittica 

Ora  il  momento  d' inerzia  dell'area  ellittica  rispetto  Tasse  che  possa  pel 
suo  centro  ed  h  perpendicolare  al  suo  piano  è  dato  dalla  massa  moltiplicata 
pel  quarto  della  somma  dei  quatrati  dei  suoi  semi— assi,  come  a  suo  luogo  ve- 
demmo: dunque  pel  momento  d'inerzia  della  elissoide  rispetto  Tasse  aa  avremo 

che  ridotta,  ed   avvertendo  essere  -  a ,  +  a  i  limiti ,  sarà 

itbc  (b*  +  c*  r       s  x*     i  j?*-|+* 
4  L        3  a*      5   a*J_ 

e  quindi 

S.<=\ttabc( — ~-j 
Con  analogo  ragionamento  troveremo 


S»  -  \  nabc  \j-^-  J 
Se-\imbc(?-ì-\ 


(5) 


e  quando  si  supponga  essere 

a  >  b  >  e 
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risulta  che  il  massimo   momento    d' inerzia    nella  ellissoide  è  quello  preso 
rispetto  Tasse  minore,  ed  il  minimo  fe  quello  preso  rispetto  l'asse  maggiore. 
Se  l'ellissoide  fosse  di  ruotazione  intorno  all'asse  maggiore  nella  (1)  do- 
vremmo porre  b  —  cf  ed  allora  i  trovati  momenti  d'inerzia  si  mutano  in 


S„«-.-  vab* 

5    3 


(6) 

E  quando  si  trattasse    di  una   sfera  le  (e)    avrebbero  il    medesimo  valore, 
mutandosi  per  a  -  b  in 

S«  —  —  tr<r 

3.5 

50.  Cono  ellittico. 

L'asse  delle  x  sia  ancora  Tasse  del  cono  :  fatta  in  questo  una  sezione 
qualunque  con  un  piano  parallelo  a  quello  delle  z ,  y  essa  sarà  terminata 
da  una  ellisse  ed  i  semi-assi  saranno  x  tanga ,  x  tang{3  ove  x  rappresenta 
la  distanza  del  piano  secante  dal  vertice,  ed  a ,  0  gli  angoli  fatti  coll'asse 
dalle  due  posizioni  delle  generatrici  luna  sul  piano  zx%  e  l'altra  sul  piano  xyx 
onde  l'area  della  ellisse  h 

kx%  tanga  tang|3, 

e  la  massa  elementare  verrà  espressa  per 

nx2dx  tanga  tang{3 

ad  il  momento  d'inerzia  sark  (§.  40) 

Sx  «  -  tanga  tang{3  (tang'a  +  tang'0)    I  xkdx 

Si  ponga  ora  /  la  lunghezza  dell'asse  del  cono ,  ed  r  ,rx  Tasse  maggiore  e 
minore  della  ellisse  base,  troveremo 

ir/ 
S,=  —  /tanga. /tang(3  (ftang'a  +  /*tangfl/3) 

4*5 

e  quindi 

.4.5  4/ 

la  quale  dipende  dalle  sole  dimensioni  principali  del  cono  ellittico,  ed  av- 
vertendo essere 

29 


avremo  in  fine 
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'  li! 

7CTTX  X-    =M 

3 


Sjr=,i^M(ra  +  r|). 

4.S  l/ 


E  quando  il  cono  è  a  base  circolare,  dobbiamo  ponre 
ed  allora  otteniamo 

8.5 

Se  il  cono  fosse  vuoto,  cioè  formato  di  una  lamina,  ritenendo  che  abbia  la 
medesima  lunghezza  di  asse,  e  le  altre  dimensioni  sieno  r',  rxf  avremo 

S*  -  S'*  -  77  i>r*  <r' +  rD  "  r'r''  (r"  +  r'J)3 

♦•5 

e  quando  il  cono  h  circolare  si  ha 

S»5 

60.  Cilindro  ellittico. 

Poniamo  che  Tasse  del  cilindro  si  confonda  con  quello  della  x ,  e  la  sua 
lunghezza  sia  /:  fatta  una  sezione  retta  parallela  al  piano  delle  z  yj  otter- 
remo una  ellisse  di  semi-assi  R  ,  r  onde  iL  momento  <T  inerti*  è  dato  da 

S,  -Ut  (R.  +  r')  J\fa  ~  ^  (R«  +  r-y 

e  se  il  cilindro  è   vuoto,  e  si  suppone  della  medesima  lunghezza,  e  le  altre 
dimensioni  si  rappresentino  con  Rx ,  r,  pel  suo  momento  d'inerzia  avremo 

S,  -  S>  -^  [Rr  (R1  +  r»)  -  R.r,  (RJ  *  rj)}, 

e  quando  la  base  sia  un  circolo  sark 

R«r,  11,-r, 
e  troveremo 

s,-s'.-^(r*-r;) 

ovvero 

s.-si-rit'*~ldi;i(R,  +  R;) 

2 
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ed  in  ultimo 

SX-S'X=^<R'  +  R*) 

61.  Parallelepipedo  rettangolare. 
Le  sue  dimensioni  siano 

sa,  *b>  2c 

e  l'origine  delle  coordinale  venga  collocala  nel  centro  di  gravita  »  e  lasse 
della  x  passi  ancora  pel  centro  ili  gratritk  della  base  di  lati  26 ,  2c ,  otter- 
remo con  fé  ci  li  la 

e  se  si  supponga  vuoto  e  della  medesima  lunghezza,  e  le  altre  dimensioni 
sieno  26',  2c'  avremo 

S*  -  S;  -  -?  [bc  (6a  +  e1)  -  b 'e'  (i"  +  e'*)] 

62.  Segmento  sferico. 

Sia  un  arco  circolare  AC,  h  cosa  facile  immaginare  la  figura,  il  quale 
ruoti  attorno  Tasse  della  x ,  in  questa  ruotazione  ogni  suo  punto  M  ,  come 
qualunque  altro  della  PM  genera  una  circonferenza  :  si  ponga 

AP  =  #,  PN  =  z*,  JSn~du,  Nm~dx,  AB  =  a,  AC-& 
arremo  pel  «vekuae  inéuùtariao  di  secondardine  generato 

27T  lldu  dx 

il  cui  momento  elementare  d'inerzia  rispetto  l'asse  di  ruotazione  fe 

VKlfidlKlx 

ed 


e  quiudi 


Ora  essendo 


Sxc*  a*  |  ì  u^dudx 


27r    I  <fa?  1   u*du  »  "    I  jr4rf^r 

i/o  sJo      v  *i/° 


jrf  =  trx  -  x1 


per  qualunque  punto  dell'arco  avremo 


7T      f  " 

S,  =  -    I   (4r\ra  dx  -  4r\r*  rfar  +  x%d x) 


e  ri  ducendo 
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e  quindi 

Per  esprìmere  questo   momento  in    funzione  degli    elementi  del    segmento, 
osserveremo  essere  pel  punto  estremo  G  dell'arco  generatore, 

b%  =  2ra  -  aa 
dalla  quale 

b2  +a* 

r  =  

sa 

e  per  mezzo    di  questo  valore  eliminato   r   delle  espressione  del   momento 
d'inerzia  troviamo 

2     La\    %a    /  2         5     J 

6    \15  t  / 

63.  Passeremo  ora  stabilire  le  formole  generali  per  calcolare  i  momenti 
d'inerzia  di  quei  volumi  che  sono  terminati  da  una  superficie  continua. 

Sulla  superficie  che  termina  il  volume  si  prenda  un  punto  qualunque  M 
di  coordinate  x,y9z  e  per  esso  punto  intendiamo  guidato  un  piano  paral- 
lelo al  piano  coordinato  delle  z,  jr  :  sulla  coordinata  z  si  prenda  un  seg- 
mento  u   ed   alla  estremità   di  questo    s'intenda   essere    il   parallelepipedo 

infinitesimo 

du  dx  dy 

Il  momento  d'inerzia  del  volume  rispetto  l'asse  delle  x  verrà  dato  da 

$x-fff(u*  +  y%)dxdjdu 
rispetto  Tasse  delle  jr  sarà 

Sy  «fYjf  (u%  +  x%)  dx  dy  du 
e  per  l'asse  delle  z  avremo 

S.-ffj{x*+f)dxdydu, 

Avvertiremo  che  queste  formole  potevano  dedursi  immediatamente  da   quelle 
stabilite  al  §.  7  quando  si  ponga 

dm  «  dx  djr  du 
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Noteremo  ancora  che  se  il  volume  verrà  terminato  da .  una  superficie  dotala 
di  centro,  quando  in  questo  punto  s'intenda  posta  l'origine  delle  coordi- 
nate i  limiti  della  x  saranno  eguali  e  di  segno  contrario  che  si  dedurranno 
dalla  equazione  alla  superficie,  col  porre 


0,    2  =  0: 


i  limiti  della  r  saranno  anch'essi  eguali  e  di  segno  contrario,  e  saranno 
dedotti  dalla  medesima  equazione  della  superficie  col  porre  z  =  0:  in  fine 
quelli  della  variabile  u  saranno 


i*  =  -z,    a=+z 


notando  che  la  z  nei  casi  particolari  è  una  determinata  funzione  delle  due 
variabili  indipendenti  x,  y. 

54.  Ellissoide  a  tre  assi  disuguali  - 

Per  applicare  ad  un  caso  particolare  le  forinole  stabilite  nell'antecedente 
paragrafo,  supporremo  che  abbiasi  una  ellissoide  di  equazione 

*  a  a 

a       o       e 

Le  forinole  che  danno  i  momenti  d'inerzia  rispetto  i  piani  coordinati,  che 
nel  caso  presente  sono  i  principali,  diverranno  notandono  i  limiti 

j*-h»  r+r         r-M  r-t*  f+* 

S„y  «  I     x2dx  I     djr     I     da  «  %  I     x*dx  I     zdjr 


r-Hi  r+y         r+*  r+«  r+y 

S.,,-1     dx      I     y^rl     du~*l     dx       I     «^Vp 

Sx,r  =\       d*        \       d?    \      U%dU=  3  I       rfx  I       Z*dJ- 


« 


Si  prenda  a    considerare  la  prima    delle  (2)  ed  in  essa  si  ponga  il  valore 
della  z  tratto  dalla  (r),  e  ne  otterremo 

ma  per  la  natura  del  volume  che  consideriamo  fe 


—  228  — 

la  questa  integra&ione  dovendosi  considerale  come  «ostante  la  jr,  per  co- 
modo porremo 

e  così  avremo  da  integrare 


20 


f  V  ^m%  -7a- 


Ora    il    limite  j-  dobbiamo    ottenerlo    dalla  (i)  col  porre    in  essa  s«=»0,  e 
cosi  sarà 

b2  (a2  -  x2)  -  a2jr2  «  o,  ovvero  a2m2  -  a2/2  «  o  * 
onde 

e  cosi  avremo 

Per  eseguire  questi  integrazione  rispetto  la  y  porremo 

ed  integrando  per  parti  troveremo 

P       É  \        - tn2  /     l/wm  -  r*\ 


ed  ai  limiti 


1 


*      /  n  m2       n  b *      , 

rfy  Vma  -  ra -    -r  (a 2-  x2Y 

J  w         J        a    a        4  m2  x  ' 


Sostituendo  rimarrà  ad  integrarsi  la  seguente 

la  quale  ci  da 

0  4*  afre        ,  y  % 

S„v  «  X*1  (a 

r  3.5 


Con  analogo  ragionamento  otterremo 

47T  abc 


*.* 


X  b2  (4) 


Anabc       %  .  . 

*  3.5 
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Noti  questi  momenti  rispetto  i  piani  coordinati  possiamo  avere   quelli    ri- 
spetto gli  assi,  e  per  essi  troveremo 

4  abe    /b'  +  c'\ 


S, 


(«) 


c       Aabc 


Dalla  semplice  ispezione  delle  (e)  risulta  che  posto  a  >  b  >  e,  il  minimo 
momento  d'inerzia  h  quello  preso  rispetto  l'asse  maggiore,  ed  il  massimo  h 
quello  preso  rispetto  Tasse  minore* 

65.  Vediamo  ora  di  applicare   le  formole  generali  al  Co&o  ellittico. 

La  equazione  della  superfìcie  che  termina  questo  volarne  è 


*•      y 

•+•  .^  —  x  =»  o 


tang'a      tang*(3 
e  prendendo  direttamente  la  formota  generale 

Sx~fff(u*  +  r*)dxdjdu       ' 

prinerpieremo  col  notare  che  i  limiti  della  variabile  u  sono  -  2,  +  z  >  quelli 
della  ji  che  nella  formola  del  momento  d'inerzia  appartiene  ad  una  massa 
elementare  posta  ovunque  nell'interno  del  cono,  sono  —  f*  +  y  appartenenti 
alla  superfìcie,  e  che  si  ricavano  dalla  sua  equazione  facendo  in  essa  z  =  o, 
e  quelli  in  fine  della  x  sono  o,  l. 
Ciò  posto  avremo 

n       r+y      r+»  ri       r+y         r+» 

Sx  ~  I  dx  I     dui     u*du  +  I  dx  I     yV?"  I     rfu 

ed  eseguite  le  integrazioni  rispetto  la  u  sarà 

2  f'       r+r  pi       r+y 

Sx  «  -   I    rf.r  !      z*djr  +  2  1    dx  I      27  V?" 

Se  ora  per  comodo  poniamo 

tanga^a,    tang0»6 

dalla  equazione  della  superficie  abbiamo 

z~  l  yjb*x*-j% 
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e  quindi 

s*  -  S  Xrf*X^7  (h%x*  ~r)  ^h%°^  " r*  *  ?  X rf*  f 

cbe  prende  la  seguente  forma 

Ora  colla  integrazione  per  parti  troviamo  essere 


aa3 


f^arfy  ffix*^?  =-£  (b*x*  -7»)"  +  —    \c 


ma  per  la  natura  della  funzione  è 
e  perche  a  z»o  corrisponde 

COSI 


onde 


f+r  .       i b*x%   f'        , 

I      r Vy  Vb'x*-y'  «   I   <(y  yb*x*  -y* 

\   x*dx  i'djr  ijb*x*  -j2  -  è  (^  -  **&}  Parate  f 


Eseguendo  la  integrazione  rispetto  jr  e  tenendo  il  dovuto  conto   dei  limiti 
troviamo 


che  sostituito  ci  da 

ira 


X 


3 


I   x*>dx-*\^ ab3 J  !    xVte 

e  finalmente 

Sx=—(a'r  +  b>l*)l 

4.5    X  ' 

la  quale  coincide  con  la  espressione  trovata  al  §  (59)  quando  si  noti  essere 

al  =  r,  bl  *=*  rx 

Le  forinole    generali    ci  presentano    il  vantaggio  di  poter  calcolare  il  mo- 
mento d'inerzia  anche  rispetto  ciascuno  degli  altri  due   assi. 
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LE-  fcfATÓMÉE  FÒSSILI  DT  TOK  DI  QUINTO 


NOTA 


DEI  DOTT.  MATTEO  LANZI 


I 


ì  Ch'forfssftMto1  Dòtft.  GaglielmoTerrigi,  nel  proseguire  coti  opera  indefessa 
te  stfé  rteetfche  geologiche  e  palteozeologiche,  mi  partecipava,  in  virtù  di 
<juéNa  leale  amicizia  che  ci  tiene  unili,*  di  a  Vere  rinvenuto  fuori  là  Porta 
FÌaWfcfa,  nella  località  deitoitfHìàW  Tor  di  Quinto,  un1  materiale  a  ghiaje  e 
SabMà,  àrisW  à  CeYtfecio  di  colore  néto\  nel  quale  aveva  osservato'  alcune 
Aiafòftiee  fossili  ;  e  irle  ne  dava  ira  saggio,  mostrando  il  desiderio  che  ne 
avessi  detenni  irato  le  ffpeciev  Già1  destava  in'  me  wd  vivo  interesse,  ed  in 
p&ri*  tanpé  eccitava*  Ut  mfa;  curiosità  scientifica?  poiché  da  lungo*  tempo  mi- 
iWVaf  hi  épetatta*  di  ritrovare3  diatomee  fossili  nel  nostro  suoloL  Ed  una  tale 
utlaf  $pera*2tf  a£pttggievasf  sul  fatto  detta  esistenza  di  fossili  tttarfai  e  flu- 
vifrfJ  nelle  giatifttré  appartenenti  alla  valle  del  Tevere  /e; sulla  rimembranza 
del  c'òtnpfc&ò  di  quelli  fenòmeni  alluvionali*  vulcanici  e  sismici*  i  quali 
coi  lord*  avvicendarsi,  né  avessero'  potuta  modificare  ivi  diverse  guise  la 
tapérffcié.  TuflàVia  ad  onta  di  ripetute  indagini,  non  mi  era  giammai  riu- 
scito prima  di  oggi  di  vederla  in  alcun  modo  realizzata.  Pertanto  ci  deter- 
minammo di  ritornarvi  insieme,  a  fine  di  meglio  studiare  il  materiale  in 
sito,  e  farne  più  copiosa  raccolta. 

Infatti  ai  lati  della  strada,  in  più  punti  Ai  quella  località,  ritrovammo 
strati  di  poca  spessezza  di  ghiaje  nerastre,  intercalati  ed  alternati  ad  altre 
ghiaje  di  colore  naturale,  le  quali  costituiscono  l'intero  deposito  di  esse. 
Raccolte  le  ghiaje  annerite  ed  il  terriccio  interposto,  incominciai  dal  trat- 
tare tutto  il  materiale  con  semplice  acqua,  a  fine  di  separare  le  diatomee 
dai  ciottoli  medesimi,  dalle  sabbie  e  dal  terriccio  mediante  i  ripetuti  la- 
vacri e  le  successive  decantazioni. 

Trattai  in  seguito  il  prodotto  delle  decantazioni  contenente  diatomee 
col  solito  metodo,  il  quale  consiste  nel  farle  bollire  per  breve  spazio  di 
tempo  in  acido  nitrico  ,  cui  aggiunsi  poca  quantità  di  clorato  di  potassa  : 
ed  in  fin!?  dopo  avere  nuovamente  lavato  co*  acqua  distillata  e  decantato 
le  diatomee,  ne  feci  preparazioni  da  sottoporre  alto  studio. 

30 
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Dalle  osservazioni  microscopiche  mi  risultò  la  reale  esistenza  di  diatomee 
fossili.  Queste  però  mi  si  manifestarono  scarse  nella  quantità,  relativamente 
alla  massa  del  materiale  che  le  contiene,  in  guisa  che  non  potrei  stabilire 
essere  quello  un  vero  deposito  di  diatomee  fossili.  Tuttavia  la  diversità 
delle  specie  che  vi  si  Contengono,  e  la  qualità  di  esse  mi  rivelavano  un  fatto 
di  una  data  importanza  al  punto  di  vista  geologico.  Il  numero  di  esse  non  è 
copioso.  Vi  sono  tuttavia  in  prevalenza  maggiore  la  Epithemia  turgida  Ehm., 
Epithemia  gibba  Ktz.  nella  sua  varietà  ventricosa,  ed  Epithemia  Argus 
Ehm.;  la  Sjnedra  radians  Sm.,  che  alcuni  recenti  diatomologi  ritengono 
quale  Varietà  della  Sjnedra  ulna  Ehm.,  ovvero  la  riportano  alla  S.  Splen- 
dens  Ktz.  Le  valve  di  questa  specie  o  intiere  o  in  pezzi  vi  si  trovano 
quasi  sempre.  Frequente  h  pure  la  Cjrnbella  afltnis  Ktz.,  la  Cjclotella 
operculata  Ktz.,  la  Cocconeis  placentula  Ehm.,  il  Gomphonema  olivaceum 
Lyngb.  e  Gomphonema  dichotomum  Ktz.  Meno  frequenti  sono  due  specie 
di  Achnanihee%  di  Navicale  e  le  altre  nominate  '  nell*  elenco  che  segue. 

È  probabile  che  ripetendo  ulteriori  ricerche  sul  luogo,  cioè  in  tutta  la 
estensione  dello  strato  di  ghiaie  che  sottostanno  ai  depositi  di  tufi  esistenti 
fra  Tor  di  Quinto  e  la  Tomba  o  Punta  dev  Nasoni  possano  ancora  rinvenirsi 
altre  specie  di  diatomee;  dal  complesso  però  di  quelle  finora  vedute,  dalla 
qualità  dell'  habitat  loro  proprio,  quale  si  riscontra  in  quelle  tuttora 
viventi,  h  lecito  dedurre,  anzi  oso  dire  che,  desse  provano  ad  evidenza 
di  avere  esistito  in  un  ristagno  di  aéqua  dolce  dell'epoca  quaternaria 
alluvionale. 


ELENCO  DELLE  SPECIE 


Àmphora  ovalis  Ktz. 

Cymbella  (Cocconema  W.  Sm.)  lanceolata  Ehm. 

—  affinis  Ktz. 
Navicula  elliptica  Ktz. 

—  limosa  Ktz. 
Pleurosigma  attenuatum  W.  Sm. 

Gomphonema  intermedium  Grun.  (dichotomum  Ktz.  partim). 
—  olivaceum  Ehm. 
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Àchnanthes  lanceolata  Grun.  (Achnanthidium  Breb.) 
Achnanthidium  flexellum  Breb. 
Cocconeis  piacentina  Ehm. 
Èpithemia  turgida  Ehm. 

—  argus  Ehm. 

—  gibba  Ehm.  var.  ventricosa    Grun.    (Ep.  ven- 

tricosa  Ktz.) 
Synedra  splendcns  Rabnh.  (S.  radians  W.  Sra.) 

—  —         var.  aequalis  Rabnh. 
Fragilaria  mutabilis  Grun. 

Diatoma  Ehrenbergii  Ktz.  var.  grande  W.  Sm. 

Meridion  circulare  Àgard. 

Cyraatopleura  Solea  W..  Sm. 

Nitzschia  (Hantzschia  Grun.)  amphioxys  W.  Sm. 

Cy  ciò  te  11  a  operculata  Ktz. 
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eoMvmciiziONi 

Db  Rossi,  prof.  M.  S.  -  Studi  geologie*  sull'isola  d'hóhià* 

Il  prof.  Michele  Stefano  De  Rossi  espose  uti*  pa*te  degtt  stadi  geolo- 
gici da  lui  fatti  testé  nell'Isola  d'Ischia  ad  occasione  del  terremoto  di  Ca- 
samicciola; parte  che  non  aveva  potuto  aver  luogo  nella  già  lunga  confe- 
renza data  dalla-  Società  geografica  su  quel  funesto  avvenimento.  Questa 
parte  concerne  lo  svolgimento^  dell'analisi^  dalla  qua  te  risulta  la  restitu- 
zione topograficaf  orografica  e  geologica  del  cratere  primitivo  costituente 
il  primo  periodo  eruttivo  del  vulcano  pliocenico  dell  Idola'  d'Ischia.  Ed  in 
secondo  luogo  esaminando  fe  fttertVórfe  sto  r  refi  e  dei  terremoti  altre  volte  av- 
venuti in  Casamicciola,  valendosi  per  ciàt  tfneher  ài  notizie  ittédfce  e  mano- 
scrìtte  fornitegli  sul  hiogft  dai  cortes»  possessori  «felle  medesia*e  ne  dimo- 
strò la  identificazione  ossia  la  sempre  costante  ed  identica  forma  o  loca- 
lizzazione degli  urti  sismici.  Tale  identità  costante  della  topografia  e  della 
forma  dei  terremoti  confrontati  eolla  restituzione  suddetta  del  cratere  pri- 
mitivo, giova  a  provare  vieppiù  fa  distribuzione  delle  fratture  del  suolo 
coordinate  alla  esistenza  di  quel  primo  cratere.  Passa  poscia  ad  esaminare 
le  osservazioni  già  fatte  dai  geologi  che  lo  precedettero  nello  studio  del- 
l'Isola e  che  ne  tracciarono  la  carta  geologica,  cioè  il  Fonseca  ed  il  Fuchs; 
e  dimostrò  come  molte  loro  osservazioni  potevano  condurli  allo  scoperta 
di  quel  cratere  ed  alla  soluzione  conseguente  di.  parecchi  problemi  locali 
rimasti  insoluti.  Concluse  additando  come  questa  parte  dello  studio  sul- 
l'Isola da  esso  fatto  riveli  una  pagina  finora  ignota  della  storia  geologico- 
vulcanica  dell'Isola  stessa,  e  stabilisca  la  distinzione  colPin  ter  vallo  d'un 
periodo  di  calma  fra  il  primo  periodo  eruttivo  ed  il  secondo.  Il  primo 
formalo  dalle  colline  di  Casamicciola;  il  secondo,  dalla  montagna  craterica 
dell' Epomeo. 

La  pubblicazione  di  questa  memoria  viene  dilazionata,  volendo  l'À.  mag- 
giormente perfezionarla  con  nuova  ispezione  e  rilievi  grafici  sui  luoghi. 

Boncompagni,  D.  B.  -  Presentazione  del  suo  Ballettino, 

D.  B.  Boncompagni  presentò  all'Accademia  il  fascicolo  di  Maggio  1880 
del  suo  Ballettino  di  bibliografia  e  di  storia  delle  scienze  matematiche  e 
fisiche)  rendendo  conto   delle  materie    contenutevi. 

Castracane,  Conte  Ab.  F.  —  Pesentazione  di  un'Opera. 

Il  Sig.  Conte  Castracane  presidente,  a  nome  del  socio  corrispondente 
sig.  G.  B.  Carnoy,  presentò  un'opera  di  questi  intitolata:  «  Manuel  de 
Microscopie  ». 

De  Rossi,  prof.  M.  S.  —  Presentazione  di  opuscoli. 
11  segretario  presentò  a  nome    dell'autore  sig.  Giulio  Grablovitz  due    opu- 
scoli, l'uno  intitolato  «  //  terremoto  di  Zagabria:  cause  presunte  ed  ef- 
fetti osservati  ».  Disse  che    fautore  da    in  esso    un  quadro    particolareg* 
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giato  dalle  ore  e  dalla  forza  dei  terremoti  avvenuti  in  Zagabria  i  e  nei 
dintorni  dal  9  novembre  all'i i  dicembre  1880,  e  si  ferma  a  considerare  le 
relazioni  delle  ore  e  dei  movimenti  verso  le  età  della  Luna.  Da  tutto  ciò 
1VA.  ritrae  una  nuova  conferma  della  influenza  da  lui  già  stabilita  in  altri 
lavori:  cioè  che  nel  periodo  sismico  di  Zagabria  si  scorge  di  nuovo  come 
l'attrazione  lunare  ebbe  un'influenza  pronuncia tissi ma;  tanto  che  le  scosse 
avvertite  nell'ora  del  minimo  assoluto  rispetto  alle  24  ore  non  arrivano  che 
alla  quinta  parte  delle  avvenute  nell'ora  in  cui  ha  luogo  la  culminazione. 
Dedica  poi  qualche  parola  a  considerare  l'influenza  solare  e  l'altra  della 
pressione  atmosferica. 

L'altro  opuscolo  h  intitolato  «  Sul  fenomeno  di  marea  osservato  nelle 
miniere  carbonifere  di  Dux  in  Boemia  ».  Anche  di  questo  il  De  Rossi 
die  breve  ragguaglio  e  disse  che  l'A.  dimostra  con  ogni  certezza  essersi 
manifestata  nelle  miniere  di  Dux,  in  seguito  alla  frana  del  10  Febbraio 
1879,  una  inondazione  sotterranea  variabile  secondo  le  leggi  della  marea. 
Tentando  spiegarne  il  modo,  col  quale  può  esistere  una  vera  marea  sot- 
ranea,  egli  propone  e  discute  l'ipotesi  di  una  elasticità  generale  della  massa 
terrestre  soggetta  alle  attrazioni  degli  astri.  In  ogni  modo  il  fatto  verificato 
della  marea  di  Dux  ed  altri  simili  conosciuti,  ma  uou  studiati  finora  in 
altre  sorgenti,  dimostrano  l'importanza  e  l'avvenire  scientifico  dello  studio 
delle  variazioni  nelle  acque,  mediante  le  quali  debbono  esser  chiariti  moltis- 
simo i  fenomeni  tutti  della  meteorologia  endogena. 

Cialdi,  Comm.  A.  —  Presentazione  di  un  opuscolo. 

Il  socio  ordinario    Sig.    Comm.  A.  Cialdi  ha  inviato  all'Accademia,  per 
incarico  del  socio  corrispondente  sig.  E.  Ber  tiri,  la  versione  italiana,  pub- 
blicata nella  Rivista  Marittima  del  marzo  issi,  del  lavoro    <r  Sul  rapporto 
fra  il  periodo  reale  delle  onde  e  quello   osservato  a  bordo  di  una  nave 
in  cammino  »,  del  quale  lo  stesso  Comm.  A.  Cialdi  avea  già  dato  all'Ac- 
cademia un  ampio  resoconto  in  altra  seduta. 

COMUNICAZIONI  DEL  SEGRETARIO 

1.  Presentazione  di  lettere  di  ringraziamento  per  la  nomina  a  soci  acca- 
demici del  Sig.  Prof.  G.  Carnoy,  Sig.    B.  Donati,  Sig.  A.   De  Andreis; 

2.  Presentazione  di  ricevute  degli  Atti  Accademici  ; 

3.  Domanda  di  cambio  cogli  Atti  Accademici  della  R.  Società  di  New- 
South-Wales,  e  del  Collegio  degli  Ingegneri  di  Roma.  Ambedue  questi 
cambi  vennero  accordati. 

COMITATO    SEGRETO 

Adunatasi  l'Accademia  in  Comitato  segreto  per  la  elezione  degli  uffi- 
ciali scaduti    d'ufficio,  cioè    Prof.  M.  Azzarelli    e  Prof.  T.  Armellini    dal 
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Comitato  Accademico,  e  D.  B.  Boncompagni,  P.  Ferrari,  Prof.  A.  Statuti 
dalla  Commissione  di  Censura,  vennero  tutti  confermati  neilorò  uffici,  ri- 
manendo il  Segretario  incaricato  di  ottenere  l'approvazione  Sovrana  delle 
suddette  nomine. 

SOCI  PRESENTI  A  QUESTA  SESSIONE 

Obdinari.  -  Conte  Ab.  F.  Castracani  Presidente.  -  Dott.  M.  Lanzi.  — 
Prof.  M.  Azzarelli.  -  P.  F.  S.  Provenzali.  -  P.  Ferrari.  -  P.  F.  Ciampi.  - 
Prof.  F.  Ladelci.  -  P.  G.  Lais.  -  D.  B.  Boncompagni.  -  Prof.  M.  S.  De 
Rossi,  Segretario. 

Aggiunti.  -  Prof.  0.  Persiani.  -  Prof.  E.  Persiani.  -  Prof.  G.  Tuccimei. 


La  seduta  apertasi  legalmente  alle  ore  5  p.,  fu  chiusa  alle  ore  7  p. 

OPERE  VENUTE  IN  DONO 

i.  Atti  della  R.  Accademia  dei  Lincei.  —  Anno  CCLXVIII.  —  1880—81.  —  Serie  Terza  — 
Transunti  —  Voi.  V.  —  fase.  8  e  9.  —  Roma,  1881.  In-4! 

2.  Atti  della   R.  Accademia  delle  Scienze  di   Torino,  ecc.,  —  Voi.  XVI.  —  Disp.  2*— 3*.  — 

Gennaio,  Febbraio  1881.  —  Stamperia  Reale  di  Torino,  ecc.  ln-8* 

3.  Atti  della  Società  Crittogamologica  italiana  residente   in  Milano,  ecc.  —  Anno  XXIV.  — 
Serie  II.  —  Voi.  II.    -  Dispensa  III.  —  Milano,  1881.  In  4* 

4.  Atti  del  Reale  Istituto  Veneto  di  scienze,  lettere  ed  arti.  — Tomo  VII,  Serie  V,  Disp.  IV.  — 
Venezia  1881.  In-8* 

5.  Atti  dell'Accademia  Gioenia  di   Sciente   Naturali  in  Catania,  —  Serie  III,  IV.  —  Tomo 
Vili,  XIV.  —  Catania,  1879.  In-8*. 

6.  ARNAUD  (Ing.  Alessandro).  —  Discorso  pronunciato  nella  circostanza   della  distribuzione 
dei  premi  del  concorso  dei  riproduttori  bovini,  ecc..  Cuneo.  1881.  In-8. 

7.  Lega  per  le  conferenze  agrarie. 

8.  Bibliografia  Romana.  —  Notizie  della  vita  e  delle  opere  degli  scriitori  romani   —  Roma, 
MDCCCLXXX.  ln-8. 

9.  Bullettino  di  Bibliografia  e  di  Storia,  ecc.,  pubblicato  da  B.  Boncompagni.  —  Tomo  XIII. 
—  Maggio  1880.  —  Roma,  ecc.,  1880.  In-4° 

10.  CARNOV  (J.  B.)  —  Manuel  de  Microscopie,  ecc.  Louvain,  1879.  In-8°. 

li.  Propriétés  descriptives  nouvelles  des  sections  coniques.  Bruxelles,  1380.  In-8? 

12.  CAVANNA  (Guelfo).  —  Elementi  per  una  bibliografia  italiana,  ecc.,  Firenze,  1880.  In- 8°. 

13.  Crònica  Cientifica.  —  Revista  internacional  de  ciencias,  publicada  par  D.  Rafael  Roig  y 

Torres  e  te.  Ano  IV,  num.  78,  79,  Barcelona,  1881.  In-8.° 

14.  Classe  des  sciences.  —  Jugement  du  concours  annuel  de  1880.  In-8°. 

15.  Emigration.  —  The  British  Farmer's,  ecc.  Toronto,  1880.  In-8* 

16.  GRABLOVITZ  (Giulio).  —  Sul  fenomeno  di  marea,  ecc.,  In  8? 

17.  Il  terremoto  di  Zagabria,  ecc.  In-8*. 

18.  Jahresbericht  ùber  die  Fortschritte  der  classischen,  ecc.  Berlin,  1881.  In-8°. 

20.  La  Civiltà  Cattolica.  —  Anno  Trigcsimosecondo  —  Serie  XI  —  Voi.  VI  —  Quaderni  739 
e  740.  —  Firenze  1881.  In-8! 

21.  Le  Saguenay  et  le  Lac  St.  Jean,  ecc.  Ottawa,  1875.  In-8*. 

22.  La  province  du  Manitoba  et  le  territoire  du  nord-ouest,  ecc.  Ottawa,  1880.  In-8°. 

23.  MARRE  (Aristide).  —  Deux  Mathématiciens  de  VOratoire.  Roma,  1880.  In-8* 

24.  Memoires  de  la  Socièté  Nationale  d  s  sciences  nature  II  esr  ecc.  Paris  1879.  In-?.0 

25.  Polybiblion  Revue  bibliographique  univer selle.  —  Partie  littéraire,  il™«  Sèrie  —  Tome 
XXII»,  XXX»  de  la  Collection.  —  III»  Iivraison  —  Mars.  —  Partie  technique,  II*  Sèrie  — 
Tome  VI  Ih,  XXXIlh  de  la  Collection  —  2«  et  3«  livraisons  —  Février-Mars.  —  Paris, 
1881.  In-8* 
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SULLA  SPONTANEA  DISGREGAZIONE 
DEL  VETRO  TEMPERATO 

NOTA 

DEL    P    F.    S.    PROVENZALI    D.    C.    D.    G. 

IJo  spezzarsi  del  vetro  temperato  per  menomissime  azioni  ed  anche  senza 
che  apparisca  una  causa  qualu  nque  capace  di  produrre  quell'effetto ,  va 
spesso  accompagnato  da  tali  fenomeni  che  nello  stato  presente  delle  nostre 
cognizioni  sembra  molto  difficile  il  darne  sufficiente  ragione.  Fra  questi 
fenomeni  il  più  sorprendente  è  la  distanza  a  cui  alle  volte  vengono  lan- 
ciati i  frammenti  nei  quali  si  divide  il  vetro  nel  disgregarsi.  Ciò  si  vede 
sopra  tutto  nell'esplosione  delle  lacrime  bataviche,  specialmente  quando  si 
fanno  esplodere  in  un  vaso  pieno  di  acqua  in  maniera  che  la  sola  coda 
rimanga  fuori  del  liquido.  Al  rompersi  di  questa  la  lacrima  si  stritola  in 
minuzzoli  con  tanto  impeto  che  una  parte  dell'acqua  schizza  via  del  vaso, 
e  se  questo  sia  di  vetro  o  di  terra  non  di  rado  si  rompe  anche  esso  in 
più  pezzi.  Ciò  significa  che  il  disgregarsi  e  diffondersi  delle  particelle  del 
vetro  è  subitaneo  ed  impetuoso  per  modo  che  la  pressione  si  comunica 
alle  pareti  del  vaso  prima  che  l'acqua  abbia  il  tempo  necessario  a  rimuo- 
versi dalla  sua  posizione    di  equilibrio.  Tanta  velocità    di  proiezione  non 
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può  nascere  al  cerio  dalla  piccola  forza  richiesta  per  rompere  l'equilibrio 
in  uq  punto  della  massa;  e  molto  meno  può  nascere  dal  contatto  dell'aria 
leggermente  agitata  o  da  piccole  variazioni  di  temperatura,  che  sono  le  cir- 
costanze ordinarie  in  cui  si  effettuano  le  disgregazioni  dette  spontanee  ap- 
punto perchè  non  appare  la  causa  che  le  produce. 

Stando  le  cose  in  questi  termini  non  avrei  preso  a  trattare  tale  argo- 
mento se  un  fatto  casualmente  da  me  osservato  non  mi  avesse  presentata 
una  circostanza,  che  può  spianare  la  via  all'intelligenza  di  simili  fenomeni. 
Il  fatto  di  cui  parlo  me  lo  offrirono  alcune  canne  di  vetro  destinate  alla 
costruzione  di  un  lungo  tubo  di  Mariotte.  Queste  canne  stavano  posate  una 
appresso  dell'altra  sopra  una  tavola,  quando  tutto  all'improvviso  si  udì  uno 
schioppettio  assai  prolungato  e  seguito  dallo  strepito  di  pezzi  di  vetro 
che  cadevano  sul  pavimento.  Era  una  parte  di  quelle  canne  che,  senza 
essere  tocche  da  alcuno,  andarono  in  pezzi,  de'quali  non  pochi  furono 
anche  lanciati  fuori  della  tavola.  La  circostanza  che  io  diceva  poter  ser- 
vire all'intelligenza  di  siffatti  fenomeni  fu  che  accostata  la  mano  ai  pezzi 
che  erano  rimasti  sulla  tavola  n'ebbi  una  prova  sensibile  di  aumentata 
temperatura.  Per  verità  non  è  questa  la  prima  volta  che  fu  notato  un  au- 
mento di  temperatura  nelle  spontanee  disgregazioni  del  vetro  temperato. 
Nel  1869  M.  L.  Dufour  annunziò  (i)  che  avendo  fatto  esplodere  un  gran 
numero  di  lacrime  bataviche  per  modo  che  la  finissima  polvere  che  si  forma 
in  quelle  esplosioni  andasse  ad  investire  una  pila  termo-elettrica,  ovvero 
venisse  a  raccogliersi  in  un  vasello  contenente  il  bulbo  di  un  piccolo  ter- 
mometro immerso  nell'essenza  di  trementina,  ne  ottenne  per  valore  medio 
di  molte  sperienze  un  riscaldamento  di  o°,30  C.  Ma  la  piccolezza  di  questo 
numero  che,  attese  le  condizioni  delle  sperienze  fatte  per  determinarlo,  non 
oltrepassa  i  limiti  degli  errori  probabili,  unitamente  alla  possibilità  che 
quel  debole  riscaldamento  fosse  dovuto  all'  attrito  delle  particelle  del  vetro 
contro  l'aria  e  gli  ostacoli  che  ne  arrestavano  il  movimento,  non  permet- 
tevano che  la  conclusione  del  Sig.  Dufour  venisse  collocata  nel  numero 
dei  fatti  sicuramente  conquistati  alla  scienza.  Ora  poi  che  lo  sviluppo  di 
calorico  nella  spontanea  disgregazione  delle  suddette  canne  si  è  reso  sen- 
sibile anche  al  tatto,  sembra  che  debba  svanire  ogni  incertezza  sulla  ve- 
rità di  quella  conclusione,  e  potremo  valerci  di  essa  come  di  punto  di 
partenza  per  dare  ragione  dei  fenomeni  al  certo  molto  oscuri  che  ci  of- 
frono le  disgregazioni  del  vetro  temperato. 

(\)  Bibliothèque  Universelles.  —  Archives  Février  1869. 
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ÀI  presente  sarebbe  cosa  superflua  il  fermarsi  a  provare  che  ogni  aumento 
di  temperatura  deve  essere  preceduto  da  un  corrispondente  consumo  di 
forza,  e  per  conseguenza  che  il  calorico  svolto  nelle  spontanee  disgrega- 
zioni del  vetro  temperato  richiede  una  causa  diversa  da  quelle  piccolissime 
ed  insensibili  azioni  che  valgono  a  rompere  l'equilibrio  instabile  fra  le 
molecole  del  vetro  medesimo.  Ma  sebbene  ad  ogni  sviluppo  di  calorico 
debba  corrispondere  un  equivalente  consumo  di  forza,  non  h  però  necessario 
che  la  forza  consumata  e  il  calorico  generato  si  succedano  immediatamente 
l'uno  al  Tal  tra.  Moltissimi  sono  i  casi  nei  quali  una  parte  della  forza  viva 
comunicata  ad  un  corpo,  dopo  essere  rimasta  come  suol  dirsi  latente, 
cioè  disponibile ,  per  un  tempo  più  o  meno  lungo,  viene  poi  a  manife- 
starsi sotto  forma  di  calorico  o  di  altro  effetto  meccanico.  Basterà  solo  ri- 
cordare il  riscaldamento  che  accompagna  il  passaggio  del  solfo,  del  sele- 
nio e  di  altri  corpi  da  uno  ad  altro  stato  allotropico.  Quando  p.  e.  si 
scalda  il  solfo  molle  o  il  selenio  vetroso  fino  verso  i  100%  arriva  un  istante 
in  cui  il  solfo  molle  ritorna  allo  stato  di  solfo  ordinario,  ed  il  selenio  ve- 
troso passa  allo  stato  di  selenio  granulare.  Nel  momento  però  che  si  com- 
piono queste  metamorfosi  la  temperatura  del  solfo  sale  spontaneamente  ai 
110°  e  quella  del  selenio  ai  140°  e  talvolta  anche  ai  230°  o  in  quel  torno. 
Se  non  si  vuol  dire  che  questo  aumento  di  temperatura  sia  un  effetto 
senza  causa,  sembra  doversi  ammettere  che  il  solfo  ed  il  selenio  nell'atto 
di  passare  allo  stato  di  solfo  molle  e  di  selenio  vetroso  conservano  una 
parte  del  calorico  che  gli  fu  comnnicato  nel  fonderli,  e  solo  allora  lo  ce- 
dono quando  cambiano  struttura  molecolare,  tornando  allo  slato  di  solfo 
ordinario  e  di  selenio  granulare. 

Nell'antica  teoria  del  calorico  latente,  o  come  ora  diciamo  del  calorico 
disponibile  ovvero  dell'energia  termica  potenziale,  questi  fatti  erano  in- 
concepibili, nella  moderna  invece  nulla  hanno  di  sorprendente.  Ammesso  in- 
fatti che  il  calorico  altro  non  sia  che  una  specie  di  movimento,  a  quel  modo 
che  per  l'azione  di  un'ostacolo  capace  d'impedire  tale  movimento,  l'energia 
termica  attuale  si  convertirà  in  energia  potenziale;  cosi  al  contrario  venendo 
rimosso  quell'ostacolo  l'energia  potenziale  si  trasformerà  in  energia  termica 
attuale.  L'aumento  spontaneo  di  temperetura  che  si  osserva  nel  solfo  molle, 
nel  selenio  vetroso  ed  in  altri  casi/  moltissimi  non  h  dunque  un  fenomeno 
diverso  da  quello  che  ci  offre  un  grave  allorché  gli  si  toglie  il  sostegno 
che  ne  impediva  la  caduta,  ovvero  una  molla  quando  cessa  l'azione  della 
forza  che  la    teneva  compressa.    In  altre   parole  ciò  che    diciamo    energia 
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termica  potenziale  differisce  dall'energia  termica  attuale  come  la  pressione 
di  un  grave  e  di  una  molla  contro  gli  ostacoli  che  ne  impediscono  il 
moto  differisce  dalla  caduta  del  grave  e  dallo  scattare  della  molla. 

Dalle  cose  dette  fin  qui  apparisce  non  essere  priva  di  fondamento  Tipo- 
tesi  che  anche  il  vetro    nell'atto    di   ricevere    la  tempera  non  perda  tutto 
il  calorico  che  gli  venne  comunicato,  ma  ne  conservi  una  parte  allo  stato 
di  energia    termica  potenziale,  alla  maniera    del  solfo  molle  e  del    selenio 
vetroso.    Ne  tale  ipotesi  si    fonda  unicamente  sull'analogia,  ma  più  dell'a- 
nalogia ce  la  rende  verisimile    l'aumento  di  volume  e  la  ineguale  densità 
che  acquista  il  vetro  per  l'azione  della  tempera.  L'esagerata  distanza  che 
rimane  fra  i  gruppi  molecolari  che  si  formano  dopo  il  repentino    raffred- 
damento della  crosta  superficiale  h  un'ostacolo  a  ciò  che  la  massa  vetrosa 
svolga  tutto  il  calorico  dovuto  alla  sua  normale  condensazione,  onde  potrà 
conservarne  una  parte    tanto  più  grande  quanto  sia  minore  la  sua  densità 
rispetto  a  quella  del  vetro    non    temperato.  Quindi  si    vede  che    il   vetro 
temperato  si  può  in    certo  modo  paragonare  ad  una   verga   metallica,  che 
dentro  i  limiti    di  sua    elasticità  venne    allungata  da  una  forza    esteriore. 
Colla  differenza  però    che   nella  verga,  cessata  l'azione    della  forza  estrin- 
seca, le  singole    molecole    tornano  nello  stato  normale  di  equilibrio,  onde 
i  loro  sforzi  sono    unicamente    impiegati  nel  diminuire  le  mutue  distanze 
e  nell'inalzare    la  temperatura    della    verga;    laddove   nel  vetro  temperato 
una  volta  rotto  l'equilibrio  instabile,  i  gruppi  molecolari  già  formati  non 
essendo  capaci  di  stabilmente  riunirsi  gli  uni  agli  altri,  dopo  l'urto  scam- 
bievole rimbalzeranno    con  velocita    tanto  maggiore  quanto  le    masse    ur- 
tanti sieno  minori  delle  masse  urtate.   Non  solo  dunque  l'aumeuto  di  tem- 
peratura, ma  gli  stessi  effetti  meccanici  che  si  osservano  talora  nelle  spon- 
tanee disgregazioni  del  vetro  temperato  si  possono  considerare  prodotti  da 
quella  porzione  di  calorico  che  supponemmo  rimanere  per  cosi  dire  imma- 
gazzinato nel  vetro,  quando  dopo  un  forte   riscaldamento  venga  sottoposto 
a  subitaneo  e  notevole  abbassamento  di  temperatura. 

Da  questa  supposta  identità  di  causa  degli  effetti  calorifici  e  meccanici 
che  accompagnano  le  spontanee  disgregazioni  del  vetro  temperato,  segue 
pes  legittima  conseguenza  che  ove  gli  effetti  meccanici  sieno  molto  ener- 
gici, lo  sviluppo  di  calorico  sarà  relativamonte  debole,  e  per  converso  si 
svolgerà  più  calorico  quando  gli  effetti  meccanici  saranno  poco  energici. 
Quindi  s'intende  come  sia  che  nelle  sperienze  del  Sig.  Dufour  colle  la- 
crime  bataviche  lo  sviluppo  di  calorico  appena  si  rese  sensibile  alla    pila 
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termoelettrica,  laddove  nella  disgregazione  dei  tubi  descritta  di  sopra  l'au- 
mento di  temperatura  si  inanitestò ,  anche  al  tatto.  Nel  primo  caso  l'ener- 
gia termica  potenziale  veniva  quasi  totalmente  trasformata  nella  forza  ne- 
cessaria per  lanciare  a  grandi  distanze  i  frammenti  del  vetro  polverizzato  ; 
mentre  nel  secondo  caso  gli  effetti  meccanici  non  arsendo  stati  molto  con- 
siderevoli, gran  parte  dell'energia  termica  pontenziale  si  potè  convertire  iu 
movimento  termico  attuale. 

Sarebbe  certo  di  grande  vantaggio  per  la  scienza  se  V  esistenza  nel  vetro 
temperato  di  una  certa  quantità  di  movimento  termico  potenziale,  che  fin  ora 
abbiamo  ammesso  come  una  semplice  ipotesi ,  venisse  direttamente  dimo- 
strata con  prove  di  fatto.  A  tale  scopo  tentai  più  volte  ed  in  vari  modi 
di  misurare  la  quantità  di  calorico  che  cede  il  vetro  nel  raffreddarsi  prima 
e  dopo  che  abbia  ricevuto  la  tempera.  Molti  dei  risultati  che  ne  ho  otte- 
nuto lasciano  assai  a  desiderare;  alcuni  però  mi  sembrano  abbastanza  con- 
cludenti a  favore  della  predetta  ipotesi,  e  di  questi  darò  un  breve  conto 
all'Accademia,  nella  speranza  che  i  miei  tentativi  vengano  ripetuti  e  va- 
riati da  altri  meglio  provvisti  di  mezzi  che  io  non  sono. 

Nelle  sperienze  che  ora  passo  a  descrivere,  e  sono  unicamente  quelle 
che  mi  hanno  dato  i  risultati  più  soddisfacenti,  adoperai  sempre  la  mede- 
sima qualità  di  vetro  temperato,  cioè  dei  pezzi  di  quegli  stessi  tubi  che 
mi  presentarono  l'occasione  di  costatare  l'aumento  di  temperatura  nelle 
spontanee  disgregazioni  del  vetro.  Scelti  pertanto  alcuni  pezzi  di  cotesti 
tubi  e  pesatigli  diligentemente  li  sospendeva  mediante  un  grosso  filo  di 
platino  ad  un  coperchio  di  porcellana.  Quindi  scaldava  fino  all'ebollizione 
una  determinata  quantità  di  mercurio  contenuto  in  una  capsula  parimenti 
di  porcellana,  e  mentre  allontanava  la  fiamma  dalla  capsula,  vi  adottava 
sopra  e  solidamente  vi  fissava  il  coperchio  in  maniera  che  quei  pezzi  di 
vetro  rimanessero  del  tutto  immersi  nel  mercurio  bollente.  Fatto  ciò  no- 
tava il  tempo  impiegato  dal  mercurio  a  passare  dalla  temperatura  dell'e- 
bollizione ai  250°,  150°  e  50° 

Per  determinare  queste  temperature  mi  serviva  di  un  termometro  a  mer- 
curio che  mediante  un  foro  praticato  nel  coperchio  di  porcellana  introdu- 
ceva nel  mercurio  subito  dopo  cessata  l'ebollizione.  Ristabilito  l'equilibrio 
di  temperatura  fra  il  mercurio  e  l'aria  circostante  ripesava  separatamente 
i  pezzi  di  vetro  ed  il  mercurio  per  assicurarmi  dell'identità  delle  masse 
sottoposte  alla  sperienza.  Dopo  di  che  tornava  di  nuovo  a  ripetere  uua, 
due  ed  anche  più  volle  le  descritte  operazioni  cogli  stessi  pezzi  di  vetro 
e  nelle  .medesime  circostanze  di  pressione  atmosferica  e  temperatura  del- 
l'ambiente. Durante  il  corso  di  queste  operazioni  accadde  più  volte  che  i 
pezzi  di  vetro  più  o  meno  impetuosamente  si  disgregarono  anche  con  pro- 
iezione di  un  poco  di  mercurio  fuori  della  capsula.  Ciò  avvenne  di  prefe- 
renza la  prima  volta  che    il  vetro  veniva  immerso  nel  mercurio    bollente. 
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In  tali  casi  non  tenni  alcun  conto  delle  sperienze  fatte  con  quei  pezzi  di 
vetro;  ma  da  capo  le  cominciai  con  altri  pezzi  dei  medesimi  tubi.  Del 
resto  la  conclusione  fu  che  in  ciascuna  serie  di  sperienze,  sempre  che  non 
accaddero  sensibili  disgregazioni  nel  vetro,  il  tempo  impiegato  dal  mercurio 
per  raffreddarsi  dai  350°  ai  59°  fu  maggiore  nella  prima  immersione  del 
vetro  che  nella  seconda  ed  in  questa  maggiore  che  nella  terza,  ossia  che 
la  durata  del  raffreddamento  e  per  conseguenza  la  quantità  di  calorico  ab- 
bandonata dal  vetro,  andò  scemando  a  misura  che  si  raddolciva  la  tem- 
pera del  vetro  medesimo.  Nelle  due  tavole  seguenti  sono  registrate  per  tre 
diverse  serie  di  sperimenti  le  differenze  fra  le  durate  del  raffreddamento 
nelle  successive  immersioni  del  vetro  nel  mercurio  bollente.  La  prima  mostra 
l'eccesso  della  durata  del  raffreddamento  nella  prima  immersione  rispetto 
alla  seconda.  L' altra  fa  vedere  l'eccesso  della  durata  del  raffreddamento 
nella  seconda  immersione  rapporto  alla    terza. 

Differenza  nella  durata  del  raffreddamento  fra  la  prima  e  seconda  immersione  del  vetro 

nel  mercurio  bollente. 

da  350°  a  250*  da  250°  a  150*  da  150°  a  50°  Totale 

ia  Serie  4'  10"  3'  30"  2'    5"  9'  45" 

2a       »  4'     0"  2'  50'  2'  30"  9'  20" 

3*       »  3'  40"  2'  20''  V  50r'  V  50'' 

Differenza  nella  durata  del  raffreddamento  fra  la  seconda  e  terza  immersione  del  vetro 

nel  mercurio  bollente. 

da  350°  a  250°  da  250°  a  150°  da  150°  a  50°             Totale 

la  Serie  2'  50"                          1'    0"  V  50"  4'  40" 

2a      »  2r  20"  *        1'  50''  0'     0"  V  10" 

3a      »  1'  30"                           1'  10''  0'  50''  3'  30" 

Non  ho  registrato  le  differenze  al  disotto  del  50°,  perchè  la  lentezza 
del  raffreddamento  impediva  di  cogliere  con  precisione  l'istante  in  cui  si 
ristabiliva  l'equilibrio  di  temperatura  del  mercurio  coll'aria  circostante.  Per 
ciò  che  riguarda  i  risultati  ottenuti  nelle  susseguenti  operazioni  questi  non 
furono  registrati  per  la  ragione  che  al  di  la  della  terza  immersione  del 
vetro  nel  mercurio  bollente,  non  ho  più  notato  alcuna  ben  decisa  diffe- 
renza nei  tempi  impiegati  dal  liquido  a  raffreddarsi.  Forse  con  altre  qua- 
lità di  vetro  e  a  diverso  grado  di  tempera  si  verrebbe  a  delle  conclusioni 
alquanto  diverse;  contuttociò  il  principio  generale,  cioè  l'esistenza  nel  vetro 
temperato  di  una  determinata  quantità  di  energia  termica  potenziale,  mi 
sembra  che  possa  dirsi  abbastanza  dimostrata.  Le  differenze  di  quasi  io 
minuti  primi  nel  tempo  del  raffreddamento  sono  tali  che  non  sembrano  po- 
tersi attribuire  ad  errori  di  osservazione.  Né  ad  altra  causa  qualunque, 
tranne  il  calorico  emesso  dal  vetro  nell'atto  che  va  perdendo  la  tempera, 
sembra  potersi  attribuire  la  progressiva  diminuzione  e  la  finale  cessazione 
di  quelle  differenze,  dopo  un  certo  numero  di  riscaldamenti  e  raffredda- 
menti del  mercurio. 
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MÉTHODE  POUR  OBTENIR  LES  INTÉGRALES  ALGÉBR1QUES 

DES  EQUATIONS  DIFFÉRENTIELLES  LINÉAIRES 

DU  SECOND  ORDRE. 

PAR  LE  P.  TH."  PEPIN  S.  J. 


t.  Li 


lorsqu*  une  fonction  est  définie  par  une  équation  difFérentielle,  la  pre- 
mière question  qui  se  présente  au  point  de  vue  the'orique  est  de  savoir  si 
cette  fonction  se  ramène  a  des  fonctions  déja  connues,  ou  bien  si  elle  est 
elle-méme  une  transcendenle  nou velie.  Malgré  les  nombreux  et  remarqua- 
bles  travaux  publiés  dans  ces  derniferes  années  sur  les  équations  différen- 
tielles,  on  ne  counait  encore  aucune  méthode  qui  conduise  avec  certitude 
a  la  solution  de  la  question  énoncée,  lorsque  Tordre  de  l'équation  est  su- 
périeur  au  second.  On  est  plus  avance  pour  les  équations  différentielles 
du  second  ordre  ;  néammoins  les  méthodes  proposees  ont  besoin  d'étre  perfe- 
ctionnées  pour  et  re  pratiques. 

On  peut  étudier  les  modifications  que  subit  une  intégrale  de  l'équation 
proposte,  lorsque  la  variable  circulant  autour  de  l'un  des  póles  de  cette 
equa  ti  on  revient  au  méme  point.  Si  l'intégrale  présente  un  nombre  indéfini 
de  valeurs,  lorsque  la  variable  revient  au  méme  point  en  circulant  indéfini- 
ment  autour  d'un  póle,  c'est-a-dire  autour  du  point  qui  correspond  a  l'une 
des  valeurs,  de  la  variable  qui  rendent  infinie  la  valeur  de  Fun  des  coefficients 

de  l'équation 

d1  y  dr 

T  intégrale  est  nécessairement  transcendante,  et  dans  ce  cas  on  peut  recon- 
naitre  avec  certitude  si  elle  peut,  oui  ou  non,  s'exprimer  au  moyenv  des 
transcendantes  connues.  On  y  parvientk  l'aide  des  théorèmesdus  à  M.  Liou- 
ville,  que  je  citerai  un  peu  plus  bas.  Mais  si  l'intégrale  éludiée  successi ve- 
ment  autour  de  tous  les  póles  de  l'équation,  présente  coustamment  le  cara- 
etère  d'une  fonction  algébrique,  savoir  de  ne  recevoir  qu'un  nombre  limite 
de  déterminations  lorsque  la  variable  revient  au  méme  point,  on  ne  peut 
rien  décider  sur  la  nature  de  cette  intégrale,  a  moius  que  l'équation  ne 
présente  qu'un  seul  póles,  parce  qu'il  faudrait  encore  savoir  si  l'inté- 
grale conserve  le  méme  caractère  pour  tous  les  contours  que  l'on  pfeut 
faire  décrire  a  la  variable.  Cette  étude  n'a  été  faite  encore  que  dans  le 
cas  où  l'équation  ne  présente  que  deux  póles,  sans  compter  celui  qui  cor- 

32 
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respond  a  des  valeurs  in  fi  ni  es  de  la  variable.  M.  Schwarlz,  en  effet,  a  de- 
termina par  cette  méthode  les  differents  cas  où  l'équation  différentielle  ve'- 
rifiée  par  la  sèrie  hypergéométrique  de  Gauss  admet  une  inte'grale  algébrique 
Nous  aurons  a  parler  plus  loia  de  ce  remarquable  travail;  revenons  pour 
le  moment  au  cas  où  l'étude  de  l'integrale  autour  d'un  póle  de  l'équation 
permet  d'affirmer  qu'elle  n'est  pas  algébrique.  Dans  ce  cas,  notre  question 
peut  étre  résolue  par  la  métbode  que  M.  Liouville  a  fait  connaitre  dans 
deux  Mémoires,  dont  l'un  a  pour  objet  la  recberche  des  cas  d'intégrabilité 
de  l'equa  tion  de  Ricca  ti  et  l'autre,  les  intégrales  elliptiques  considérées 
comme  fonctions  du  module. 

2.  M.   Liouville,    aprfes  avoir  rauiené  l'équation  lineai  re  du  second  ordre 

a  la  forme  plus   simple  -y^-t  «=  Pjr,  recberche  les  conditions  nécessaires  pour 

que  cette  èqua  ti  on  définisse  une  fonction  finie  explicite  de  .r,  en  appel- 
lant  ainsi  une  fonction  que  l'on  peut  e  cri  re  au  moyen  d'un  n  ombre  li- 
mite de  signes  algébriques,  exponentiels,  logarithmiques  et  de  signcs  / 
d'integration  indéfinie  relative  a  la  variable  x.  Il  parvient  sur  ce  sujet 
aux  conclusions  suivantes  (Journal  de  M.  Liouville,  t.  IV,  p.   435  et  446): 

d*  r 
I.  Si  l'on  peut  satisfaire  a  l'èqua tion   -j-^  =  Pjr  en  prenant  pour  jr  une 

fonction  finie  explicite  de  oc,  on  peut  toujours  la  vérifier  par  une  valeur 
de  la  forme  jr  «  e/tdx,  t  désignant  une  fonction  algébrique  de  .r,  qui  sa- 
tisfai a  l'équation  —   + 12  »  P. 

IL  Si  l'équation  -—^  «  Yy  n'admct  pas  d'intégrale  algébrique,  l'équation 
irréductible  et  a  coefficients  rationnels  xs  (£,  x)  =*  0,  qui  détermine  l'inté- 
grale algébrique  de  l'équation  —  +  t2  «  P  ne  peut  pas  étre  d'un  degré  su- 

périeur  au  second. 

i         .      (P  r 
III.  Si  1  équation  -r^-  ■*  Yjr  admet    une  intégrale    algébrique,    sans  que 

àt 
l'intégrale  complète  soit  elle-mérae   algébrique  l'équation  j-  + 1%  -  P  s'io- 

tfegre  en  prenant  pour  t  une  fonction  rationnelle  de  x. 

d%  r 
Il  résulte  de  ces  théorèmes  que,  pour  décider  si   l'équation  -7-^   =  Pjr 
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peut  étre  satisfalle  par  une  fonction  furie  esplicite  de  x9  sans  que  son  in- 
tégrale complète  soit  algébrique,  il  suffit  d'examiner  si  l'on  peut  satisfaire 

a  l'équation   —  +  t%  »  P  en  prenant  pour  t  une  fonction  rationnelle  de  xf 

ou  une  fonction  définie  par  une  équation  algebrique  du  second  degré  dont 
les  coefficients  soient  des  fonctions  rationnels.  La  méthode  a  suivre  pour 
résoudre  ce  dernier  problème  est  suffisamment  indiquée  par  M.  Liouville 
dans  les  cas  particuliers  dont  il  s'est  occupa;  c'est  pourquoi  je  ro'atlache 
dans  ce  Mémoire  à  la  recherche  des  integra  les  algébriques. 

3.  Un  premier  pas  vers  la  solution  de  cette  question  difficile  a  été  fait  dans 
un  Mémoire  que  j'ai  public  en  1863  dans  les  Annales  de  Mathématiques  de  Tor- 
tolini.  Les  onze  premiere  théorèmes  de  ce  Mémoire  démontrent  en  effet  l'e- 
xistence  d'une  limite  pour  le  degré  de  l'équation  vérifiée  par  la  derivée  lo- 

garithmique    t  =  —  -^-  de  l'intégrale  cherchée  ;  malheureusement  l'évalu- 

y    ax 

ation  de  cette  limite,  faite  dans  les  derniers  théorèmes,  est  inexacte.    Elle 

a  été  recti Oée  dans  une  note  publiée  en  1877  dans  les  Annales  de  M.   Brio- 

sebi,  ou  je  démontre  que  l'équation -7-   +  £*  =  P,  lorsqu' elle    s'intfegre    sous 

forme  finie,  est  vérifiée  ou  bien  par  une  fonction  rationelle  de  xy  ou  bien 
par  les  racines  d'une  équation  du  second,  du  quatrième,  du  sixième  ou  du 
douziènie  degré,  dont  les  •  coefficients  sont  des  fonctions  rationnelles  de  x. 
Ce  résultat  est  obtenu  comme  conséquence  du  tliéorème   suivant,    relatif  a 

l'équation  linéaire  du  second  ordre: 

d2y 
•Si  V'integrale  generale  de  V équation  -=-4  ■=■  fy  es*  algebrique,  elle  est  de 

vi  A 

la  forme  cy  +  c'y, ,  les  intégrales  particulières  y,  y,  étant  : 

iSbiV  déterminée  par  les  équations  ym  «  A,  y4=  — >  A    et  B    designa nt 

deux  fonctions  rationnelles  de  la  variable  x. 

Soit  des  racines  d'une  équation  trinóme  y*m  +  pf  ym  +  pa  «  0  ; 
Soit  enfin  des  racines  (fune  équation 

yN*  +  Pi  y*""1*  +  P.  y|M,/l  +  .  .  .  +  fti  -  of 
dans  laquelle  N  et  n  sont  pris  dans  Yun  des  trois  sjstèmes:  N  «  4,  p  «  e; 
N  «  e,  fx  »  8  ;  N  =  12,  fi  «=  10. 

En  prenant  comme  variable  auxiliaire  non  plus  la  dérivée  logarithmique 
de  l'intégrale  cherchée,  mais  Je  produit    de  deux    intégrales    particulières, 
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désignées  par  y  et  <p  (jr)  dans  mori  premier  Memoire,  je  suis  parvenu  a  une 
mèthode  vraiment  pratique,  ne  demandant  que  des  calculs  très  siraples, 
ainsi  qu'on  pò  urrà  le  constater  dans  les  nombreuses  applications  que  j'eu 
ferai  dans  ce  Memoire  méme. 

Je  le  divise  en  trois  parties:  dans  la  première  je  reprends  les  resultata 
obtenus  dans  le  Memoire  ci  te'  de  I863y  afin  d'en  simplifier  les  dèmonstrations 
par  J'emploi  de  la  tWorie  dèsormais  classique  des  fonctions  d'une  variable 
imaginaire.  Dans  la  seconde  partle  je  ra'occupe  des  cas  où  l'integration  de 

l'equa tion  du  second  ordre  -r-~  «  P/  s'effectue  au  moyen  des  racines  d'une 

e'quation  du  24me,  du  48me  ou  du  ito""  degré;  j 'ex prime  les  racines  de  cette 
èquation  en  fonction  de  celles  d'une  èqua  tion  résolvante,  qui  est  du  qua- 
trième  degre  pour  l'èquation  du  um*  degrè,  du  troisifcme  pour  l'èqua  tion 
du  48me  degrè,  et  du  sixi&me  pour  celle  du  HO™  degrè..  J'y  donne  aussi 
une  mèthode  facile  pour  former  l'èquation  rèsolvante.  Dans  la  troisième 
partie  j'èludierai  par  la  mèthode  exposèe  l'èquation  diffèrentielle  du  second 
ordre  dont  une  integrale  particulifere  est  dèveloppèe  par  la  sèrie  hypergèo- 
inètrique  de  Gauss;  je  chercherai  les  differente  cas  où  la  fonction  dèvelop- 
pèe  par  cette  sèrie  est  algèbrique,  et  je  formerai  l'èqua  tion  qui  definì  t 
cette  fonction  dans  les  cas  fondamentauz  auxquels  on  peut  ramener  tous 
les  cas  possibles.  Une  partie  de  ce  problime  a  ètè  dèja  rèsolue  par  la  me- 
thode de  representa  tion  gèomètrique  des  fonctions  due  a  Riemman,  dans 
un  Memoire  fort  rema  rq  uà  Me ,  publiè  en  1873  par  M.  Schwartz  dans  le 
Journal  de  M.  Borchard.  L'accord  de  mes  resulta ts  avec  ceux  du  savant 
geometre  allemand  sera  une  vèrification  de  la  mèthode  par  laquelle  je  les 
obtiens. 

PREMIÈRE  PARTIE 

« 

I.   TTiéorèmes  generati jc  sur  F integration  algébrique 
de  V èquation  différentielle  du  second  ordre 

4.  L'èquation  complète  du  second  ordre,  sans  second  membre, 
.  v  <tz  dz 
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se  ramène  a  la  forme  plus  simple  (i),  au  moyeo  des  formules    - 

(b)  M~jrrv*;ip'+t£-q-*. 

D'une  autre  coté  on  sait  ezprimer  l'intégrale  de  l'e'quation  avec  second 
membre  au  moyen  de  celle  de  l'equation  sans  second  raeinbre.  Notre  re- 
cberche  est  donc  plus  generale  qu'elle  ne  le  seroble  au  premier  abord;  car 
elle  donne  le  moyen  d'intégrer  sous  forme  finie  une  équation  lineaire  du 
second  ordre  dans  tous  les  cas  où  les  coefficients  sont  des  fonctions  ration- 
nelles  de  la  variable,  ou  bien  de  décider  que  l'integration  est  impossible 
sous  cette  forme. 

Désignons  par  z%  v  z%  deux  intégrales  particulières  de  l'equation  (a);  en 
éliminant  q  entre  les  deux  équations  vérifiées  par  z  et  zt,  on  obtient  la 
relation 

Z*  dx      Zl  dx      6 

dont  Àbel  s'est  servi  dans  son  Mémoire  sur  quelques  intégrales  définies 
(Oeuvres  d'Abel,  t.  I,  p.  03).  Pour  appliquer  cette  relation  a  l'equation  (i), 
il  faut  poser  p**  0,  ce  qui  réduit  le  second  membre  a  une  constante.  On  a 
donc  entre  deux  intégrales  quelconques  jrlf  jr%  de  l'equa  tion  (i)  la  relation 


M  r  *J  -  *dll  mC 


dx     */i  dx 


On  reconnait  aisément  que  le  premier  membre  de  cette  equation  divise   par 
j\  est  la  dérivée  du  rapport  j%i  jlf  et  l'on  en  déduit,  en  intégrante 


JTx 


/ 


La  constante  G  peut  se  réduire  a  zèro;  mais  cela  ne  peut  avoir  Iieu  que 
dans  le  cas  où  le  rapport  des  deux  intégrales  r»>  Ji  est  Constant.  Lorsque 
l'intégrale  yx  seule  est  déterminée  et  que  ja  désigne  une  autre  intégrale 
quelconque,  les  deux  constantes  de  la  dentière  formule  deviennent  com- 
plètement  arbitraires  et  la  formule 

(*)  7i  -  Ajrt  +  C  *  J  Y\ 

exprime  l'intégrale  complète  de  l'equation  (i). 
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5.  Lorsque  celle  intégrale    est    algébrique,  ainsi  que  nous    le  supposons 

/dx 
—  est  elle  méme  algébrique,  Soit 
fi 
f{x9  y)*=*Q  réquation  irréductible  a  coefficients  rationnels  en  x,  qui  adraet 

comme  racine    l'integrale    particulière  yL,  et    désignons  par  n  son    degré. 

D'après  un  t  lièo  rè  me  démoutré  par  M.   Liouville  dans  son  Mémoire  sus  les 

integra  les  algébriques    des  difFérentielles    algébriques,    l'intégrale    indéfinie 

Jdx 
— -2  est  une  fonction     rationnelle  de  x  et  de  jx  que    fon    peut    mettre 
fi 
sous  la  forme 


(*)  J  -p=«  +  Pji +  ir\  + . . .  +  *7. 


»— i 


en  désignant  par  a,  (3,  ...  A  des  fonctions  rationnelles  de  x.  L'intégrale 
complète  exprimée  par  la  formule  (3)  est  donc  aussi  une  fonction  ration- 
nelle de  x  et  de  jr9  et  par  conséquent  elle  est  detenni nee  par  une  equa- 
tion  irréductible  du  méme  degré  n  que  l'équation  /  (x,  jr)  =  0. 

L'  équation  qui  détermine  l'intégrale  complète  reste  irréductible,  quelles 
que  soient  les  valeurs  particulières  qu'on  attribue  aux  deux  constantes  arbi- 
trai res.  Gar  si  l'ori  pouvait  déterminer  ces  constantes  de  manière  que  IV- 
quation  pùt  s'abaisser  a  un  degré  ri  inférieur  a  n,  nous  prendrions  pour 
intégrale  particulière  jx  une  racine  de  l'équation  de  degré  nf,  de  sorte  que 
l'intégrale  generale  exprimée  par  la  formule  (3)  serait  déterminée  par  une 
équation  du  méme  degré  ri    <   n;  ce  qui  est  impossible. 

6.   Toutes  les    racines    de  l'équation  irréductible  f(x>jr)  =  Q  satisfont  a 

d2r 
l'équation  différentielle -r-^a  =  Pjr,  car,  la  dérivée  seconde  étant  remplacée 

par  sa  valeur  déduite  de  l'équation  /  (jt,j-)  =  o,  on  obtient  la  formule 

/"..  f,  f,  -  *  A  fr  /".,  *  /  V  A  A  +  ^  f?  '  •■ 

dont  le  premier  membre  est  une  fonction  rationnelle  de  x  et  de  jr.  Cette 
équation  étant  vériBée  par  une  racine^ de  l'équation  irréductible  f{xfjr)^o9 
doit  Tètre  également  par  toutes  les  autres;  et  par  conséquent  toutes  les 
racines  de  l'équation  f(x9jr)^o  sont  autant  d'integra  les  particulières.  Cette 
conclusion  du  reste  est  evidente  dans  la  théorie  des  fonctions  d'une  va- 
riable  imaginaire,  puisqu'une  équation  irréductible  du  degré  n  définit  une 
fonction  unique,  susceptible,  en    chaque  point  du    pian,    de   n  determina- 
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tioos  différentes,  qui  se  succèderà  d'une  manière  continue  lorsque  la  va- 
riatile revient  au  méme  point  après  avoir  décrit  diflférents  contours  dans 
le  pian. 

Il  risulte  de  la  que  l'&ruation  /  (x9  jr)  «  o  rentre  dans  la  classe  des  fon- 
ctions  Abéliennes;  car  toutes  ses  racines  e'tant  des  integra  les  particulières 
de  iVquatioa  (i),  sont  des  fonctions  rationnelles  de  Fune  d'entre  elles,  que 
nous  pouvons  exprimer  par  1*  equation  (3),  en  attrìbuant  des  valeurs  con- 
venables  aux  deux    constautes  arbitraires.    Remplagant  alors  l'intégrale  in- 

Jdx 
-j-  par  son  expression  (4)  en  fonctiou  rationnelle  de  x  et  de^, 
J \ 
nous  obtenons  la  formule 

(5)  /a  «  aTx  +  bjx  (a  +  0ri  +  y jr\  +  .  .  .  +  Xjrf-*)  -  9  fa)9 

qui  représente  une  racine  quelconque  de  f(x%jr)  en  fonction  rationnelle  de 
la  racine  jrx.  L'e'quation  f  (Xijr)  —  0  étant  irréductible,  on  peut  tracer  dans 
le  pian  un  contour  tei  que  si  la  variable  revient  au  méme  point  après 
avoir  dee  ri  t  ce  con  tour,  l'integrale  jrt  variant  d'une  manière  continue  avec 
la  variable  se  change  en  6  (7-,);  si  la  variable  décrit  encore  une  fois  ce 
contour  0  fa)  se  change  en  9  (Qjrx)  «  flf  (yx)  en  désignant  ainsi  le  resultat 
de  la  substitution  de  0  fa)  a  yt  dans  la  fonction  rationnelle,  designée  par 
6  {yk).  Géne'ralement,  si  l'on  d&igne  par  flm  fa  le  resultat  obtenu  en  effec- 
tuant  sur  6m~L  fa  l'ensemble  d  operations  algébriques  rationnelles,  desi- 
gn ées  par  0,  tous  les  termes  de  la  suite 

1  Ja  >  *  fa),  *  fa)>  0^4)1  •  •  •  *"  (Ti)*  •  •  • 

sont  les  ddterminations  que  re£OÌt  successivement  la  fonction  jrk ,  en  va- 
riant d'une  manière  coutinue  avec  la  variable  inddpendante,  lorsque  celle-ci 
circule  indefiniment  sur  le  contour  considera,  en  revenant  toujours  au 
méme  point.  Tous  les  termes  de  la  suite  I  sont  donc  autant  de  racines 
de  lVquation  f  (x9  jr)  «  0.  Cesi  du  reste  ce  qu'on  démontre  aisement,  sans 
recourir  aux  valeurs  imaginaires  de  la  variable,  en  s'appuyant  sur  ce  fait 
qu'aucune  équatiou  algébrique  ne  peut  avoir  une  racine  commune  avec  une 
èqua  ti  on  irréductible,  sans  étre  vrfrifiée  également  par  toutes  les  racines  de 
cette  dernière  équation.  Nous  supposons,  bien  entendu,  que  les  deux  equa- 
tions  ont  leurs  coefficients  rationnels. 

7.  La  suite  I  est  inde'finie,  et  tous  ses  termes  sont  autant    de    deterrai- 


■ 
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nations  d'une  méme  fonction  y  en  un  méme  point  du  pian,  ou,  si  Ton 
veut,  ce  sont  autant  de  racines  de  f  (x9y)  =»0  pour  une  méme  valeur  de  x. 
Gomme  le  nombre  de  ces  de'terminations  ou  de  ces  racines  ne  peut  pas 
surpasser  n9  la  suite  ylf  0  (^4)9  0*  (y,), .  ••  ne  peut  pas  renfermer  plus 
de  n  termes  distincts.  Soit  &*  (rt)  le  premier  terme  de  la  suite  1  qui  se 
reproduise    et  0IRMfiK  (/t)    le  premier    terme    qui   lui    soit    égale.    On   aura 

fiF+/l  (Ti)  -  **  (  ?"  (Ti)  )  -  *"  (rt)«  H  risulte  de  cette  formule  que  l'équation 
algébrique  rationnelle  B*  (y)  **y  est  vérifiee  par  la  racine  /  =  fl**  (pj  de  l'é- 
quation  irréductible  /  (x,y)  -  0;  elle  est  donc  venfiée  par  toutes  les  autres 
racines,  et  en  particulier  par  la  racine  ygf  de  sorte  que  Fon  a  6fl  (yA)  **yc 
Ainsi  le  premier  terme  yL  de  la  suite  I  est  aussi  le  premier  qui  se  repro- 
duise j  tous  les  termes,  9  (r4)t  **  (yk)  i .  .  .  0**"1  fo)  sont  intfgaux,  et  se  re- 
produisent  périodiquement  dans  la  suite  I. 

Le  nombre  p  est  diviseur  du  degré  n  de  lVquation  f(x9  y)<=*0}  car  on 
pourra  former  un  tableau 

/a.  '(/.).  '(ra)#---  «^'(TiK 


renfertnant  toutes  les  racines  de  cette  tfquation.  Or,  si  Ton  évi  te  de  repro- 
duire  deux  fois  la  méme  ligne,  tous  les  termes  de  ce  tableau  sont  des 
racines  distinctes  de  /  (x,  y),  pourvu  que  le  premier  terme  de  chaque  ligne 
soit  une  racine.  En  effet,  tous  les  termes  d'une  méme  ligne  sont  inégaux, 
car  s'il  existait  un  exposant  /  inférieur  a  /ut  et  satisfaisant  a  la  condition 
6'  (ji)  =  Yi ,  cette  équation  rationnelle  en  x  et  en  yé  étant  verifiée  par  une 
racine  yt  de  /  (x9-y)9  le  serait  aussi  bien  par  yt ,  contrairement  a  l'hypo- 
thèse.  D'ailleurs  deux  lignes  ne  peuvent  avoir  une  terme  commun  sans  étre 
identiques,  a  l'ordre  prèsj  car  si  lon  suppose  ti  {y%)  =  ^(yx)  on  a  evidem- 
ment  Of"mi(tfjrJ  -**"' fifi)*  ei  par  conséquent 

"  (r J  -\T.  -  •"  (ri)» 

/,  désignant  le  re'sidu  minimum  de  p-i  +  /  suivant  le  module  /*.  La  seconde 
ligne  serait  donc  la  reproduction  de  la  première,  contrairement  a  l'hypo- 
thèse.  Ainsi  le  tableau  précédeut  renferme  les  n  racines  de  f(x*y)*  et  il 
ne  renferme  chacune  d'ellcs  qu'une  seule  fois;  le  nombre  n  est  donc  e'gal  au 
produit  m\i. 
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8.  Les  proprietés  que  nous  venons  de  rappeler  sont  communes  a  toutes 
les  e'quations  Abéliennes;  celles  dont  nous  allons  nous  occuper  sont  parti- 
culières  aux  óquations  algébriques,  dont  les  racines  satisfont  a  une  èqua* 
tion  différentielle    luréaire  du    second  ordre.  Si  le  rapport  des  deux    inté- 

d%  r 
grales  jry  Q(j)  de  l'équation  —^  **Vjr  n'est  pas  Constant,  toutes  les   inte- 
grata particuliferes  de  cette  équation  sont  des  fonctions  linéaires  de   jr  et 
0(y)i  de  plus  les  deux  intégrales  j  et  0(y)  satisfont  a  l'équation  (2),  sans 
que  la  constante  e  se  réduise  a  zèro,  de  sorte  que  nous  pouvons  poser 

Si  la  variable  décrit  un  contour  C  par  lequel  y  soit  rempiacé  par  yx ,  l'in- 
tégrale 6  (y)  est  reraplacée  par  0  (/,),  et  comrae  les  deux  nouvelies  inté- 
grales  sont  des, fonctions  linéaires  des  deux  premières,  on  a 


(*) 


tyi  -  zr  +  *&> 


a,  (3,  y,  d  désignant  quatre  constantes.  LVquation  (a),  qui  ne  cesse  pas  d'étre 
vérifiee,  tandis  que  y  varie  d'une  manière  continue  ayec  a?,  devient 

Or  la  substitution  (b)  effectuée  dans  cette  formule  donne 


--«[,£-*•£]-*.. 


( 

puis  ce  résultat  compare  ayec  Téquation  (a)  conduit  a  la  relation 

(e)  ad  -  Py  =  i. 

Dans  le  cas  particulier  où  yx  =  9%  ce  qui  suppose  que  y  et  Oy  soient 
deux  racines  de  l'équation  /  (x,y)  «  0,  la  substitution  (b)  devient 

et  par conséquent  on  a  a»of  (3  =  1  et  l'on  déduit  de  lVquation  (e)y--i, 
le  coefficient  8  restant  indéterminé  La  deuxième  équation  (b)  donne  alors  la 
relation 

33 
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&  y  —  toy  +  p  -  o. 

Cette  relation  ne  cesse  pas  de  subsister,  lorsque,  la  variable  circulant  sur 
le  contour  C  par  lequel  y  se  transforme  en  9/,  cette  fonction  y  devient 
successi v e ment,  au  raérae  point  du  pian,  Oy,  Q2y>  .  .  O^y,  de  sorte  que  Fon 
a  pour  une  valeur  entière  quelconque  de  m 

Théorème  I.  Les  termes  de  la  suite  I,  savoir  yiy  6jl9  Bxyx  ,  .  . .  0myl  ..  . 
en  lesquels  se  change  successivement  V integrale  y, ,  lorsque  la  variable 
revient  au  mime  point ,  après  avoir  décrit  un  contour  C,  forment  une 
serie  récurrentey  dont  l'échelle  de  relation  est  i,-£,  i. 

9.  Remplagons  <J  par  h  et  cherchons  la  solution  generale  de  l'equa  ti  on 
aux  diflférences  finies 

(A)  X. -«[„>_.  i-X^-o. 

Les  puissances  pm  et  p~m  des  deux  racines  p  et  p~4  de  l'équation 
(7)  pa  -  Ap  +  1  «  0, 

sont  évidemment  deux  solutions  particulières,  et  cornine  leur  rapport  p*~ 
est  une  fonction  de  mf  la  solution  generale  est  donnée  par  la  formule 

Xm  =*  A  pm  +  Bp-"\ 

A  et  B  designant  deux  quantità  indépendantes  de  m.  On  en  déduira  la 
solution  tT  (r)  en  déterminant  les  deux  constantes  A  et  B  de  manière  a  vé- 
nder les  deux  équations 

y  =»  A  +  B,     fiy  «  Ap  +  Bp~\ 

c*est-a-dire  en  prenant 

a  -  fr^'r   r  _    *r-yp.r 

A    «■ ■      y      D    ■•  —  ■■■■        ,» 

p  _  p-  p  _  p 

« 

La  subslitution  de  ces  expressions  de  A  et  de  B  dans  la  formule 
6my  »  Apm  +  Bp"m  donne  Téquation 

(B)  (Ty  *Pm0y-  P^^ 

dans  laquelle  nous  posons,  pour  abréger» 
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P     =P    "P      . 

Ces  relation s,  ainsi  que  le  théorfeme  précédent,  ont  lieu  quelle  que  soit  la 
nature  de  l'intégrale  y.  Dans  le  cas  particulier  où  cette  intégrale  est  al- 
gébrique,  de  fi  ni  e  par  une  equation  /(or,  jr)=*Q  du  ram*  degré  en  y9  nous 
avons  vu  que  la  sulte  y,  Oy,  0*y,  ...  ne  renferme  qu'un  nombre  limite  fi 
de  termes  distincts,  le  nombre  (i  étant  un  diviseur  du  nombre  n.  Corame 
le  nombre  pi  satisfait  k  la  conditiou  Cy  =*y,  si  Ton  fait  m»fx  dans  la 
formule   B,  on  en  déduit  la  relation 

(p  -  r1)  r  -  (p"  -  r*)  «r  -  (p""1  -  p-'+V* 

qui  doit  se  réduire  a  une  identità,  puisque  nous  supposons  que  le  rap- 
port  des  deux  inte'grales  y,  Oy  n'est  pas  Constant.  Ou  a  donc  les  deux 
équations 

p^-p-^o     et     p**"1  -  p-**1  «  -  p  +  p-1, 

dont  la  première  donne  p*=»dbi,  et  la  seconde,  couséquemment,  p*  =  i.  De 
plus  p  doit  è  tre  une  racine  primitive  de  l'équation  {/*  -  1,  car  si  p  satisfai- 
sait  a  une  equation  de  degré  moindre  p'ai,  en  faisant  m  =  /  dans  lVqua- 
tion (B)  on  trouverait  0*y=*y  et  par  conséquent  le  nombre  des  termes  dis- 
tincts de  la  suite  y,  Oy,  0*y,...  serait  i  <  fx,  contrairement  k  rhypothfesc. 
Trois  termes  consécutifs  de  la  suite  y,  Oy,  0*y,...  sont  liés  entre  eux 
par  la  relation 

(8)  0my  -  (p  +  p-1)  0W-'  j  +  em-a^  «  o, 

«e  qui  nous  donne  le  théorème  suiyant,  qui  est  le  cinquième  de  mon  Mé- 
moire  de  18(53: 

TflÉORÉME  IL  Soit  f  (/)<=*  Q  une    equation  algébrique    irréductible,  dont 

d'y 
les  racines  satisfont  à  V  equation  j~  «  Py;    so/enf  y,  0y    deux   racines 

de  cette  equation  dont  le  rapport  ne  soit  pas  Constant,  et  p  le  nombre 
des  termes  distincts  de  la  suite  y,  0y,  0ay,...  ;  les  termes  de  cette  suite 
forment  une  serie  re'currente  périodique,  dont  V  échelle  de  relation  est 
i,-(p  +  p""1),  \,  et  le  degré  /*  de  V equation  p^«  f,  rfon*  p  e$£  wne  racine 
primitive,  est  diviseur  du  degré  n  de  f  (y). 

io.   Nous  appellerons  degré  du  contour  C   le  nombre  p  des  termes  dis- 
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tiucts  jrf  6jr9  (fy, . . .    qui  se  suceèdent  indéfiniment  quand  la  variable    cir- 

cule  sur  ce  contour,  en  revenant  au    méme  point.  Nous  justifierons    plus 

loin  cette  dénomination    en  démontrant    que    ce  degré  est  le  méme    pour 

dxr 
toutes  les  intégrales  de  l' équation  -r^a  «  Yjr. 

Le  théorème  précédent  conduit  a  un  théorème  fondamental  dans  la  théo- 
rie  des  équations  différentielles  linéaires,  savoir  qu'il  existe  toujours  un 
nombre  d'inte'grales  particulières,  e'gal  au  nombre  qui  exprime  l'ordre  de 
réquation,  lesquelles  se  changent  en  elles-mémes  multipliees  par  des  fac- 
teurs  constante,  quand  la  variable  decrit  le  con  tour  C.  Pour  nous  borner 
au  second  ordre,  considérons   les   intégrales 

t(r)-*(r)--r,    *(r)-e(r)-p.r- 

P 

Lorsque  la  variable  revient  au  méme  point,  après  avoir  decrit  le  contour 
C,  et  que  l'intégrale  /  est  remplacée  par  Oy,  les  intégrales  considérées  sont 
remplacées  par  les  suivantes 

*  (!r)  -  *a  (7)  -  -  *r-p  [t-iiÌ-pUtU 

p  L       p    J 

«(•r)-»>-p«r-  i  ['.r-er  ]- J  «W- 

p  j    p 

Les  deux    facteurs    constante  p  et  -  sont  les  deux  racines  de  l'e'quation 

P 

(7)  p*-Ap  +  «   -  0, 

que  nous  pouvons  appeler  l'équation  determinante  du  contour  C,  parce 
qu'elle  determine  la  loi  suivant  laquelle  les  intégrales  se  suceèdent  quand 
la  variable  decrit  ce  contour. 

Puisque  l'intégrale  £  est  une  fonction  rationnelle  de  jr  et  de  x,  elle 
est  détérminée  par  une  équation  algébrique  du  méme  degré  n  que  l'èqua- 
tion  /  (^)»0.  Mais  comme  cette  équation  doit  étre  vérifiée  par  les.pt  termes 
distinets  de  la  suite  E,  pi,  pf£>...  qui  se  suceèdent  indéfiniment  lorsque  la 
variable  revient  au  méme  point,  après  avoir  decrit  le  contour  C,  les  coef- 
ficients  des  puissances  de  £,  dont  les  exposants  ne  sont  pas  des  multiples 
de  p,  sont  nuls,  de  sorte  que,  si  l'on  pose  n  =  Nfx,  l'équation  est  de  la 
forme  suivante 

F  (5)  «  ?<>  +  Pl  $<"-»*  +  p>  $<"-»>*  + +  Pn  «  o. 
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Eu  effet,  posons 

ax  f  a%9  .  .  .  am9  .  .  .  désignant  des  fonctions  rationnelles  de  x.  Lorsque 
la  variable  décrit  le  contour  C,  l'intégrale  l  est  remplacée  par  p  I,  de  sorte 
que  Ton  a  simultanément  F  (£)  «  0,  F  (p  I)  -  o  et  par  conséquent,  puisque  p"  »  i, 

F  (p  l)  -  F (Q-a, (prt-I~i)£n-I*<ia  (pn-a-i)ln-a-f  ...  +  am(pw-w-.|)^-m  +  ...«a. 

Cette  équation  devant  étre  vérifiée  par  les  n  racines  de  l'équation  irré- 
ductible  F  (l)  «  0,  quoiqu'elle  ne  soit  que  du  degré  n  - 1,  se  réduit  a  une 
identité,  de  sorte  que  Ton  a  am  (p"""""*  -  t)  «  o  pour  toutes  les  valeurs  de  m, 
depuis  m  =  i  jusqu'a  m « rc -  i.  Or  le  facteur  pn~m -i«  pH^*"w -i  ne  s'an- 
nule  que  pour  les  valeurs  de  m  divisibles  par  fi,  puisque  p  est  une  ra- 
cine  primitive  de  l'équation  p*»!.  Le  facteur  am  doit  donc  s'annuler 
pour  toutes  les  valeurs  de  m  qui  ne  sont  pas  divisibles  par  p.  L'équa- 
tion  F  (?)  ss  o  a  donc  la  forme  énoncée. 

il.  L'intégrale  (,  qui  se  change  en  -  £  lorsque  £  se  change  en   p£,  vé- 

rifie  aussi  une  équation  de  méme  forme.  Dfes  a  présent  nous  désignerons 
par  y  l'intégrale  l  et  par  <f  (jr)  l'intégrale  K-  Puisque  cette  dernifere  inté- 
grale se  change  en  elle-méme  multipliée  par  -  lorsque  /  se  change  en  pjr, 

P 

on  aura  la  relation  ^  (p  y)  «  -  $  (j),  d'où  nous  allons  déduire  la  forme  par- 

P 
ticulifere  de  la  fonction  <[*  (/)•  Posons 

eu  désignant  par  a0 ,  ax  ,  a* ,  .  ...  des  fonctions  rationnelles  de  .r;  telle 
est  en  effet  la  forme  le  plus  generale  d'une  fonction  rationnelle    de  a:  et 

de  jr.  La  relation  $  (fj)  —  +  (/)  -  °  devient  alors 

P 

et  corame  elle  est  vérifiée  par  une  racine  y  d'une  équation  irréductible  du 
nième  Jegr^^  tandis  qu'elle  n'est  que  du  degré  n  - 1,  elle  doit  se  réduire  a 
une  identité.    Pour    cela  il    faut  que  le  coefficient    am   s'évanouisse    pour 


d*  y 

Théoréme  III.  Soient  y,  Oy  deux  intégrales  de  V  équation  -j-£   =  yf  sa- 
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toutes  les  valeurs  de  l'indice  m  qui  ne  vérifient  pas  la  condition  pm+l  =  if 
c'est-a-dire  pour  tontes  les  valeurs  de  m  qui  ne  sont  pas  de  la  forme  i/x  -  4. 
On  a  donc,  eri  posant  n  =*  N/x,  et  en  désignant  par  a,  |3,  y,...  des  fonctions 
ralionnelles  de  a:, 

Si  Fon  excepte  le  cas  où  p  «p  *,  les  deux  intégrales  y  ei  ^  (/)  n'ont  pas 
un  rapport  Constant,  de  sorte  que  nous  pouvons  les  prendre  pour  sy stèrne 
fondamental;  toutes  les  autres  intégrales  et  conséquemment  toutes  les  ra- 
cines  de  l'équation  F  (/)  =  0  sont  des  fonctions  linéaires  de  ces  deux 
intégrales. 

En  réunissant  les  résultats  obtenus  dans  ce  n°  et  dans  le  précédente  nous 
obtenons  les  deux  théorèmes  suivants,  qui  sont  respectivement  le  6m€  et  le 
7me  du  Mémoire  cité  de  1863: 

d= 
dx* 

tisfaisant  à  une  ménte  équation  algébrique  irréductible  du  nme  degré',  soit  /* 
le  nombre  des  termes  distincts  de  la  suite  y,  0y,  0ay,  ...  ;  on  peut  tou- 
jours  former  une  équation  du  ménte  degré  n  par  rapport  à  y  et  à  coef- 
ficients  rationnels  en  x,  doni  toutes  les  racines  satisfont  à  C équation 
différentielle  proposéè,  et  dans  laquelle  les  exposant  de  y  sont  tous  mul- 
tiples  du  nombre  p. 

Cette  équation,  que  nous  désignons  par  (D),  sera  de  la  forme  sui  vari  te: 

(D)         F(^)  =  f'+pif"-1*  +  ....+^  =  0. 

Théoréme  IV.    Si  Von   désigne  par  0(y)  une  racine  de   V  équation  (D), 
qui  nait  pas  avec  y  un  rapport  constante  on  peut  poser 

9  (y)  «  ày  +  b  *  (y), 

a  et  b  désignant  deux  constantes,  <p  (y)  un  poljrnóme  du  degré  n  -  i ,  doni 
tous  les  coeffcients  sont  des  fonctions  rationnelles  de  x,  et  dans  lequel 
les  exposant s  de  y  sont  tous  de  la  forme  i  p  - 1 ,  i  étant  un  nombre  entier. 

II.   Relation s  entre  les  équations  déterminantes  des  divers  contours 

que  la  variable  peut  décrire  dans  le  pian. 

a.  On  sait  que  la  loi  suivant  laquelle  se  succ&dent  les  diverses  detenni- 
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nations  que  re$oit  urne  fonction,  lorsque  la  variable  revient  au  méme  point, 

après  avoir  décrit  un  contour  ferme,  reste  invariable  tant  que  le  contour, 

en  se  déformant,  ne  franchit  aucun    des  póles  ou  des  points  critiques  de 

la  fonction.   Il  risulte  de  la  que  l'équation  determinante  d'un  contour,  re- 

d2r 
lativement  à  une  intégrale  de    l'équation  -rj4  "■  fy*  ne  dépend  que  des  póles 

de  la  fonction  P,  renfermés  dans  ce  contour.  Elle  ne  dépend  pas  non 
plus  du  choix  de  l'intégrale  j\  En  effet  désignons  par^j  et  ty  (fi)  les  deux 
intégrales  considérées  dans  le  n?  précédent,  lesquelles  se   cbangent  respec- 

i 

tivement    en    p/,  et  -  ^  (/,)  lorsque  la  variable  revient    au    méme  point, 

après  avoir  décrit  le  contour  C.  Si  l'on  désigne  par  A,  B  deux  constantes 
arbitraires,  l'intégrale  generale  sera 

j  »  kjrk  +  B  ty  fa). 

Désignons  par  <p  (/),  y2  (jr)  ...  les  fonctions  qui  se  substituent  a  l'intégrale 
jr  lorsque  la  variable  décrit  nne  fois,  deux  fois.  .  .  le  contour  C.  Nous 
aurons  les  trois  relations 

jr  =  kjrt  +  B  ^  fa), 

?  (r)  -  k?ji +  B  p"1  ♦  tri)> 
^{^«Ap^.^Bp-^ir,), 

d  où,  par  l'élimination  des  constantes  A  et  B,  nous  déduirons  la  formule 


?*  (r)-(p+  J)»W- 


où  p  désigne  celle    des    racines    de    l'équation  p*  =*  i  par    laquelle    1  inté- 
grale  yx  est  multipliée,  lorsque  la  variable  décrit  le  contour  C.  Donc 

Théorèue  V.  <&équation  determinante 

(7)         p*  -  hp  +  t  «  o 

est    indépendante    de    la    détermination    des    deux  constantes  A  et  B; 
elle  reste  la  méme  pour  toutes  les  intégrales  particulières  de  Téquation 
proposee.  Le  nombre  fi  des  termes  distincts  de  la  suite  y,  <f  (y),  ?a(y)«... 
reste  donc  le  méme  pour  toutes  les  déterminations  possibìes  des  constantes 
arbitraires  y  de  sorte  que  nous  pouvons  Cappeler  le  degré  du  contour  C. 
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13.  Nous  désignerons  par  mC  un  contour  multiple,  forme  du  contour  C 
décrit  m  fois  de  suite.  L'équation  determinante,  relative  au  contour  mC  se 
déduit  aisément  de  celle  du  contour  C.  Soit  en  effet  Ojr  l'intégrale  qui  se 
substitue  a  y  lorsque  la  variable  décrit  le  contour  C  ;  lorsque  celle-ci  dé- 
crit  i  fois  de  suite  le  contour  mC,  l'intégrale  y  se  cbange  en  &*1  jr. 

Or  entre  trois  termes  consécutifs  de  la  suite  y,  ^Hyì  92m  y,  ...  on  a  la 
relation 

A"»  y  _  (p«  +  p-*)  6{i~t)m  +  e{i"2}my  «  o; 
car  la  formule  B  du  n?  8  donne  les  équations 

d'où,  en  éliminant  flr  et  en  réduisant  au  moyen  de  la  formule  Pm  =  p       p   t, 

P  -  P 

on  déduit 

(io)  *8*r  =  (p"+  L^  <r7-7. 

Cette  relation  ne  cesse  pas  d'étre  vraie  lorsque  la  variable  decrit  i  -  a  fois 
le  contour  roC,  ce  qui  change  y  en  6(<-a)m  f  et  donne  la  formule  énon- 
cée.  Àinsi 

Théoréme  VI.  Les  deux  racines  de  Véquation  determinante  du  contour  mC 
sont  les  mmes  puissances  des  deux  racines  de  Véquation  determinante  du 
contour  C. 

a 

Corollaire.  Le  degré  du  contour  mC  est  -»  co  design  ant  le  plus  grand 

diviseur  commun  des  deux  nombres  m  et  /x. 

14.  Continuant  a  designer  par  C  un  contour  par  lequel  l'integrale  y  est 
changée  en  py,  nous  allons  considérer  un  autre  contour  C  par  lequel /se 
change  en  By^  0  (y)  désignant  une  racine  de  l'équation  F  {yM)  «  o,  dont  le 
rapport  avec  y  ne  soit  pas  Constant.  Un  tei  contour  existe  ne  ce  ss  ai  reme  nt 
toutes  les  fois  que  l'équation  F  {y*)  =  o  ne  se  reduit  pas  a  une  équation 
binóme.  Or  en  désignant  par  m  le  degré  de  ce  contour  et  par  B  le  coef- 
ficient  de  son  e'quation  determinante,  on  a  (n°  o) 

o2y-B0y+y~o,     B  =  {3*(3-, 
et  (3  est  une  racine  primitive  de  l'équation  xm  <=  i. 
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Soit  C  +  i'C  un  coQtour  compose,  que  la  va  ri  a  bl  e  décrit  en  parcourant 
d'abord  une  fois  le  contour  C,  puis  *  fois  le  contour  G.  Si  nous  re  prése  n- 
tons  par  mi  le  degré  de  ce  contour  et  par  B,  le  coefficient  de  son  équa- 
tion  determinante,  nous  aurons  de  méme 

P,  étant  une  racine  primitive  de  1  *  equa  tion  binóme  xmi  »  t  ;  car  lorsque  la 
variable  décrit  le  contour  C\y  se  (cliange  en  Bj9  puis  y  se  multipliant  i 
fois  de  suite  par  p  tandis  que  la  variable  décrit  i  fois  le  contour  C,  on  a 
Op'yi  si  la  variable  décrit  de  nouveau  le  con  tour  C  +  iC,^  se  eh  a  n  gè  de 
nouveau  en  Bp'y,  de  sorte  que  Fon  a  Bp'fipfy)  =  (Qp')*y  ;  enfin  en  appliquant 
a  la  suite  r>  0p'y9  ftp')*?*  (Op')ly>  •  •  •  Ics  résultats  obtenus  pour  la  suite 
semblable  y.  8y,  B%yì .  • .  on  obtient  les  équations  énoncées. 

Nous  allons  exprimer  ces  diverses  racines  de  F  (y*1)  en  fonction  des  deux 
integra  les  fondamentales  jr  et  ^  (y).  Posons  d'abord  (tli.  IV) 

(a)  fl(r)-«r  +  *  +  (r)- 

Lorsque  la  variable  revient  au  méme  point,  après  avoir  dee  ri  1 1  fois  le  con- 
tour C,  y  et  ty  iy)  sont  reniplacés  respectivement  par  p*y  et  p""*  ty  (y)>  et 
Bj  par 

(b)  Bp'y  -  ap'r  +  b  p-'$  (r). 

Les  deux  fonctions  By,  Bplj  satisfont  aux  deux  équations 

(e)  e*  (r)  -  B^  -7, 

Enfin  si  nous  faisons  décrire  à  la  variable  le  contour  C  par  lequel  By 
se  substitue  a  jr,  l'intégrale  ty  (j)  devient  tp  (By)ì  de  sorte  que  Fon  peut  poser 

*!r  -**r+*+(?r)- 

L'élimination  de  0a^,  <J/  (6y)>  Bjr  entre  ces  deux  équations  et  les  équations 
(a)  et  (e)  donne  entre  ^  et  ^  (y)  là  relation 

(Ba  -  i  )  y  +  B6  4p  (p)  «  (a  *  +  bc)  y  +  (a  +  rf)  t  f  (tf, 

qui  doit  se  réduire  a  une  identité,  puisque  le  rapport  A  (j)  :  jk  n'est  pas 
Constant.  On  a  donc 

Ba  =  a*  +  ftc  +  i,    B  =  a  +  rf. 

34 
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Eri  substituant  dans  la  première  equation  la  valeur  de  B  exprimée  par  la 
deuxièrae,  on  trouve  entre  les  coefficients  a,  b>  e,  d  la  relation 

ad-bc*=  i, 

que  Toa  peut  de'duire  imm&Uatement  de  l'èqua  ti  on  (e).  Donc 

Théoréme  VII.  Si  nous  designons  par  B  le  coeffteient  de  t  equation 
determinante  du  contour  C  et  par  a,  b,  e,  d,  les  coefficients  de  la  substi- 
tution  linéaire 

fy~*r  +  ty>   4»  (?r)  «  cj  +  d$ 

qui,  pour  le  système  fondamenta!  y,  <|s  correspond  au  contour  C\  le  dé- 
terminant  de  cette  substitutìon  est  égal  ài,  et  la  somme  a  +  d  des  deux 
coefficients  extrèmes  est  egale  à  B. 

Si  Fon  remplace  le  contour  C  par  O  +  iC,  il  faut  remplacer  a,byc,d 
et  B  par  ap',  èp"""*,  cp1,  df~*  et  B,  de  sorte  que  Ton  a 

(li)  B,  -  ap*  +  rfp"^,  B  «  a  +  rf, 

d'où  Yon  déduit,  par  l'éiimination  de  rf,  la  formule 

(E)  a^^p^-B.-p-B, 

qui  exprime  le  8™0  théoréme  de  mon  premier  Me  moire,  savoir 

Théoréme  Vili.  Dans  la  formule  0y  =•  ay  +  b  ty  (j),  ^itt  pe^  representer 
toutes  les  racines  de  t equation  F  (y*)  «  o,  aw  mojren  de  valeurs  convena- 
blesj  attribuees  aux  deux  constantes  a  et  b,  on  a  toufours 

(*•;  *■■ < — n 

p  -p 

@  et  (3|  de'signant  deux  racines  de  l'unite  teltes  que  Von  ait 

15.  La  formnle  B4  =  ap*  +  bp~*  conduit  a  des  relations  linéaires  impor- 
tantes  entre  les  coefficients  B/A  En  ajoutant  B,  et  B,^  on  trouve 

W  B,  +  B,^ (a  +  6)  (p'  +  p-*)-(p4  +  p~0  B- 

De  raéme  si  l*on  combine  par  addition  les  resultate  qu'on  obtient  en  fai* 
sant  i  =  0,  i  «  2,  on  trouve 

tf)  Ba  +  B  -  (p  +  p-«)  (ap  +  rfp-«)  «  (p  +  p-«)  Bt. 
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C'est  au  moyen  de  ces  relati ons  que  j'ai  démoutré  dans  mon  premier 
Mémoire  que  le  nombre  p  ne  peut  pas  étre  supérieur  a  12  sans  que  l'd- 
quation  F^)  =  o  se  réduise  k  une  équation  binóme  ou  a  une  e'quation 
trinóme.  Pour  le  moment    nous  eu  déduirons  cette  conséquence    que,  si  p. 

a  la  plus  grande  valèur  possible  relativement  a  l'èqua  tion  proposte  -f^  P/, 

U%Ae 

ce  nombre  est  nécessairement  supérieur  a  4,  a  moins  que  les  racines  de 
F  (yf)  ne  soient  toutes  comprises  dans  les  deux  formules  p'y,  pty  (y). 

D'abord  ou  ne  peut  pas  supposer  que  le  degré  m  d'un  contour  par  le- 
quel  y  se  change  en  une  autre  racine  6  (y)  dont  le  rapport  avec  y  ne  soit 
pas  constanti  se  réduise  k  2.  Car  si  dans  la  formule  0*y  -  ({3  +  /3"1)  Oy  +y  =  0, 
on  avait  0*y=*y  et  |3«-i,  comme  cela  aurait  lieu  si  m  était  égal  a  a,  on 
en  déduirait  Oy  =  -  yy  contrairement  a  l'hypothfese.  Le  nombre  p  n'est  donc 
pas  égal  a  2,  a  moins  que  Ton  n'ait  F  (y*1)  =>y*  +px  =  0. 

On  ne  peut  pas  supposer  non  plus  fi  «  3.  Car  si  le  nombre  p,  en  satis- 
faisant  a  la  condition  énoncée  de  maximum,  se  réduisait  k  3,  les  degre's 
des  divers  contours  que  l'on  peut  considerar  dans  le  pian  auraient  le  nom- 
bre 3  comme  valeur  maximum.  Si  toutes  les  racines  de  F(^")  ne  sont  pas 
comprises  dans  la  formule  pV,  il  existe  un  contour  par  1  equel  ^  se  change 
en  une  racine  Oy  dont  le  rapport  avec  y  n9est  pas  Constant.  Le  degré1 m 
de  ce  con  tour  est  nécessairement  supérieur  a  2,  d'après  notre  première  con- 

clusion,  et  il  ne  peut  pas   surpasser  s;   on   a   donc  m  =  3,  B  =  p  +  -«  —  i; 

de  sorte  que  l'équation  (j3)  devient  Ba  -  1  =  -  B,  j  elle  est  évidemment  im- 
possible  si  Bj  et  Ba  sont  égaux  a  - 1  ;  d'ailleurs  si  l'on  suppose  l'un  de 
ces  nombres  différent  de  — i,  on  ne  peut  lui  attrìbuer  que  la  valeur 
-  2  ou  la  valeur  ?•  Dans  le  premier  cas  on  aurait  0  (p'y)  »  -  j*;  dans 
le  second,  6(piy)  «  y,  de  sorte  qu'on  aurait  en  méme  temps  Biy)  **ay  +  bty  (j), 
0{p'y)  =  atfy  +  bfT*  ^  (y)  «  ^yì  sans  que  b  s'évanouisse,  ce  qui  est  impossible. 

Le  nombre  fi  ne  peut  donc  pas  étre  infe'rieur  a  4.  Si  fi  «4,  on  déduit 
de  la  formule  "(a)  en  faisant  i  =  i  et  en  remarquant  que  p2  =  -i,  Bf  +  B3-=o. 

Comme  les  coefficients  B  ne  peuvent  avoir  que  les  valeurs  2,-2,-1 
et  0,  que  d'ai  1  leu rs  en  supposant  que  B  corresponde  a  un  contour  d'un 
degré  supérieur  a  2,  B,  et  Bs  ne  peuvent  avoir  aucune  des  deux  valeurs 
2,  -  2,  on  doit  nécessairement  faire  évanouir  Bx  et  Ba.  On  conclut  dfes  lors 
de  la  formule  ((3)  Ba  -+-  B  =>  0,  et  enfia  B  =  0.  Si  donc  6(y)  désigne  une  ra- 
cine de  F  (y*1)  dont  le  rapport  avec  y  ne  soit  pas  Constant,  et  que  l'on  pose 
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e(r)  -  ax  +  b  +(r)» 

on  deduit  de  la  formule  (E),  en  y  faisant  i  =  l,  que  a  =  o,  cest-k-dire  que 
tonte  racine  Oy  de  F  (pi*)  dont  le  rapport  avec  r  n'est  pas  Constant  est 
de  la  forme  b  ty  (y).  Nous  pouvons  supposer  que  l'intégrale  ^  (y)  est  elle- 
méme  racine  de  F  (y*),  car  cela  revient  a  multiplier  tous  les  coefficients 
de  tp  (t)  Par  un  facteur  Constant.  Sous  cette  condition  toutes  les  racines 
de  F  (7*)  sont  comprises  dans  les  formules  p'V,  p1  ^  (r)-   Donc 

Théorème  IX.  Si  dans  Ve'quation  F  (^")  «  0  dont  les  racines  satisfont  à 

day 
Véquation  différent ielle  — £  «  Py,  /e  nombre  p  a  la  plus    grande  valeur 

possible  relativement  à  cette  équation  différentielle%  il  est  nécessairement 
>  a,  à  moins  que  les  racines  de  Ffr*)  ne  soient  toutes  comprises  dans 
les  formules  py,  p'  <p  {/)- 

16.  Dans  le  produit  ra  =  Npi  qui  exprime  le  degré  de  F  (7^),  il  existe  une 
relation  remarquable  entre  les  deux  facteurs  N  et  pi.  Elle  se  deduit  du 
théorème  suivant  qui  est  le  9ma  du  Mémoire  cité  de  1863. 

Théorème  X.  Supposons  que  dans  la  fonction  9  (y)  =  ay  +  b  ^  (y)  les  deux 
constantes  a  et  b  soient  différentes  de  0.  Si  Von  substitue  à  y  successi- 
vement  toutes  les  racines  de  F  (f*),  /e  nombre  des  valeurs  de  <p  (y)  qui 
nont  aucun  rapport  Constant  ni  entre  elles,  ni  avec  y  ou  ^  (y),  est  tou- 

jours  multiple  de  -  ou  de  p,  suivant  que  pi  est  pair  ou  impair. 

Démonstration.  Désignons  par  p'  le  nombre  -  ou  pi,    suivant    que    pi  est 

2 

pair  ou  impair.  D'abord  les  pi'  valeurs 

(')         ?(r)>  t(p).  t(p>.-  ftp"1"-1). 

n'ont  aucun  rapport  Constant,  ni  entre  elles,  ni  avec  y  ou  v|>  (7).  Qu  elles 
n'aient  pas  de  rapport  Constant  avec  jr  ou  +(^),  on  le  deduit  immé- 
diatement  de  ce  que  dans  la  formule  y  (p'jr)  *»  affjr  +  bf*4  $  (y)9  aucune  des 
deux  constantes  a  ou  b  ne  s'évanouit.  On  ne  peut  pas  supposer  non  plus 
?  (p'j)  =* c?  (p!^)>  c  désiguant  une  constante;  car  cette  égalité  peut  s'écrire 

*p!t  +  b  p"4  +  (r)  -  acp'r  +  bcP~*  ♦  (r)> 

et  en  observant  que  le  rapport  <K/):^  n'est   pas  Constant,  on  en  deduit 
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ap'  »  oc?1,  bp~*  «  bcpr1,  p9f  =p  9/; 

la  dernière  e'galité  est  impossible,    puisque  p  est  une  racine    primitive  de 
IVquation  x*=>i,  et  que    les    deux   nombres  i  et  /  sont  inégaux    et  infé- 


rieurs  a  ^ 


Si  parrai  les  valeurs  de  <j(jr)  il  y  en  a  une  qui  ne  soit  pas  compri  se 
dans  les  formules  cy%  c${y)ì  c<f{pij)ì  où  e  désigne  une  constante,  nous  la 
désignons  par  <fx  (y)^aty  +  bx  <|>  (y),  et  nous  formons  la  suite 

(")  Ti  (/)>    Ti  (ftT)t    Ti  (p>)>  -    Ti  if'^j), 

dont  les  terraes,  d'après  ce  que  nous  avons  dit  de  la  suite  (I),  n'ont  aucun 
rapport  Constant,  ni  entre  eux,  ni  avec  y  ou  ty  (y).  On  ne  peut  pas  sup- 
poser  non  plus  que  deux  termes  pris  dans  les  deux  suites  I  et  II  aient 
un  rapport  Constant,  car  si  Ton  avait  <ft  {p*jr)  =» e  <f  (ply)>  on  ferait  décrire 
fx-i  fois  le  contour  par  lequel  y  se  change  en  py  et  V  on  aurait 
(ft  (y)  =,  cy  (p/+/*~*/)f  c'est-k-dire  que  <p,  (y)  serait  compris  dans  la  formule 
CT  (p'/)»  contrairement  a  l'hypothèse. 

Si  toutes  les  valeurs  de  <p  (jr)  qui  satisfont  aux  conditions  énonce'es  sont 
comprises  dans  les  suites  I  et  II,  notre  théorème  est  demontré,  leur  n om- 
bre est  un  multiple  de  [i.  Si  non,  il  existe  une  valeur  de  <p  (y)  qui  n'offre 
aucun  rapport  Constant,  ni  avec  les  termes  des  suites  I  et  II,  ni  avec  y 
ou  ip  (jr);  désignons  la  par  <f2  (y).  Nous  pouvons  former  une  troisième  suite 
de  p'  termes  ya  (y),  <f2  (py), . . .  et  continuer  de  cette  manière  jusqu*aceque 
nous  ayons  épuisé  les  diverses  valeurs  que  prend  9  (y)  lorsqu'on  y  sub- 
stitue  a  y  les  n  racines  de  F  (y*).  De  cette  manière  les  valeurs  de  <p  (y) 
qui  n'ont  aucun  rapport  Constant,  ni  entre  elles  conside're'es  deu  a  deux, 
ni  avec  y  ou  ${y)>  peuvent  se  distri  bue  r  en  un  certain  n  ombre  k  de  suites 
semblables  aux  suites  I  et  II;  leur  nombre  est  donc  un  multiple  de  f/ 
égal  a  k(jJ,  ce  qui  est  le  théorème  énoncé. 

17.  La  fonction  <f  (y)  vérifie  une  équation  irréductible  du  degré  n,  que 
nous  désignerons  par  ¥t  (<fm)  =  0,  en  mettant  en  eVidence  le  plus  grand  di- 
viseur  commun  des  exposants  de  <p  dans  les  termes  dont  les  coefficients  ne 
sont  pas  nuls.  Les  valeurs  de  <f  (y)  qui  n'uffrent  entre  elles  aucun  rap- 
port Constant  forment  ce  que  nous  appellerons  avec  M.  Fuchs  un  système 
réduit  de  racines  pour  l'equa  ti  on  Fx  (<fm)  =>  0;  les  autres  racines  se  déduisent 
de  celles-la  en  les  multipliant  par  les  diverses  racines  de  l'équation  oc"1  »  i  f 
de  sorte  que  le  nombre  n  de  toutes  les  racines  est  égal  au  produit  du 
nombre  m  multipli^  par  le  nombre  des  termes  qui  forment  un  système  ré- 
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duit  de  racines.  Or  ce  dernier  nombre  s 'exprime  de  trois  manières  diffe- 
rentes,  suivant  que  <p  ly)  admet,  oui  ou  non,  des  valeurs  proportionnelles 
aux  inte'grales  désignées  par  y  et  ^  (?)•  Si  aucune  des  valeurs  que  prend 
?  (y)>  quand  ou  y  substitue  successivement  les  racines  de  F  (j^),  n'est  prò- 
portionnelle  a  y  ou  a  <p  (y)9  c'est-a-dire  si  l'équation  F,  (ym)  =  o  est  differente 
de  celles  qui  de'terminent  les  integrales  proportionnelles  a  j  ou  a  ^  (jr)9  le 
nombre  des  terra es  d'un  système  réduit  de   racines  pour  F,  (<fm)  est  égal  a 

k[x',  et  l'ori  a  n  <=>  k^  Xm>  en  désignant  par  p*  le  nombre  -  ou  le  nombre  p, 

suivant  que  jx  est  pair  ou  impair. 

Si  l'une  des  valeurs  de  <p  (y)  est  proportionnelle  a  y,  l'équation  Fx  (<pm)  =  o 
est  identique  avec  l'urie  de  celles  qu'on  déduit  de  F  (y*1)  =  0  en  multipliant 
les  racines  de  cette  equalion  par  une  constante.  On  a  donc  m  »  fi  et  le 
nombre  N  des  termes  d'un  système  réduit  de  racines  pour  les  deux  équa- 
tions  Fx  (tp*)  «  o,  F  (yt1)  =  o  est  égal  a  kp!  +  i  ou  a  kp!  +  2,  savoir  a  kp!  +  a, 
si  l'e'quation  F  (/-")  =  o  admet  des  racines  proportionnelles  a  <|*  (r)t  et  a  kp  +  t 
dans  le  cas  contraire. 

Théoréme  XI.  Le  nombre  des  termes  d'un  système  réduit  de  racines 
pour  l'équation  irréductible  F,  (<pm)  =»  o,  qui  détermine  une  fonction  li- 
neaire  <p  (y)  des  deux  integrales  fonda ment ale s  y  et  ^  (y),  est  égal  à  kjxr, 
si  Fx  (<fm)  n  admet  aucune  racine  proportionnelle  à  fune  des  deux  in- 
tégrale* fondamentalesy  à  k/x'  +  2,  si  F,  (<pm)  admet  des  racines  propor- 
tionnelles à  chacune  de  ces  deux  integrales,  enfia  à  kfxf  +  i,  si  Fx  (<pm) 
admet  des  integrales  proportionnelles  à  fune  des  deux  integrales  y  ou 
ty  (y),  exclusivement  à  fautre. 

18.  On  déduit  de  la  une  condition  a  laquelle  doivent  sa  ti  sfa  ire  les 
degres  des  divers  contours  que  l'on  peut  faire  décrire  a  la  variable  dans 
le  pian;  si  p.  est  le  plus  grand  de  ces  degrés,  les  autres  degrés  ne  peu- 
vent  avoir  avec  p.  aucun  diviseur  commun  autre  que  2  ou  4,  sans  è  tre 
diviseurs  de  p.  Considérons  en  effet  un  contour  Cx  par  lequel  y  se  change 
en  6y  et  désignons  par  m  le  degré  de  ce  contour,  c'est-a-dire  le  plus 
petit  nombre  entier  qui  véri  fi  e  la  condition  9my  -y.  Au  moyen  de  la  for- 
mule 0*y  =  ((3  +  f3-1)  9/  -  y,  dans  laquelle  {3  est  une  racine  primitive  de  l'é- 
quation   xm=*i    (n°  9),    nous  obtenons,    comme    au    n?  io,    une    intégrale 

cp  {jr)  «.  By  -  --y  qui  se  change  en  elle-méme    multiplie'e    par  /3,    lorsque    la 

variable  décrit    le  contour  Cx.    L'équation  Fx  (<pM)  =  0  vérifie'e  par  <f  (jr)f  et 
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dans  laquelle  nous  désignons  par  M  le  plus  grand  diviseur  commun  dcs 
eiposants  de  9,  présente  deux  cas  suivant  quelle  adraet,  ou  non,  des  ra~ 
cines  proportionnelles  a  Tune  des  intégrales  fondamentales  j-  ou  ty(j).  Dans 
le  premier  cas  on  a  M«^  et  corame  le  degré  m  du  contour  C,  est  di- 
viseur de  M,  il  est  diviseur  de  y..  Dans  le  second  cas,  on  conclut  du  t lieo- 
rème  XI  que  le  nombre  des  termes  d'un  sy stèrne  réduit  de  racines  pour 
F,  (<pM)  est  multiple  de  yJ9  de  sorte  que  l'on  a  ti  =  fy' X  M  » /?fi'm.  Dail- 
leurs  le  degré  n  de  F  (y11)  est,  en  vertu  du  méme  théorème,  exprimé  par 
la  formule  f*  (kp!  +  e),  où  l'on  désigne  par  e  l'uri  des  deux  nombres  1,  2. 
On  a  donc 

n  =»p[L'm  =  fi  (kfi  +  e), 

en  continuant  a  designer  par  p'  le  nombre  -  ou  p,  suivant  que  fi  est  pair 

ou  impair.  On  a  donc  Fune  des  deux  formules  pm  =zkp  +  e  ou  pm  «  A71  +  2e, 

suivant  que  fi'  est  égal  a  fi  ou  a  - .  Dans  tous  les  cas  le  plus  grand  divi- 

seur  commun  des  deux  nombres  m  et  fi  doit  étre  diviseur  de  2e  et  conse- 
quemment  de  4.  Mais  on  peut  préciser  davantage.  Puisque  le  plus  grand 
diviseur  commun  de  ro  et  de  fi  doit  diviser  4,  ces  deux  nombres  m  et  /x 
sont  premiers  entre  eux  toutes  les  fois  que  jx  est  impair.  Si  donc  m  et  fi 
ont  un  diviseur  commun,  ces  deux  nombres  satisfont  a  réquation^>m=*A:fi  +  2e, 
leur  plus  grand  commun  diviseur  est  égal  a  2,  si  F  (jr*)  n'admet  pas  de 
racine  proportionnelle  a  l'integrale  $  {j)y  il  est  égal  a  2  ou  a  4  dans  le 
cas  contraire.  Dans  tous  les  cas  on  a  le  théorème  suivant,  équivalent  au 
iom°  tbéorème  du  Mémoire  cité  de  1863: 

Théorème  XIL  Le  nombre  fi  désignant  le  plus  grand  diviseur  com- 
mun des  exposants  de  y  dans  celles  des  cquations  irréductibles  F^)  «  0 
ou  ce  plus  grand  diviseur  commun  est  le  plus  grand  possible,  le  degré 
de  Vun  des  contours  que  Von  peut  faire  décrire  à  la  variabley  ne  peut 
avoir  avec  fi  un  facteur  commun  autre  que  2  ou  4,  sans  étre  un  divi- 
seur de  fi. 

Nous  avons  vu  que  si  Téquation  Ft  (<pM)  =  0  n*a  pas  de  racine  proportion- 
nelle kj  ou  a  <[*  (r)>  ona»a  kp!.  M  =p{xjm  «  fi  (/fir  +  2),  et  que  m  ne  peut 
avoir  avec  fi  aucun  facteur  commun  autre  que  2  ou  4.  Si  donc  m  est  un  divi- 
seur de  fi  supérieur  a  4,  l'équation  F^11)  =  0  admet  nécessairement  des  racines 
proportionnelles  &jr  ou  a  ^(j-).Il  résulte  de  la  que,s'il  existe  un   contour  de 
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degre'  m  et  que  lenombre  m  soit  un  divisero*  de  p  supérieur  a  4,  non  seulement 
la  fonction  9(y)>  en  laquellejr  se  change  lorsque  la  variable  dee  ri  t  ce  con- 
tour, satisfait  a  lVquation  9*y  »  ((3  +  (3""1)  Ojr  —jr9  où  {3  désigne  une  racine 
primitive  de  l'equa tion  a?*  =  i,  mais  si  Fon  forme  lVquation  de  degré  n  ve- 
rifiche par  la  fonction  <f  ijr)  =  fly  -  $jr ,  cette  equa  tion  est  identique  avec 
l'une  de  celles  qui  sont  verifi^es  par  des  racines  proportionnellesaj'  ou  a  ty(y). 

III.  Limite  du  degre0  de  Véquation  irréductible,  dont  les  racines 
sdtisfont  à  une  e'quation  linéaire  da  second  ordre,  à  coefficiente  rationnels. 

19.  Lorsque  l'intégrale  qui  se  ebange  en  elle-méme  multipliée  par  un  fa- 
cteur  Constant,  tandis  que  la  variable  décrit  un  contour  de  de  gre  maximum, 
satisfait  a  une  dquation  binóme  ou  a  une  èqua  tion  trinóme^-a/l  +PiJrfl+P2  Ba0f 
rien  ne  limite  le  degré  de  lVqnation.  Mais  dans  tous  les  autres  cas,  les  re- 
lations  obtenues  entre  le  coefficient  (p  +  p"1)  de  l'équation  determinante  de 
l'un  des  contours  du  degré  maximum  p  et  les  coefficients  B,  relatifs  aux 
autres  contours,  ces  relations,  dis-je,  donnent  lieu  de  penser  qu'il  existe  une 
limite  aux  valeurs  possibles  de  p,  de  méme  que  la  formule  (E)  indique,  pour 
chaque  valeur  de  jx9  une  limite  supérieure  au  nombre  N  des  termes  d'un 
system  e  réduit  de  racines.  Sachant  du  reste  que  le  nombre  N  doit  étre 
compris  dans  l'une  des  deux  progressions  arilbmétiques  Ajx'+ì  ou  £^+2, 
ou  pouvait  aisànent  próvoir  que  le  nombre  des  combinaisons  possibles  des 
deux  nombres  N  et  p,  dans  le  produit  N  /x  «=»  n,  était  limite'. 

C'est  en  effet  au  moyen  des  relations  pre'cédentes,  en  m'appuyant  sur  un 
lemme  d'analyse  indélerminée,  que  j'ai  démontre,  dans  le  Mémoire  cité  de 
1863,  i2me  tlréorème,  que  si  l'équation  F(^)  =0  a  une  racine  0y  dont  le  rap- 
port  avec  jr  ne  soit  pas  Constant,  et  qui  ne  vérifie  pas  la  formule  &y  =  —jrf 
le  nombre  p  ne  peut  avoir  que  l'une  des  trois  valeurs  6,  8  ou  io.  Dans  les 
tlieorèmes  suivants,  rectifies  par  la  note  citée  de  1877,  j'ai  démontre'  qu'aux 
trois  valeurs  6,  8  et  10  de  jx  correspondent  les  valeurs  4,  6  et  12  de  N.  Nous 
obtiendrons  ici  le  méme  résultat  d'une  manière  differente,  en  employant  une 
proprietà  du  covariant  de  Hesse  que  l'on  peut  démontrer  directement,  sans  ' 
rien  supposer  de  la  théorie  des  covariants. 

20.   Soit  /j^p^J  une  fonction  bomogfene  du  m*  degrédes  deux  variables 
/n/v  Si  Ton  pose 


(1)       &&    Wdjj  ~H(/)' 


la  fonction  H  (/)  est  ce  qu'on  appelle  le  covariant  Hessien  de  la  forme  /; 
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c'est  une  fonclion  homogène  du  degré  2/71  —  4  par  rapport  aux  mémes  va- 
ria bles.  Lorsque  jrt  et  y%  sont  deux  fonctions  d'une  méme  variable  indépen- 
dante  x,  les  deux  formes  binaire/et  H(/)  sont  deux  fonctions  de  x,  dont 
la  seconde  peut  s'expriraer  au  moyen  de  la  première.  Pour  le  de'montrer  pò- 
sons  /f/u/a)  =  X  en  de'signant  par  X  une  fonction  explicite  de  la  variable 
x.  La  theorie  des  fonctions  horaogènes  donne  d'abord 

!\  df  df  Y 

(8)  *  djt  +  A  É> =    ' 

(A)      rf^+v.*-^+ri^-»o»-i)x. 

On  a  d'ailleurs  par  la  théorie  des  fonctions  composées 

df   dyx       df   dj%      j,,dX 

(3)  djx  -dlc  +  d7d^  "X  =Tx 

Si  lon  prend    les  derivees    des  deux . raerabres  des    equations  (2)  et  (3),  en 

traitant  la  forme  /  corame    fonction    compose'e  et  en  rempla^ant    les  de'ri- 

d2y     d2r2 
vées  seeondes  -f4»  "T73  Par  'eurs  valeurs  ?jrx ,  lfjr% ,  on  oblient  les   deux 

equations  suivantes  : 

m  4Ti  d*f     (      df*        dj\     d*f  dyx  d*f     .         .  Y, 

(C)  (£l\m£+ &£*-*£-  +  /Sl-Y^  =  X»-mPX. 

\rf.r  /  rfyf       <£r  dxdj-ldj2      \dx  )  djr\ 

Or  si  l'on  considère  la  forme  quadratique  binai  re 


C 


ay    d*f    dzf\ 

djrf  dj.djr^   dj\y 


et  qu'on  désigne  par  (A,  B,  C)  la  transforme'e  qu'on  en  déduit  par  la  sub- 

Ir    &\ 

V1  '  dx  ) 
stitution  ;         ,     'dont  le  de  terra  in  ant  est  une    constante  b9  on    reconnait 

imme'diatement  que  les  e'Ie'ments  A,  B,  G  de  la  nouvelle  forme  sont  identi- 
quement  les  premiers  membres  des  equations  (A),  (B),  (C);  on  a  donc 

Ba  -  AC  -  (/»  - 1)"  X'»  -  m  (m  -  i)  X  (X"  -  wPX). 

35 
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Il  suffit  d'appliquer  a  la  forme  considerec  le  the'orètne  connu,  que  le 
délerminant  de  la  forme  transformée  est  e'gal  au  de'terminant  de  la  forme 
primitive,  raultiplie  par  le  carré'  du  de'terminant  de  la  substitution,  on  en 
de'duit  immcdiatemment 

---((afe)"- SS)--»» 

De  là,  en  posant  pour  abre'ger 
on  conclut 


(«) 


b9  H  (/)  =  m*  (/*-  i)  X2  (^  +  Ta  -  p\ 


21.  Il  résulte  imme'dialement  de  celle  formule  que  si  la  forme  f(jx,y^ 

est  égalc  a  une  racine  d'une  fonclion  rationelle  de  xy  son    covariant  H  (/) 

jouit  de  la  méme  propricte.  En  effet  si  X  est  racine  d'une  fonclion  ration- 

Xf 
nelle,  sa  de'rivc'e  logarilhmique  —  est  une  fonction    rationnelle  ;    le  facteur 

/TV 

—  +  Ta  —  P  est  donc  aussi  une  fonction  rationnelle,  et  le  produit  de  ce  fa- 
cteur raultiplie  par  Xa  est,  aussi  bien  que  X,  la  racine  d'une  fonction  ra- 
tionnelle; il  est  mémc  rationnel,  lorsque  X  est  la  racine  carrée  d'une  fon- 
ction rationnelle. 

Or  lorsq'une  forme  est  egale  a  une  racine  d'une  fonction  rationnelle, 
elle  jouit  d'une  propriete  importante,  savoir  que  les  diverses  substitutions 
lineaires  qui  correspondent  aux  divers  contours  que  la  variable  peut  de'- 
crire  dans  le  pian,  en  revenant  au  méme  point,  la  laissent  identique  a  elle- 
méme,  k  un  facteur  Constant  près.  Supposons  eu  effet  que  par  suite  d'un 
contour  ferme',  d&rit  par  la  variable,  les  deux  inte'grales  fondamentales 
JnJi  soient  remplacées  par  les  deux  fonction  lineaires 

et  de'signons  par  fx  ljrl9jr1)  la  fonction  en  laquelle  se  trouve  changce  par 
cette  substilulion  la  forme  primitive  f{yuyt)*  Si  cette  forme  est  egale  a 
la  racine  X  d'une  fonction  rationnelle,  comme  cette  fonctiou  X  se  cbange 
en    elle-méme,  multiplie'e  par  une  racine  de  l'unite',  lorsque  la  variable  re- 
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vieni  au  méme  point,  après  avoir  decrit  uà  contour  daas  le  pian,  il  doit 
en  ètre  de  méme  de  la  forme  f(yl  y^  de  sorte  qu'on  a 

en  désignant  par  r  une  racine  de  l'unite.  Cornine  les  deux  formes  /  et  /, 
sont  du  méme  degré  m,  la  différence  ft  (yx ,  j2\  -r  fiyx ,  yj  est  ausai  une 
forme  du  méme  degré.  Si  donc  cette  différence  n'était  pas  identiquement 
nulle  par  rapport  anx  deux  lettres  yx ,  y2J  on  aurait  une  équation  homo- 
gène  d'où  Fon  deduirait  que  le  rapport  jr  :  yx  est  Constant,  contrairement 
à  l'hypothfese. 

Ainsi  les  substitutions  lineaires  qui  correspondent  aux  divers  circuits  par 
lesquels  la  variable  peut  revenir  au  méme  point,  n'ont  d'autre  effet  que 
de  multiplier  la  forme  f(yxiyj  Par  une  racine  de  l'unite'.  Il  resuite  de  la 
que  les  facteurs  lineaires  de  cette  forme  ne  font  que  s'échanger  entre  eux, 
a  un  facteur  Constant  près,  lorsque  la  variable  decrit  un  contour  ferme; 
d'où  il  resuite  que  si  cette  forme  renferme  une  puissance  de  degré  X  d'un 
facteur  lineai  re,  elle  renferme  aussi  les  puissances  du  méme  degré  X  de 
tous  les  facteurs  lineaires  qui  composent  un  sy stèrne  réduit  de  raciues, 
pout  l'equa  ti  on  irréductible  vérifiée  par  le  facteur  linéaire  considéré.  Car 
si  Ton  fait  décrire  a  la  variable  le  circuit  par  lequel  ce  facteur  linéaire 
se  cliange  en  une  autre  racine  de  cette  équation,  la  forme  transformée  ren- 
fermera  la  puissance  du  degré  X  de  cette  racine,  et  comme  elle  ne  diffère 
que  par  un  facteur  Constant,  de  la  forme  primitive,  celle-ci  renferme  aussi 
comme  facteur  le  méme  puissance  de  cette  racine.   Donc 

Théorème  XIII.  Si  urte    forme    binaire,    dotti  les  deux  vari  ab  les    sont 

d2y 
deux  intégrales  fondamentales  de  V  équation  ,  a^Py*  est  egale  à  une  ra- 

cine  d'une  fonction  rationnelle  de  x,  elle  renferme  à  une  méme  puis- 
sance tous  les  facteurs  lineaires  qui  forment  un  sjrstème  réduit  de  ra- 
cines,pour  V équation  irréductible,  vérifiée  par  Vun  de  ses  facteurs  lineaires. 

22.  Supposons  que  le  degré  N  d'un  sy stèrne  réduit  de  racines  de  l'équation 
F^*)— asoit  supérieur  a  2,  et  désignons  parp  le  produit  des  N  termes  qui  com- 
posent ce  system  e.  Le  termes  de  ce  sy  stèrne  étant  exprimés  en  fonctions  lineaires 
des  intégrales  fondamentales  y  et  <{>,  la  fonction  p  est  égale  a  la  racine  [xìhm9 
d'une  fonction  rationnelle  de  «r,  et  en  méme  temps  elle  est  une  forme  de 
Ne  degré  des  deux  variablesj*  et  <[*•  Considérée  sous  ce  dernier  point  de  vue 
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la  fonction  p  est  de  l'urte  des  deux  formes  yfiy1**  $*!)  ou  yty-fty*1',  +*')»/ 
designa nt  une  fonction  entière  de  y*  et  de  ^'.  C'est  une  conséquence  des 
resulta ts  obtenus  au  n°  16.  Nous  avons  vu  en  effet  que  les  racines  de  F  (p*), 
qui  n'ont  pas  un  rapport  Constant  avec  j-  ou  ty  (y)  peuvent  s'obtenir  en  multi- 
pliant  par  des  racines  de  l'unito  les  termes  compris  dans  un  certains  nombres 
k  de  groupes  coraposés  chacun  de  p!  racines  telles  que  <f(y)  «=  ay  +  bty  (y),  ?(p^), 
?  (p!^")'  •  •  •  T  ('*'"" */)•  ^r  ^e  produit  des  termes  d'un  tnéme  groupe  est 
?  ty)  ?  (pj"*  •••  ?  (p'*'-!/)  =  a^jr^  +  b^  $*'.  Le  produit  des  facteurs  de  p  au- 
tres  que  y  et  ^  (j-)  s'obtient  en  multipliant  entre  eux  k  facteurs  de  la  forme 
b* jrf1  +  b*  y*1  ;  ce  produit  est  donc  une  fonction  entière  et  horaogène  de 
y**  et  de  t^'i  que  nous  pouvons  designer  par  /{jr^t^'h  La  fonction  p  est 
donc  égale  a  ytyfiy^y  <K')  ou  ^yfly^'j  <K')  suivant  que  F  iy*)  admet,  ou 
non,  des  inte'grales  proportionnelles  a  ^  (y). 

23.  Considérons  d'abord  le  cas  où  les  deux  integra  les  y  et  ^  (7*)  satisfont 
a  deux  cquations  differentes,  dont  les  racines  ne  sont  pas  proportionnelles, 
savoir  F  (y*)  «  0  et  F,  (<J^)  «  0.  Le  produit  des  racine  de  F  (7^)  est 
pf*  **y*  {f(y^9  ^))^*;  celui  des  racines  .de  F^f*)  est  une  fonction  semblable 
q?-  «  tyv-  (fifyp' t  ^'))**j  et  'es  deux  fonctions  p  et  q  sont  du  méme  degre'  par 
rapport  aux  deux  integrales  y  et  <£.  L'application  du  the'orème  XIII  au  co- 
variant  bessien  de  p  determine  une  limite  superieure  dn  nombre  ^ .  En  effet, 

posons,  pour  abregé  r 

yP  «  u  ,     ty*  »  i>. 

Nous  trouvons  successivement 

et  corame  les  de'rivées  partielles  de  /(w,  p)  sont  des  fonctions  fentières  de  u 
et  de  v,  et  conséquemment  de  yP  et  de  ^,  nous  pouvons  écrire 

en  de'signant  par  Xi  une  fonction  entière  de  jrP  et  de  <J>f*',  a  coefficients  en- 
tiers.  On  démontrerait  de  la  méme  manière  que  l'on  a 

^  =  r-1  x»  0*'.  -n  ^  -j  r-a  x,  (r*.  r>* 

H  {p)  -  ^'-2  [r^'  x.  x,  -  *•*'  xl]  -  ¥"  x  (^',  r). 

Puisque  p  est  la  racine  d'une    fonction    rationnelle,  il  en  est    de  méme 
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de  son  covariant  hessicn  (n°  20);  et  puisque  ce  covariant  re n ferme  a  une 
puissance  de  degré  p  -  2  le  facteur  ip  de  qf  il  reaferme  a  la  méme  puis- 
sance  tous  les  facteurs  linéaires  de  la  fonction  q,  de  sorte  que  Ton  a 

(6)  H  (p)  -  ?i"- U  fr,  #), 

U  (j'y  ty)  désignant    une  fonction  entiere  et  homogène    des  deux    integra  les 
jr  et  4>>  qui  peut  se  réduire  a  une  constante. 

Or  le  degré  coramun  des  deux  forraes  p  et  q,  considérées  corame  fon- 
ctions  homogfenes  des  intégrales  jr  et  ^  est  N;  ceiui  de  H  (p)  est  2N  -  4; 
on  déduit  donc  de  la  dernière  formule 


*N-4>0*'-2)N,      N>  i^N 
—  —       2 


+  2; 


on  a  donc  p1  -  2  <  2;  le  nombre  p1  ne  peut  donc  avoir  que  l'une  des  deux 
2  ou  3;  et  comme  nous  avons  vu  (n°  i5)  que  Fon  ne  peut  pas  supposef 
p  »  3,  on  aura  l'une  des  deux  combinaisons  p  «  2,  p  =  4  ;  p1  —  3,  p  =  e.  D'ail- 
leurs  nous  ayons  vu  que,  lorsque  le  nombre  p,  en  satisfaisant  a  la  condì- 
tiou  suppose  e  de  maximum,  se  réduit  a  4,  toutes  les  racines  de  F  (/P)  sont 
comprises  dans  les  deux  formules  piyf  ptyiy)*  de  sorte  que  Ton  a  N  «  2,  et 
p*=yty-  Ce  n'est  pas  le  cas  actuel,  où  nous  snpposons  N  p>  2.  On  doit  donc 
prendre  p  «  6,  p!  «  ,s  et 

2N-4^N,       OU       N>4. 

D'ailleurs  l'équation  (6)  devient  dans  ce  cas 

Si  la  fonction  U(^,^)  se  réduit  a  une  constante,  on  a  2N~4«N,  N«4. 
Or  toute  autre  hypothèse  est  impossible  ;  si  U(^,^)  renferme  quelque  fa- 
cteur lineaire  des  deux  intégrales  y,  <p,  on  conclut  du  théorème  XIII  que 
cette  fonction  renferme  tous  les  facteurs  linéaires  qui  forment  un  système 
réduit  de  racines  pour  l'équation  irréductible  vérifiée  par  le  facteur  lineaire 
considera;  et  comme  N  est  le  nombre  minimum  des  termes  qui   composent 

un  système  réduit  de  racines,  relativemeut  a  l'équation  ~-2  =  Py,  la  fon- 
ction U(y,ty)  doit  étre  d'un  degré  au  moins  égal  à  N.  Si  donc  cette  fon- 
ction ne  se  réduisait  pas  a  une  coustante,  on  déduirait  de  la  dernière 
éqnation  2N  -  4  >  2N,  ce  qui  est  évidemment  impossible.  On  a  donc 
H(p)  =  q,  N  =  4,  de  sorte  que  l'équation  F  iyV)  est  de  la  forme  suivante 

j2A  +  Pi  r18  +p*j12  +  p*r6  +  p4  -  °- 
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24.  Quand  Téquation  F(^)«=o  renferme  des  racines  proportionnelles  a 
tp  (j  ),  il  est  possi  Me  qu'un  système  réduit  de  raciaes  pour  cette  équation 
se  réduise  a  deux  terraes  j  et  <f  (jr).  Dans  ce  cas  N  «  2,  et  il  n'existe  au- 
cune  limite  pour  l'exposant  ^  ;  seulemeat  le  produit  N/x  doit  étre  multiple 
de  4,  et  conse'quemment  le  nombre  fx  doit  étre  pair.  En  effet,  si  dans  la 
formule 

on  prend  0  iy)  =  ^  i?')»  *'  faut  ^a^re  *  ra  °  ^ans  'a  formule  0  iy)**ay  +  bty  (p), 
et  Fon  déduit  de  la  formule  (E)  (a0  14)  B  «  |3  +  /3+T  «  o,  et  par  conséquent 
(38«-i,  (34  =  1.  Le  contour  que  doit  dee  ri  re  la  variable  pour  que  la  ra- 
cine  j  soit  re  ra  place  e  par  ty(y)  est  donc  du  qnatrième  degre,  et  par  eonse- 
quent le  degré  Nft  de  F  {jrF-)  est  divisible  par  4  (n!  is).  Dans  ce  cas  on  a 
fx  ss  2/rc  et 

F  lyv)  =jr*m  +  pxjrtm  +  p2  =  o 

le  nombre  m  n'ayant  pas  de  limite  independante  de  la  valeur  particulière 
de  la  fonction  P  dans  l'&juation  difTérentielle   proposte. 

25.  Supposons  que  l'équation  F  ijrV)  =  o  admette  des  racines  proportion- 
nelles a  ty  (7-).  Le  produit  des  termes  d'un  sy stèrne  re'duit  de  racines  pour 
cette  équation  sera  (ri°  22)  p  *=jrty  fljP'j  +**)•  Posons  encore  yV*  «a,  ^f*'  =v  ; 
nous  trouvons  successi vement 

et  corame  les  dérivees  partielles  de  /(a,  v)  sont  des  fonclions  entières  de  u 
et  de  e,  et  conséqueroment  dejP  et  de  <pf*',  nous  concluons  de  ces  formules 

On  demontrerait  de  méme  que  fon  a 
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de  sorte  que  le  covariant  hessien  de  la  forme  p  est  une  fonction  eotière 
de  yv*  et  de  <|»l*', 

h  (p)  -f?  p>  Xl  xa  -  x*  -  f  o*»,  +<")• 

Conservata  aux  lettres  u  et  e  la  méme  signification  que  ci-dessus,  nous 
trouvons 

rfaH       ,  /  f      v      .  ,  à¥        ,        ,      d*F 

^  -  f!  fct'  -  1)  ^'-*  ^  +  ,»••  #  v-  ^  -  **-  xs  0*»,  ^')» 

h  (B^)  -  h»  =  (r^'-*  (x,x,  -r'  ¥  x,1). 

Oa  a  donc 

en  designali t  par  $  et  U  dcs  fonctions  enti&res  et  homogènes.  La  pre- 
mière expression  du  covariant  hessien  de  H(p)  est  une  conse'quence  imme- 
diate des  formules  piécéclentes;  la  seconde  s'en  deduit  par  l'application  du 
the'orème  XIII,  car  Hs  (p)  et  tì(p)  sont  des  racincs  de  deux  fonctions  ra~ 
tionnelles  de  oc  (n°  20)  et  corame  Ha  (p)  renferme  en  facteurs  les  puissances 
0*i  —  2)  des  deux  racines  jr  et  ^  iy)  de  F  (^-F),  ce  covariant  renferme  les 
puissances  du  méme  degré  de  tous  les  termes  d'un  systfeme  réduit  de  racines 
de  ¥  tyv),  et  par  conscquent  de  tous  les  facteurs  linéaires  de  p. 

Le  degré  de  H  (p)   comme    fonction    de  jr  et  de  <{/  est  2N  -  4;  de  méme 

celui  de  H2  (p)  est  4N  -  12  de  sorte  que  l'on  deduit  de  la  formule    (7) 

4N-»>(a'-!)N,     ou     N^^l?N  +  3. 

4 

On  deduit  de  la  pf  -  2  <  4,  p   <  6. 

26.  Dans  le  cas  actuel  où  F^f*)  admet  des  racines  proporlionnelles  a 
^(^),  on  ne  peut  pas  supposer  jx  impair;  car  nous  avons  démontré  (ne  24) 
l'existence  d'un  contour  du  quatrième  degré,  par  lequel^  se  change  en  tyty), 
et  lorsque  la  variable  de'crit  deux  fois  de  suite  ce  contour,  jr  se  change 
en  <J*(7r)c=5-\7'.  Ainsi  les  racines    de  F^P)  sont    deux  a  deux  égales  et  de 
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signes  contraires,  ce  qui  exigc  que  tous  les  exposants  de /dans  F(t^)so- 
ient  pairs.  L'inégalité  obtenue  /x'  <  6  correspond  donc  a  rinegalité  fi  <  12. 
Comme  p  est  pair,  supérieur  a  4  et  inférieur  a  12,  il  ne  peut  avoir  que 
l'unc  des  trois  valeurs  6,  8  ou  10,  en  excluant  les  cas  où  F  iy?)  n'admet 
que  des  racines  proportiormelles  a  jr  et  a  $  ty). 

Nous  avons  vu  que  le  covariant  hcssien  de  p  est  du  degré  2N  -  4  par 
rapport  aux  variables  jr  et  <{/;  il  résulte  de  la  que  scs  facteurs  lin&ires 
forme  nt  un  system  e  réduit  de  racines  pour  l'équalion  irréduc  tibie  ve  ri  fi  e  e 
par  l'un  de  ses  facteurs.  D'abord  H  (p)  rea  ferme  les  Nf  termes  d'un  sy- 
stème  réduit  de  racines  de  l'dquation  ve'rifiée  par  l'un  de  ses  facteurs  li- 
nea ires  (n°  21).  Si  tous  les  facteurs  linéaire  de  H  (p)  nVtaient  pas  compris 
daus  ce  systfeme  re'duit,  H  (p)  devrait  pour  la  métne  raisou  re n ferme r  les 
Na  termes  d\in  autre  systfeme  reduit,  et  Ton  aurait  2N  -  4  ^  N,  +  NaJ  ce 
qui  est  im  possi  ble,  puisque  chacun  des  deux  nombres  N, ,  Na  est  au 
moins    cgal  a  N.    On  a    donc  N,«2N-4,  w«(2N  -  A)m<=  N/x.  D'un  autre 

còte  N  =  Ay  +  2,  où  fxf  ==-.  La  derni  fere  formule  divisée  par  fx  devient  donc 

km  *=kfjJ  +  2,  m  <  2pf. 

Le  nombre  k  etant  diviseur  de  2  ne  peut  avoir  que  lune  des  deux  va- 
leurs 1  ou  2.  De  plus  le  nombre  m  est  pair  aussi  bien  que  p;  car  si  nous 
désignons  par  y  l'un  des  facteurs  linea  ires  de  H  (p)  et  par  F,  (<fm)  =  0  l'equa  tion 
ve'rifiée  par  ce  facteur,  on  de'duit  de  la  formule  9  (7*)  =  ajr  +  b  ^  (^),  que  les 
valeurs  de  <p  qui  correspondent  a  des  valeurs  de  j-  égales  et  de  signes  con- 
traires, sont  elles-mémes  egales  et  de  signes  contraires,  ce  qui  exige  que 
le  plus  grand  diviseur  commun  des  exposants  de  9  dans  F,  (<pm)  soit  pair. 
Le  nombre  m  etant  pair,  il  faut  que  k  soit  pair  lorsque  j&'  est  impair; 
c'est-a-dire  lorsque  p  =  6  ou  io.  Donc  pour  ces  valeurs  de  ^k=»2  et 
N  =»  2fxr  ■+■  2  =»fi  +  2 ;  ce  qui  donne  les  deux  combinaisons  fx  =  6,  N  =  8  ;  /x  *=  io, 
N  =  12.  De  méme  k  doit  étre  impair  lorsque  jx'  est  pair  ;  par  conseguente 
lorsque  /x=>8,  on  a  k=*ì%  N  =  4  +  2«6. 

Nous  verrons  plus  loin    que  les    deux  combinaisons  p  «  6,  N«=8;  /x»s, 

N  «=  6  correspondent  a  la  méme  e'quation  différentielle,  de  sorte  que  la  va- 

leur  p  =  6  ne  satisfait  pas    a  la  condition  supposée  de    maximum.    Pour  le 

moment  nous  nous   contenterons    de  resuraer    dans  le  théorème  suivant  les 

résultats  auxquels  nous  sommes  parvenus: 

day 
Théorème  XIV.  Si  V equation  •—  admet   une    intégrale    generale    algé- 
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brique  sans  étre  vérifiée  par  les  racines  d'une  équation  binarne,  son  in- 
tégrale generale  est  de  la  forme  cy  +  e'  0y,  y  et  Oy  désignant  ou  bien 
l?  deux  racines  d'une  équation  triname  de  la  forme 

ou  bien  2°  deux  racines  d%une  équation 

où  p, ,  pa  .  • .  sont  des  fonctions  rationnelles  de  x,  et  oà  les  nombres 
N  et  /x  sont  pris  dans  Vun  des  groupes  suivantsi  /*  -  6,  N  =  4  ow  8; 
p  «  8,  N  =  6  J  ft  -  io,  N  «  12. 

IV.  Systèmes  réduits  de  racines  pour  les  équations  algébriques 
dont  les  racines  satisfont  aux  conditions  précédentes. 

27.  Quend  pt  =  6,  le  nombre  des  termes  d'un  sys tèrne  réduit  de  racines 
est  4  si  l'équation  F  tyv)  -»  0  n'a  pas  de  racine  proportionelle  a  l'integrale 
$  (y)  (n°  23),  et  a  8  dans  le  cas  contraire.  Mais  ce  dernier  cas  est  impos- 
sible  quand  p  satisfait  a  la  condition  snpposée  de  maximum.  Pour  le  de- 
mo ntrer  nous  allons  evaluer  les  valeurs  possibles  de  a  dans  la  formule 
0  (7")  "  aJ  +  ^  $  &)>  en  supposant  que  6  iy)  soit  une  racine  de  F  (y*)  dont 
le  rapport  avec  y  ou  avec  <p  (y)  ne  soit  pas  Constant.  Ces  valeurs  de  a  sont 

donnees  par  la  formule  (E,  n?  14),  qui,  lorsqu'on  y  fait  i  =  i  et  p  -  f1  =  ^-3, 

devient  a  ^-3  =  Bt  -  p—I  B.  Les  nombres  B  et  Bx  sont  de  la  forme  {3  +  {3— *,  0 
désignant  une  racine  primitive  de  l'équation  .rm~i,  ou  m  a  l'une  des  va- 
leurs 3,  4  ou  6.  Les  nombres  B,  Bx  ne  peuvent  donc  avoir  que  l'une  des 
valeurs  —  i,  o,  i;  et  de  plus  ils  doivent  satisfai  re  a  la  relation  Bx  +  B—I 
=  (p  +  p"1)  B  »  B,  dans  laquelle  B_j  doit  aussi  recevoir  l'une  des  trois 
valeurs  of*t.  Si  Tuu  des  deux  nombres  B,  ou  B  est  nulf  Bj-p^B  est 
de  la  forme  p1'.  S'ils  sont  différeuts  de  zero,  on  de'duit  de  la  relation 
B,  +  B_j  «  B  qu'ils  sont  de  méme  signe;  car  autrement  on  aurait  B_j  =  =t2, 
ce  qui  est  inadmissible.  On  a  donc  Bx  -  p""1  B«  *  (t  -  p""1)  —  *  p.  Ainsi  quand 
la  valeur  de  a  n'est  pas  nulle  et  que  la  valeur  6  de  pi  satisfait  a   la  con- 

P1 
dition  de    maximum,  on  a    n&essairement  a  =  -j=ì  en.  désiguaut  par  i  un 

exposant  entier. 

Il  risulte  de  la  que  F  ly*)  u'a  pas  de  racine  proportionnelle  k  <(/  iy)  et 
qu'ainsi  la  combinaison  pt«=6,  N«=8  est  imcompatible  avec  Thypothèse  que 

36 
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6  soit  la  plus  grande  valeur  possi ble  de  p.  En  effet,  lorsque  la  variable 
dee  ri  t  le  contour  par  lequei  y  se  change  en  9y%  les  deux  intégrales  fon- 
damentales  deviennent 

fy~<*y  +  *  +  (r)>    ♦  (?r)  -  <&  +  d  +  (r)> 

et  les  coeffìcients  de  cette  substitution  verifient  (n°  14)  les  conci  iti  ons 

ad  -  bc  «  i,     a  +  d  «  R. 

Or  si  F  (y*)  admet  des  racines  proportionnelles  a  ^  ty)*  on  peut  supposer 
que  <p  {^)  désigne  l'une  de  ces  racines,  puisque  cela  revient  a  multiplier 
les  coeffìcients  de  ty  (y)  par  une  constante  convenable.  De  plus  tytyy)**  —  y, 
puisque  nous  avons  démontré  (n°  24)  que  le  contour  décrit  par  la  variable, 
lorsque  la  racine  y  est  remplacée  par  $  [y)%  est  du  quatrième  degre'.  En 
faisant  dèe  ri  re  a  la  variable  ce  dernier  contour  et  en  ayant  tfgard  a  la  for- 
mule vp  (tyy)  ca  -y,  on  voit  que  les  racines  Oy,  ty  (9y)  sont  reraplacées  res- 
pectivement  par 

Gomme  dans  rhypotlifese  où  y  et  ^  (jO  seraient  racines  de  F  (7*),  les  quatte 
fonctions  linéaires  pr&tfdentes  seraient  autant  de  racines  de  F(t*),  nous 
devons  appliquer  aux  coefficients  de  y  dans  ces  fonctions  le  résultat  obtenu 
pour  a    dans    la  formule    Oy  «-  ay  +  bty  (y),  cest-k-dire  que  les    constante* 

a,  c>  -  b,  -  d  seraient  toutes  comprises  dans  la  formule  ~1=*  de  sorte  que 
la  relation  ad  -bc  =  ì  deviendrait 


p"-  p'«-3; 


ce  qui  est  impossible,  puisque  le  module  du  second  membre  est  3,  taodis 
que  le  module  du  premier  ne  peut  pas  surpasser  2. 

Ainsi  quajid  le    nombre  /x»6  satisfait  a  la  condition  énoncée    de  maxi- 
mum, et  que  l'e'quation  F(/)«=o  ne  se  re'duit  pas  a  fe'quation  triname 


,a+A>i76  +  ^Bs0» 


on  a  N  «  4  et 

28.  L'une  des    racines  de  cette  e'quation  est  0p~  -y=y  +  b  <{/  1y)yoùb  dé- 

y-3 
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signe  une  constante  dont  nous  pouvons  disposer  arbitrairement,  parce  que 
nous  pouvons    remplacer    l'integrale  jr  par   toute  autre    intégrale    qui    lui 

soit  proportionnelle.  Nous  prendrons  b  «=-~=^  de  sorte  que  nous  aurons 

fl(P')--^(pa>+V^'l')- 
Les  quatre  racioes  y,  6  {jr),  0  {pjr)t  $  (p2y),  dont  le  pruduit  est  > 

forment  un  système  réduit  de  racines  pour  F  (j-6),  de  sorte  que  la  forme 
/  est  égale  a  la  racine  6mt  d'une  fonction  rationnelle  de  x9  savoir  de  p^. 
Il  en  est  de  méme  de  la  forme  p  **y  [y%  +  2  \Jì  <J/3),  ainsi  que  de  son  co- 
variant  hessien 

H  (p)  =c^(^3-a  ijìjr% 

où  e  d&igue  une  constante.  D'ailleurs  le  covariant  hessien  de  cette  der- 
nifere  forme  n'est  autre  que  la  fonction  p  multipliée  par  une  constante. 
On  a  donc 

p  H  (p)  -  e,  fl  {p)  H*  (p). 

Soit  maintenant  X  la  fonction  explicite  de  x  a  laquelle  se  réduit  la  forme  p. 
Corame  cette  fonction  est  la  racine  sixièrae  d'une  fonction  rationnelle,  elle 
se  change  en  elle-méme  multipliée  par  une  racine  sixifcme  de  l'unite,  lorsque 
la  variable  revient  au  méme  point,  aprfes  avoir  décrit  un  contour  quelconque. 
Soit  donc  p  une  racine  primitive  de  l'rfquation  .r6  »  l,  et  supposons  qu'un 
circuit  décrit  par  la  variable  change  p  en  p'p.  Il  risulte  de  la  formule 
(5,  n°  20)  que  le  méme  circuit  change  H  (p)  en  pa/  H  (p)  et  Ha(p)  en  p4/Ha  (p)> 
de  sorte  que   l'e'quation  précédente,  qui  ne  cesse  pas  d'etre  vérifie'e,  devient 

P>  fl  (p)  -  e,  pw  H  (p)  H»  (p)  «  e,  H(p)H». 

On  a  donc  p3/  «  1  et  par  conse'quent  le  produit  p  H  {p)  reprend  touiours  la 
méme  valeur  au  méme  point  du  pian,  quel  que  soit  le  circuit  décrit  par 
la  variable;  ce  produit  est  donc  une  fonction  rationnelle  de  x.  Ainsi 


/>H(p)-cr+[/-^  +  7£V+s] 
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est  une  foncrion  rationnelle  de  x.  Il  en  est  de  méme  de  son  covariant 
hessien 

29.  p^s,  N  =  6.  Désignons  par  Q(y)  une  racine  de  F  {jr9)    non    comprìse 
dans  les  formules  p^,  p*  <J/  (^),  et  posons 

La  constante  a  est  d^terrainee  par  la  formule  (n°  14) 

(E)  ^.  «  =  B,  -p-1  B, 

où  les  deux  constantes  Bxf  fi  ne  peuvent  recevoir  que  les  valeurs  o,  =fci,  *  ^2, 
qui  correspondent  a  des  contours  du  troisième,  du  quatrième,  du  siiième  et 
du  huitième  degre.  De  plus  ces  constantes  doivent  satisfaire  aux  relations  (n?  15) 

(«)  By/^B.-f  B_x,    BlV/i«B  +  Ba. 

i°  B  =  0.  Corame  a    n'est  pas  nul,    on  ne  peut  pas  supposer  B,  =  0,  de 

sorte  que  la  formule  Bx  \J\  =  Ba  ne  peut  étre  veri  fi  e  e  qu'en  posant  Bx  «  *  \ , 

=fc  1 
B2  =  =b^i.  La  valeur  cor  re  sponda  n  te    de  a  est  donc  -7=- 

2°  B  =  =fc|.     L'un   des    deux    nombres    Bz9  B_x  doit    étre    égal  a±^i  et 
l'autre  a    zèro,  de  sorte    que  Bx   ne  peut    recevoir   que    fune  des    valeurs 

0,  *(p  +  p-1).    On  a  donc  Bx  —  p"" l  B»^""1    ou  bien  =*(p  +  p~  *  -p"1)»:*^. 

Les  valeurs  possibles  de  a  sont   donc  ■   .. >  -t=- 

y- 2     V"2 
3°  B  =  *  fì,  la  formule  *  2  —  B,  +  B_x   ne  peut  étre  vtfrifie'e  que  par  les 

valeurs  Bx  «  B_x  «=*  t,  de  sorte  que  fon  a  Bx  -  p""1  B«  ±  (1  -  p-1  (p  +  p-1))  =  ±  p"a, 
a=      . — »  Ainsi  toutes  les  valeurs  possibles  de  a  sont    comprises    dans   la 

formule  -^=_ .  Il  en  est  de  méme  pour  la  constante  6,  car  <J*  \jr)  e'tant  racine 

de  F  (j-8),  si  Ton  fait  dèe  ri  re  a  la  varieble  le  contour  par  lequel  jr  se 
cliange  cu  <{/  (y)  et  si  Fon  a  égard  a  la  formule  ty2  (y)  «  -y,  on  obtient 

6  (+7)  -  -  *r  +  a  +  (r)> 

de  sorte  que  -6  étant  le  coefficient  de  ^  dans  Texpression  d'une  racine 
de  F  (y*)  en  fonction  lineairc  des  deux  inte'grales  fondamentales  y9  ty  (y),  on 
conclut  de    l'analyse    précédente  que  —6  est    compris,    aussi    bien  que  a, 

dans  la  formule  -!==.• 

V/-2 
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30.  Consid&ons  la  racine 


Il  est  d'abord  évident  que  Ton  peut  mettre  sous  cette  forme    fune  des 
racines  .de  F  (jr9):  car  soit  6  ty)  =  -j=  j  +  J—  ^  (y)  une  racine  de  l'rfquation 

F  (jr8)  »  o.  Cette  équation  admet  aussi  la  racine  5  (p"""*"1./)  -  -4=  ^  +  r         <p  (j), 

et  on  donne  a  cette  racine  la  forme  àionce'e  en  rempla^ant  la  racine  <{/  M 
par  p,'-~l~a  <J<  (p).  Or  on  a 

Les  six  racines 

j»  +  (r)'  ^A  Lr  +  +]»  A  [j  -  +]. 

forment  donc  un  systfeme  réduit  de  racines  pour  l'cfquation  considére'e. 

La  racine  0  ijr)  va  nous  permettre  de  demontrer  que  l'équation  -j^=Vy 

est  ve'rifiée  par  les  racines  d'une  équation  du  48e  degrd  dans  laquelle  le 
plus  grand  diviseur  commun  des  exposants  de  la  fonction  est  6.  Nous 
trouvons  ainsi  la  combinaison  N  =  8,  f*  -  6,  dont  il  a  dté  question  plus 
haut;  seulement    le  nombre  p  ne    satisfait  pas    a  la    condition  d'avoir  la 

plus  grande  valeur  possible.   En  effet,  la  coefficient    -j=  ne    peut    corre- 

spondre:  d'aprfes  le  discussion  precedente  (20)  qu'a  la  valeur  B  =  i.  Ainsi 
dans  l'equa  t  io  n 

a»  (r)  -  Bfi  (r)  ->, 

on  a  B  =  (3  +  /3*"1  «  1,  de  sorte  que  {3  est  une  racine  primitive  de  IVquation 
x6  «  i.  Si  nous  posons  z  «  6  ijr)  -  P-4^-,  ?  (2)  =  9  (jr)  -  fljr,  les  deux  inté- 
grales  z  et  y  (z)    se  changent    en    elles-mémes    multipliées    respectivement 
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par  fi  et  par  j3"~',  lorsque  la  variable  décrit  le  contour  du  sixième  degré 
par  lequel  j  se  e  h  a  a  gè  ea  0  (^).  Si  donc  nous  formons  l'équation  du  48* 
degre  Fx  (z)  =>  o  qui  de  terra  ine  l'intégrale  z,  les  exposants  de  z  sont  tous 
multiples  de  6.  De  plus  F,  (z)  admet  ne  cessai  reme  ri  t  des  intégrales  propor- 
tionnelles  a  l'integrale  f  (z);  car  comme  le  norabre  des  valeurs  de  z  qui 
n'ont  pas  de  rapport  Constant  entre  elles  considérées  deux  a  deux  est  8 
et  que  ce  norabre  doit  étre  determina  par  l'une  des  deux  forra ules  zk  +  i 
ou  $k  +  2  (q°  17),  ou  reconnaìt  immédia^ement  l'impossibilité  de  la  pre- 
mière formule,  et  l'on  coticlut  de  la  que  F,  (z)  admet  des  racines  propor- 
tionnelles  a  l'intégrale  qui  se  e  ha  n  gè  en  elle-méme  multipliée  par  /3~~f, 
lorsque  z  se  change  en  |3z.  Nous  désignerons  par  <f  (z)  l'une  de  ces  racines 
et,  prenant  z  et  y  (z)  pour  sy  stèrne  fondamenta!,  nous  exprimerons  par  la 
formule 

6  (z)  «  az  +  by  (z) 

celles  des  racines  de  F,  (z)  qui  ne  sont  proportionnelles  ni  a  z,  ni  a  <p  (z). 
31.  Afin  d  obtenir  un  système    réduit  de  racines  de  l'équation  F,  (z)  -  o, 
nous  évaluerons   les   valeurs    correspondantes  de  a  et  de  B  au  moyen  des 
formules  des  n°  14  et  15,  qui  deviennent  ici 

a  v/^a-B,  -Br-f,     B«B,  +  B_„ 

r  d&ignant  une  racine  primitive  de    l'équation  ,r*«t,  et  les  valeurs  des 
coeflìcients  B  devant  étre  prises  parmi  les  nombres  o,  *  1,  *  fi. 

d=  f  db  J\ 

i?  Si  B  «  o,  on  a     a  =  -r=   ou  — 7==» 

V~3  y-3 

2?  Si  B-=*=i,  on    doit    égaler  a  B  Tun    des  deux    nombres  B,  ,  B_,  et 

l'autre  a  zèro,  de  sorte  que  B,  ne  peut  avoir  que  l'une  des  valeurs  o  ou 

B;  on  a  donc 

*  r~l  *  (i  -  r~l)      *  r 

a  =  ■  ,-.    ou        a  « 7= — *  «  -=. 

y-3  y-3  V-3 

j°  Si  B  =  =*=  y/2  on  ne  peut  satisfaire  a  IVquation  B  =  Bt  +  B_,  qu'en    éga- 
lant  a  B  l'un  des  deux  nombres  Bt9  B_,,  et  l'autre  a  zèro;  il    en    resuite 

pour  a  l'une    des  valeurs   — 7=-»  ._  ■  «  Àinsi  toutes  les    valeurs  possi- 

y-3  y-3  r 

bles  de  a  sont  com prises  dans  les  deux  formules 


(A)  a«  -7*r.,  a-   -*, 
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de  plus  la  valeur  de  a  est  expriraée  par  la  première  de  ces  formules  et 
par  une  valeur  de  *  non  multiple  de  3,  lorsque  la  variable  doit  décrire 
un  contour  du  huitifeme  degré  pour  que  z  soit  change  en  6  (z).  Comme 
dans  le  cas  actuel  la  fonction  P  comporte  un  ou  plusieurs.  contours  du 
huitième  degré,  nous  sommes  assurés  que  Fx  (z)  admet  une  racine  de  la  forme 

9  (*)  "  ^cj  z  +  b  ?  W» 

et  qui  correspond  a  un  coefficient  B*-^i. 

Lorsque  z  se  change  en  0  (z),  <p  (z)  se  change  en  <p  (Bz)  =  cz  +  dy  (2),  et 
les  quatre  coefficients  de  cette  substitution  doivent  satisfaire  (n°  14)  aux 
deux  relations 

r  J  2    ,     ,  r  i/i 

v/-3  v^"3 


!,  6c  =  - 4. 


On  déduit  de  la   seconde  if  «  1/2  fi- 1  =■  »   >  1^4      :  ad=*L 

D'ailleurs  comme  9  (Oz)  est  racine  de  Ft  (z),  le  coefficient  e  de  z  est  ex- 
prime  par  l'une  des  formules  (A).  II  en  est  de  méme  de  6,  car  si  l'on 
fait  decrire  a  la  variable  le  con  tour  du  quatrifeme  degré  par  lequel  la  ra- 
cine z  est  remplacée  par  <p  (2),  et  que  l'on  ait  egard  a  la  formule  f2  (z)  *>-pf 
on  voit  qus  0 (z)  se  change  en  -bz  +  a<f  (z),  d'où  Fon  conclut  que  b  est 
exprimé  par  l'une  des  formules  (A).  Or  l'unique  manière  de  satisfaire  a  la 
relation  fee-|    en    prenant  b  et  e    dans    les    formules  (A)  est    de    faire 

b  =  -7=-  et    e  =  -t=="#  On  a  donc 

,        r  1/2  r1 

fl  (z)  -  jci z*  71-*  (z)- 

Enfin,  quelle  que  soit  la  valeur  de  1  nous  pouvons  remplacer  f  (2)  par 
r-*-1  <f  (2),  ce  qui  donne  k  6  (z)  la  forme  suivante 


.— 1 


32.  Comme  cette  valeur  de  0  (z)  est  celle  qu'on  obtient  en  fflis^nt  j  =*  - 1 
dans  la  formule  précédente,  il  faut  prendre  c**—j=.  dans  il'expression  de 
?(02)9  de  sorte  qu'on  a 
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*.  (Z)  -  ?  (**)  -  -7=    Z-^f?(2) 

On  reconnait  aisément   l'impossibilité   de  trouver  deux  exposaats  entiers 
i  et  /  qui  puissent  vérifier  la  formule 

dans  1  aquelle  z  et  9  sont    deux  intégrales  dont  le  rapport  n'est  pas  con- 
stani.  Il  résulte  de  la  que  les  buit  racines 

z,  0(z),  0(rz),  6(r*z), 
?»  e,  («)  0,  (rz),  9k  (r'z), 
forment  un  système  réduit  de  racines  de  F,  (z).  Or 

z6(z)  $  (rz)  0  (r*z)  -  — ^=  («  yf%  z3  +  <f% 

—  3  y — 3 

—  3  y-3 

2  ^2  /fi         6         7  \/2      »     sv 

27        T    T  4  T/ 


Le  produit 


est  la  racine  sixifeme  d9une  fonction  rationnelle,  puisque  sa  siiième  puis- 
saoce  est  le  derider  terme  de  F?  (z).  Mais  nous  allons  démontrer  que  ce 
produit  est  une  fonetico  rationnelle.  Soit  en  effet 

f-ZJ    [?•-**  +    li!   Z3?3  J. 

le  covariant  hessien  de  cette  forme  est,  a  un  facteur  Constant  prfes, 

cH(fl  =  [?6-s6-5v/i?V]\ 

Or  si  l'on  d&igne  par  cSl2  la  somme  des  douzièmes  puissances  des  ra- 
cines de  Ft  (z),  on  a 

S„  =  ««•  -e  ?»  ♦  —,  2  (y/i  *  +  r"f)«"  -  ^  S  (Vi  ?  "  *"«)»,  (1  -  0,  t,  «). 
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5J  (y/ì  z  +  r2i  (p)la  =  3  (64  Z12  +  16  c3  v/i  *9  ?3  +  8  C6  Z6  q>6  +  2  yfk  C3  Z3  <p*  +  <p,a), 
2  (^  ?  ~  r*'*)"  -  3  (64  ?"  -  16  C3  ^2  «3  T9  +  8  C6  a6  (p6  -  2  y/2  C3  Z9  ?*  +  Zla), 
9.27  Sia  «  4.77  [z1*  +  <pla  4-  48  Z6  <J>6  -  10  y^i  (<p6  -  Z6)  Z8  ?*] 

-4.77  [<p6-S6-5t/Ì<p3  «•].• 

Donc  si  l'on  pose 

p  a  <J)6  -  s6  -  5  j/i  <j>3  z3, 

le  carré  jja  de  cette  forme  est  une  fonction  rationnelle  de  x.  D'ailleurs 
on  trouve  que  le  covariant  hessien  de  la  forme  p  est  la  forme  /  elle- 
méme,  a  un  facteur  Constant  près.  On  a  donc  (n°  20),  en  désignant  par  e1 
une  constante, 

/-**•[£♦*-'].*-»'.  TÉ 

Comme  p*  et  T  sont  des  fonctions  rationnelles  de  xì  on  conclut  de  cette 
formule  qu'il  en  est  de  méme  de  la  forme  /. 

33.  Nous  avons  donne    plus  haut  (n°  30)   un  systfeme  reduit    de    racines 
pour  IVquation  F  (^8)  -  0.  Le  produit  des  six  termes  qui  le  composent  savoir 

s  -r  +  (r*  -  +')  (ra  +  +*)  -  j*  (r*  -  **). 

est  la  racine  huitième  d'une  fonction  rationnelle,  savoir  da  dernier  terme 
de  F  (t*8).  Mais  on  reconnait  aisément  que  le  carré  de  ce  produit  est  une 
fonction  rationnelle  de  jc.  On  trouve  en  effet 

d'S  3,     d*S  ,1      d'S         /    4      .«1 

d?  -  ^  *•  ir " "  "^  Wd~ri{jr   n 

H  (S)  =  -  ss  {j*  +  <|/8  +  147*  f), 

en  designali  t  par  H  (S)  le  covariant  bessien  de  la  forme  S.  Or  si  Fon  fait 
la  somme  des  huitièmes  puissances  des  racines  de  F  (y%),  on  trouve,  en  la 
d&ignant  par  sS8  , 

s«-/  +  +,+nS(r  +  p"t)8  (*  =  o,i,2,3), 
2  ir  +  p"  <M8  -  *  (r8  +  48  +  «•  «r*  **). 

4S8  =  5  (7»  +  <J/8  +  |4f*  <|/*). 

Ainsi  le  covariant  hessien  de  la  forme  S  ne  difière  que  par  un  facteur 

37 
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Constant  de  la  sororaes  des  huitiemes   puissances  des  racine*  de  F(^8).    En 
appliquaal  ici  la  formule  (5)  du  o°  20,  oq  obtient  la  formule 


,,.»  [£♦*-,].  t-»£^ 


où  e  est  une  constante»  et  T  une  fonction  rationnelle  de  x.  On  en  dé- 
duit  que  S*  est  une  fonction  rationnelle  de  x. 

Il  ne  pourrait  y  avoir  d'exception  que  dans  le  cas  où  le  facteur  de  S* 

serait  nul.   Mais  dans  ce  cas  l'équation  -7-  +  t*  =»  P  admettrait  une  intégrale 

rationnelle  T,  et  l'on    obtiendrait  une  intégrale  de  Féquation  proposée  au 

moyen  de  la  formule  Logjr  =*  f  T  dx  f  y*=*  \/S.  Il  n'y  aurait  pas  lieu  de  re- 
chereber  si  l'intégrale  generale  petit  s'obtenir  au  moyen  d'une  équation  du 
qua  rari  te  huitième  degré. 

34.  p  =  to,  N  =  i2.    Désignons    par  p  une    racine  primitive    de   l'équation 
xi9  =  i,  et  par 

(1)  0  ijr)  =  aj  +  6+  {jr) 

une  racine  de  F(/i0)  non  comprise  dans  la  formule  p*j.  Le  coefficient  àej 
est  determina  par  la  formule  (n°  14) 

(E)  «(P-p-«)-BI-fr'B, 

où  les  coefficients  B,  Bt  doivent  satisfaire  aui  relations  (n°  15) 

(a)  B,  +  B_,  =  (p  +fTl)  B,     B  +  Ba  * (p  +  p-«)  B,. 

D'ailleurs  les  coefficients  B,  ne  peuvent  avoir  que  les  valeurs 

(2)  o,*i,  ^(p  +  p-1),  =b(ps  +  p-3). 

En  effet  B,  ■■  |3,  +  J3,-1  f  0,  étant  une  racine  primitive  de  Te'quation  xm  =  i, 
dont  Texposant  m  exprime  le  degré  du  contour  par  lequel  jr  se  change 
en  Qp'jr.  Corame  cet  exposant  est  supérieur  a  2  et  au  plus  égal  k  io,  il 
ne  peut  avoir  que  l'une  des  valeurs  3»  4,  5,  6,  a  et  10.  Mais  il  faut  exclure 
la  valeur  m  «8*  Gar  si  lfon  avait 

on  formerait  l'équation  T  (<p8)  «  0  vérifiée  par  les  valeurs  de  la  fonction 
y{K)-Q{y)- &">  le    n ombre    des  termes    duo    sy&tème    réduit    de  racines 
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pour  celle  e'quation  devrail  élre  de  l'une  des  deux  formes  4*  +  i  ou  *k  +  2 
(u°  17),  ce  qui  esl  irapossible,  puisqu'il  esl   ^gal  a  15' 

Or  les  coefficients  B  ne  peuvenl  pas  otre  tous  nuls,  car  alors  on  con- 
clurait  de  la  formule  (E)  que,  pour  toute  racine  de  F  (y10)  non  proportion- 
nelle  a  j,  on  a  dans  la  formule  (i)  a  =»  o,  el  par  conséquent  toutes  les  ra- 
cines  de  F  (y10)  seraient  comprìses  dans  les  deux  formules  p'y.  pty  (^).  On  ne 
peul  pas  supposer  non  plus  que  lous  ces  coefficienls  soienl  ralionnels;  car 
alors  on  déduirait  pour  p+p""1,  de  l'une  des  deux  formules  (a),  une  va* 
leur  ralionnelle.  Donc  l'un  au  moins  des  coefficienls  B,  B, ,  B_, ,  Ba  est 
e'gal  k  *  (p  +  pr1)  ou  à  *  (p*  +  p""3).  C'est  ce  coefficienl  que  nous  d&igne- 
rons  par  B.  Nous  pouvons  méme  supposer  B=**(p  +  p-,)f  car  si  l'on  a 

fl2  (r)  -  *  (p3  +  p~3)  ?r -r> 

on  conclut  de  la  formale  (io)  du  n°  13,  en  faisanl  m  =  3  et  en  rempla^ant 
p  par  =*=p\  que  l'on  a 

de  sorte  qu'  il  suffit  de  remplacer  6jr  par  6*jr  pour  avoir  B  =  *  (p  +  p—I). 
Nous  supposerons  que  cette  racine  est  celle  qui  est  designée  par  9jr  dans 
la  formule  (i). 

Si  B^p  +  p""1,  la  premiare  des  formules  (a)  devient 

pa  +  p~a  +  2  =  (p  +  p-1)  +  i  =  B,  +  B^, , 

et  l'on  ne  peut  la  vérifier,  au  mojen  de  valeurs  prises  dans  le  tableau  (2), 
qu'en  égalant  a  t  l'un  des  nombres  J}1 ,  B_! ,  et  Tautre  a  p  +  p""1,  ce  qui 
donne  pour  a  l'une  des  deux  valeurs 


a  =5  — — —  •         a  =    ■ 
P-P  P-P 


Si  B  «=  -  (p  +  p""T),  on  obtient  pour  a  les  mémes  valeurs  changées  de  si- 
gnes,  car  la  formule  (a)  ne  cesse  pas  d'élre  vérifiée  quand  B,  Bx  et  B_, 
changent    en    méme  temps  de  signes.    Toules  ces  valeurs    sont    comprìses 

dans  la   formule  — 


p-p- 


Ainsi  F  (^t0)  adroet  necessairement  une  racine  de  la  forme 

p-p 
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et  conséquemmeut,  une  racine 

9r!r  -  rè^r + H  (r)- 

r      P 

35.  Nous    d&ignerons    par  Bj  cette    dernière    racine,  et    nons    poserons 
9  (^)^S1  (j-).  Gomme  la  racine  <J/  satisfait  a  la  conditieu  ^(^/)  =  -/,  on  a 

Pa  P2 

?T —tjr  +  1>ìfijr)>   Ol(jr)--bjr  +  — i-— r<Kr). 

P""P  P""P 

Les  douze  racines 

.r.  *  (r),  e  (gr),  e  (p»,  e  tfj),  e  (p», 

+.  ».  (r)>  ei  ter)»  ».  (p!t)>  ».  (tfr).  ei  <p4r). 

forment  un  systfeme  réduit  de  racines  de  l'equa tion  F(jri0)^o,  car  il  n'e- 
xiste  entre  elles,  deux  a  deux,  aucun  rapport  Constant.  Pour  le  de'montrer, 
il  suffit,  d'après  ce  que  nous  avons  vu  pre'crfdemment  (n°  16),  d'établir 
qu'il  est  impossible  de  trouver  deux  exposants  entiers  i  et  /  propres  a  vé- 
rifier  la  relation  6l  (jr)  =  pl0(p'jr) ,  c'est-a-dire 

pa  p/-M+a 

p-p        p-p 

Or  c'est  ce  que  l'on  voit  immédiatement  ;  car  le  rapport  des  deux  inte- 
gra les  jr  et  $  n'étant  pas  Constant,  on  de'duit  de  cette  formule 


h  _    P P J  _       -— '    tfi  «       i  . 


p-p  *        p-p 

ce  qui  est  impossible,  car  p  etant  racine  primitive  de  Téquation  a:10  =  l, 
les  seules  puissances  de  p  égales  a  -  t  sont  celles  dont  les  exposants  sont 
des  multiples  impairs  de  5. 

Pour  obtenir  la  valeur  de  bf  rempla^ons  Qj  par  i'expression  precedente 
dans  la  formule  0*  (y)  «  (p  +  p-1)  Ojr  -  jr9  ce  qui  donne 

*  ir)  -  {**  *0?  -  ']  j  *  b  (p  +  n  ♦• 

L      p        p  J 

La  racine  Q*jr  doit  étre  comprise  dans  l'une  des  deux  formules  p'0  (p^), 
P*  °i  (p!^)>  raa^s  on  vo^  immediateraent  qu'elle  ne  l'est  pas  dans  la  première, 
parce  qu9en  égalant  entre  eux  les  coefficients  de  y>  on  aurait 


P ,.<+'+*  _ 


i 


'      p        =  77tf=I,% 


Pa-P~a     P-P'1  P*P 
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ce  qui  est    impossible.    On  doit  done    prendre  Q*  (y)  »  p'  0t  (p^-),  et  1  on  en 
déduit 

p  -p  V     p/    p-p  p  -p 

e  d&ignant  un  exposant  entier.  Gomme  la  racine  <f*  (j)  peut  étre  remplarée 
par  p~e+a  ^  (^),  nou$  prendrons  b  =    a  ^  _a«    ^  = —  »  et  les  termes  de 

p    —  p  p  -r  p 

notre  système  réduit  de  racines  seront  exprimés  par  les  deux  formules 

/•ha  /«4-a 

(a)        «  (pjy) . -L_- o  +  *  ,r- fl,  fll^)  =  -L_:i[pa'4,_Ar]. 

p       p  p       p 

36.  Le  produits  des  racines  fondamentales  renfermées  dans  chacune  de 
ces  deux  formules  est  e  [y5  +  h*  <J<5]  pour  la  première,  et  e  [ty5  -  A5^5] 
pour  la  seconde,  de  sorte  que  le  produit  des  douze  termes  de  notre  sys- 
tème réduit  de  racines  est,  a  un  facteur  Constant  près, 

Or  en  ayant  égard  aux  formules  p*  =»  -  i,  pa  +  p— *  -  p  —  p~'  +  1  ■=»  o,  on  trouve 

(p  ■*■  p-1)'  =  -  2  +  5  (p3  +  p~3)  +  10  (p  +  p~")  «-  5  (p  +  p"1)  +  3. 
(p  +  p-»)10  a  85  (p'  +  p~a  -  p  -  p-«)  +  SS  (p  +  p"')  +  34, 
1  -  (p  +  p-')10  o  -  ti  [5  (p  +  p"1)  +  3] 

de  sorte  que  le  produit  des  12  racines  fondamentales  est,  a  un  facteur 
Constant  près,( 

Ce  produit  est  une  racine  d'une  fonction  rationnelle;  puisque  sa  dixième 
puissance  est  rationnelle.  Mais  nous  verrons  que  ce  produit  est  lui-méme 
une  fonction  rationnelle  de  x. 

37.   Nous  aurons  besoin  de  connaitre  une  autre  fonction  symétrique  des 
racines  de  F  (ji0),  savoir  la  somme  des  20"  puissances  de  ces  racines,  somme 

que  nous    désignerons    par    10  SJ0.  En    posant,    pour  abréger,   a  »  — — ,  > 

p  —  p 

P  =»  — — —  t  on  exprime  la  fonction  SM  par  la  formule 

P  ""  P 
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* 

Or,  en  se  rappelant  que  J)  p3/  =  0  ou  5,  suivant  que  i  est    premier  avec  5 

ou  divisible  par  5,  on  trouve  généralemeot 

20  .  19  .  1S  •  17  .  16 

C.  « •»  3  .  f  8  .  17  .  19,         Cttk  «  4  .  11  •  13  .  17  .  19. 

'1.2.3.4.5  40 

En  appliquant  cette  formule  au  calcul  de  SM,  on  trouve 


Or 


y  5  a  a  p 


25  ^6  25  .  125' 


Donc 


5*  Sf0  -  4  .  11  .  17  (jr**  +  4,")  +  ,|  0J  ?  (/°  +  +")  +  «  C10/6  +4° 
-  44  .  17  Oao  +  f f  +  12  .  19/  *B  (^  -  <H  ♦  20.  19/°  <|<40]. 

Ainsi  la  forme 

(5)  p  -  y  +  y  + 12 .  f9y  ^»  ^  -  tf*)  ^  26.  I6y  4,". 

est  une  fonction  rationnelle  de  x.  Il  en  est  donc  de  méme  de  son  cova* 
riant  hessien  H  (p).  Or  ce  covariant  est,  a  un  facteur  Constant  près,  le 
cube  de  la  fonction  q.  C'est  ce  que  Con  constate,  sans  effectuer  le  calcul, 
en  remarquant  que  H  {p)  renferme  en  facteur  jr*  ty*  et  par  conséquent  (n°  21) 
le  cube  du  produit  q\    d'ailleurs    H  (p)  et  q*  sont  de  méme  degré,  savoir 

du  36';  on   a  donc  H(/d)«c^3,  q  =  qiQ  :  f9«^10:  (  — J  Hty>)\  Comme  Iés 

deux  fonctions    q10  et  (H(p)f  sont    ratiounelles,    leur  quotient  q   est   lui* 
méme  une  fonction  rationnelle  de  x,  ainsi  que  nous  i'avtms  annoacé. 
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DEUXIÈME  PARTIE 

Méthode  pratique  pour  obtenir  les  intégrales  algébriques 
des  équations  différentielles  linéaires  da  second  ordre. 

38.  Nous  avons  vu  dans    la  première    partie  que  si  l'intégrale  complète 
de  l'équation 

«   %-*> 

est  algébrique,  il  esiste  deux  intégrales  particulières  J  et  i>  {/)  dont  le  pro- 
duit  est  une  racine  d'une  équation  binóme,  ou  bien  d'une  équation  du 
quatrième,  du  sixième  ou  du  douzieme  degré  a  eoefficients  rationnels  re  la- 
ti vement  a  la  variable  x.  Nous  allons  ramener  toute  la  solution  de  notre 
probleme  a  la  recherche  de  ce  produit,  que  nous  désignerons  par  u. 
Soit  donc  u  =jr  ty  (y)  et  désignons  par  e  la  constante  de  l'équation 

7  dx      V  dx 

Si  nous  faisons  *,  «=» -r  -r-»     *  - r-»  cette  équation  devient 

9  dx  jr  dx 


d'ailleurs  on  a 


(«)  tt-t=°; 

u 


t    ìt  nAL0g  ^n  -  — ; 
1  dx  u  dx9 


de  phis  la  condition  nécessaire  et  suffisante  pour  que  j  et  ^  soient    deux 
intégrales  de  l'équation  (i)  est    que  leurs    dérirées    logarithmiques  t  et  tl 
vérifient  les  équations 

■ 

Nous  pouvons  omettre  la  dernière  équation,  car  en  combinant  par  soustrac- 
tion  les  deux  équations  (y)  ou  eu  déduit 

d.  Log ti-tt)      , 
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ce  qui  est  précisément  le  résultat  auquel  on  parvient  ea  prenant  la  Aérìvét 
logarithmique  des  deux  membres  de  l'èqua tion  (a) ,  et  en  teaant  compte  de 
l'équation  (j3).  Les  troia  fonctions  t,  tlf  u  sont  donc  complfetement  déter- 
minées  par  les  trois  équations 


I 


u 

i  du 
t     +  *  =  _ 

u  dx 


dt_ 
dx 


+  *a-P. 


I  du 


Les  deux  premières  donnet  tt  «  — = ,  et  en  substituant  cette  ex- 

r  u  dx       u 

pression  dans  la  dernière,  on  trouve 


d  (-— \ 
\udx/ 

dx 


te    /i 
u    \u 


l  du\ 
dx) 


/i  du       cV 
\u  dx       u) 


4P. 


Ainsi  tout  uotre  problfeme  se  trouve  ramené  a  trouver  une  fonction  algé- 
brique  u  qui  vérifie  IVquation  diflférentielle. 


4  (Li 

II  a — ^— - 
dx 


du\ 
dx) 


G 


ì  du\*       e* 
di)    +*-**' 


Lorsqu'on  a  trouve  cette  fonction,  on  obtient    les  fonctions  t ,  j  ,  ty  (j)  , 
au  moyen  des  formules 


,     i  à  Log 


cCdx 

U        C  ,/-  21     U 

,  r-Vue      '       » 


*  -  tfi 


e  [dx, 
*Ju 


dx         ut 

de  sorte  que  l'intégrale  generale  de  l'équation  (ì)  est  exprimée  par  la  formule 

e  Cdx  e  Cdx 


III    y  -  \fH  (m  e 


Ne 


> 


où  M  et  N  designent  deux  constantes  arbitraires. 

39.  On  pourrait    croire    d'aprfes  ce  résultat  qu'il  resterait  a  effectuer  la 

Jdx 
— ,  ce  qui  serait  sans  doute  fort    laborieux  dans  le  cas  où 
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la  fonctìon  u  serait  déterminée  par  une  équation  d'un  degré  supérieur  au 
second .  Mais»  nous  le  verrons,  ce  calcul  n'est  nécessaire  que  dans  le  cas  où  u 
est  la  racine  carre'e  d'une  fonction  rationnelle;  dans  les  autres  cas  les  di- 
verses  racines  de  lVquation  F  (j-^)  «  o  s'expriment  directement   en  fonction 

Jdx 
—    au    moyen    de    la 

formule 


C      I   dx 

l   J    —  "  3  l<>gU  -  log^. 


La  fonction  u  satisfait  a  une  équation  differenti  elle  linéaire  du  troisifeme 
ordre,  qu'on  obtient  au  moyen   des  trois  premiferes   d&ivées  de  l'èqua  tion 

d*y  d*à 

u  «^t  en  ayant  égard  aux  deux  formules  ~^-t  =  Vy ,  -r-£  =»  P  <f;  on  trouve  ainsi 

du  tfy  djr      d*u      p  dy   dty 

dx  "*'    dx         dx      dò?^      ^       dx  dx 


*»*£-*(&**£}. 


/  v  <Pu       _  du       _.  dV     _. 

(1>      jp  - ,f  ai  -Pu  -  «■  s-p- 

Cette  formule  nous  sera  utile  dans  le  cas  dont  nous  allons  nous  occuper, 
où  la  fonction  u  est  la  racine  carrée  d'une  fonction  rationnelle  de  x. 

I.     N»a,  ft»2m. 

40.  Le  cas  où  le  produit  yty**u  est  racine  d'une  fonction  rationnelle  est 
celui  où  toutes  les  racines  de  lVquation  F  (j^)  =»  o  sont  proportionnelles 
aux  deux  integrales  fondamentales  y  et  <J*  iy).  Nous  avons  yu  (n°  u)  que 
Fon  a  fi  m  a/71  et 

F(^)-/"+/>i/"+f>.-o. 

Si  l'on  désigne  par  p  une  racine  primitive  de  l'équation  xtm  »  i,  toutes 
les  racines  de  F  (y*m)  sont  comprises  dans  les  deux  formules  ply9  pty  (y). 
La  fonction  U"=*yty{y)  reste  invariable  lorsque  y  se  change  en  py,  elle 
change  de  signe  sans  changer  de  valeur  lorsque  y  se  change  en  <f*  (^*)> 
parce  qu'alors  ty{y)  se  change  en  <p  (ty) m  "X-  Cornine  toutes  les  substitu- 

38 
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tions  expriraées  par  les  formules  p'jr,  pty  (j)  sont  composées  dea  deox  sub- 
stitutions  élémentaires  py,  $  (y)9  la  fonctioa  u  n'a,  pour  cbaque  valew 
de  x,  que  deux  valeurs  égales  et  de  signes  contratte*.  Se»  carré  u  est 
donc  uniforme  dans  toute  l'étendtte  du  pian,  et  puisqu'il  est  algébrique, 
il  est  e  gal  a  une  fonctioa  ratioanelle  que  nous  de'signerons  par  S.  Od 
aura  donc 

et  la  formule  III  devi  end  ra. 

e  C  doc  c  dx 

Tout  notre  problème  est  aitisi  ramerà  a  celui  de  t  roti  ver  une  fonction  ra- 
donneile  S  dont  la  racine  carrée  u*=>yS  vérifie  l'e'quation  (3).  Or  on  a 

i    du     à  S'     L  i   iPu      4    f     <  R, 

1  ^^ifta  +  ìRR'  +  iR" 

a  rfx3      •  *  f 

En  substituant  ces  expressions  dans  l'équation  (s)  préalablement  divise'e  par  u, 
on  obtient  la  relation 

(4)  R3  +  eRR'  +  4R"  -  icPR  *  16  P'f 

qui  fera  connaitre  la  fonction  R,  et  par  conséquent  la  fonction  chercliee  S, 
dont  R  est  la  dérivée  logarithmique. 

41.  Posons  S  =  II  {x-a)1  >  en  d&ignant  par  II  un  produit  de  facteurs  sem- 
blables  a  (x-a)x;   les  fonction*  R ,  R' ,  R'r  sout  exprim&s  par  les  formules 

**  x  -  a  **  {x-a)*  ^(x-ay 

Si  le  facteur  x-a  ne  figure  pas  k  une  puissànce  superieure  k  la  pre- 
mière dans  le  denominateur  de  la  fonction  rationnelle  P ,  le  second  merabre 
de  lVquation  (4)  multipliee  par  (x-df  s'annule  quand  x*=a9  et  l'on  obtient 
pouf  determiner  X  lVquation. 

X3  -  6Xa  +  8>  «  0. 
la  solution  X»o  étaftt  étrangkre,  ori  à  X  «*  3  *i  >  A  =«  *  ou  4. 
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A  A 

Supposons  que  l'on  ait  P=- a+  - — ^'a-i . . /et  a>2.  Le  premier 

1  x  (x-a)  (x-à) 

membre  de  lVquatioa  (4)  multipliee  par  (jc-a)**1  s'annule,  tandis  que  le  se- 
cond  se  re'duit  a  16  AX  —  16A«    En  égalant  a  zèro  cette  expression,  od  ob- 

tient   ìa«, 

A  A 

Soit  enfin    P=r 5  +  - — ^   -*-...,  et  e'galons    entre  eux    les  coeffi- 

cients,  de  (.r— a)*""3  dans  les  deux  membres  de  l'e'quation  (4);  nous  trouvons 
l'e'quation 

X3  -  cX*  +  831  «  io  A  (X  -  2), 

d'où  il  risulte  que   X  ne  peut  avoir  que  l'une  des  trois  valeurs. 

(5)  X  =  2,    i«2  +  2^+4À,    X  »  2  -  2  >Jl  +  4À. 

Comme  X  est  entier,  les  deux  dernières  valeurs  ne  sont  admissibles  que  dans 

les  cas  où  yt  +  AA  est  un  n ombre  rationnel  dont  le  de'nominateur  est  au  plus 
égal  a  2. 

La  fonction  S  peut  don  e  se  mettre  sous  la  forme  suivante 

S«XaII(a:-a)>  (*-&)"> 

où  X  design  e  un  polynóme  èntier  ne  renfermant  que  des  facteurs  linéaires 
simples  ou  doubles,  (x-b)"  les  facteurs  lineaires  du  de'nominateur  de  P  dont 
les  exposants  a  sont  supérieurs  a  2,  et  (x-a)  les  facteurs  doubles  du  de'no- 
minateur de  P. 

En  design  ant  par  L  le  degre  de  la  fonction  S  et  par  l  celui  du  polynóme 
X,  on  a  la  relation 

(a)  L«=«5^1  +  S«. 

la  est  complètement  determina  ;  IX  n'est  susceptible  que  d'un  nombre  li- 
mite' de  valeurs,  car  le  nombre  des  facteurs  {x-a)  est  limite,  et  pour  cha- 

cun  de  ces  facteurs  l'exposant  X  ne  peut  avoir  que  les  valeurs  2,  **avi+4A. 

Il  nous  reste  a  deterrainer  L  afìn  de  diluire  de  la  formule  (6)  la  valeur  de  5. 

42.  Pour  cela  developpons  chacune  des  fonctions  S,  P    en  une  sèrie  or- 

donnee  suivant  les  puissancesdécroLssautes  de  x  suppose  très-grand.  Nousavons 

.  .  n      L       m 

¥^paf+  plafs^1  +  ...  ,    S-gx+gtx    *  +  ...,    R  =  - -t- — 1  +  ..., 

X         X 
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et  en  substituant  ces  de'veloppements  dans  l'équation  (4)  nous  trouvons  la 

relation 

k 

V  -  eV  +  sL  +  -  +  ...  =:  i6/i  (L  +  ©)  x*+*  +  Mar1"1"1  +  ... 

qui  doit  se  réduire  a  une  identità.  Il  faut  distinguer  trois  cas,  suivant  que 
le  degré  ti  de  P  est  supérieur,  égal  ou  inférieur  a  -  2. 

i°  xs  >-t  ;  le  terme  en  o^4*1  est  du  degré  le  plus  élevé  ;  son  coefficient 
doit  se  rèduire  à  zero,  ce  qui  donne  La-cr. 

2°  «j  =  —  2  ;  en  égalant  entre  eui  les  termes  constants,  qui  sont  dans  ce 
cas  du  degré  le  plus  élevé,  on  obtient  l'équation 

(L-2)  (Lf  -  4L  -  \*p)  «  0, 

dont  les  racines  sont  2,  2  =*  2  V 1+4/?. 

3°  xs  <— 2;  le  nombre  L  est  de  terni  ine  par  IVquation 

L3  -  eL1  +  sL  «  0, 

dont  les  racines  sont  0 ,  2  et  4. 

Dans  chaque  cas  le  nombre  L  a  trois  valeurs  au  plus.  On  les  essaiera 
successivement  dans  la  formule  (e) ,  et  si  a  ne  une    d9  elles  ne  donne  pour  X 

une  valeur  entière  et  positive»  l'intégrale  de   l'equa t io n  ~?-2=*Py    est    ira- 

possible  sous  la  forme  supposte.  Si  lon  obtient  pour  ?  une  ou  plusieurs 
valeurs  entières  et  positives,  on  formerà  les  expressions  correspondantes  de 
S,  en  égalant  X  a  un  polynóme  du  degré  l,  a  coefficients  indéterrainés, 
puis  Ton  substituera  dans  la  formule  (4) 

et  Ton  disposerà    des  coefficients    de  X  pour  réduire  cette  formule    a  une 

identità,  ou  bien  l'on  reconnaitra  que  le  problfeme  est  impossible.  On  peut 

•         e' 
aussi  substituer  directement  dans  1  equation  II  les  expressions  u%  «  S,  -  -r—  —  |  — • 

*  IÀ>  HX  d 

43.  Nous  appliquerons  immédiatement  la  méthode  exposée  a  la  solution 
de  la  question  suivante  :  trouver  les  conditions  que  doivent  remplir  les 
coefficients  A,  A, ,  B  de  la  fonction 

P=A+    A"    ,     B 

x        (x  -  l)*       X  (X  -  i 
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pour  que  l'équation  différentielle  —\  =  Fjr  soit  inttfgrable    au  moyen   des 

racines  d'une  équation  trinò  me  ^4m  +  ^tm  +  S*  «  o ,  où  />  et  S  sont    deux 
fonctions  ratioauelles  de  x. 

Comrae  dans  ce  cas  le  dénominateur  de  P  n'a  que  des^facteurs  doubles, 
la  fonction  S  est   donnée   par    la    formule  S  =X*  oc*  (x-i)h,  où  X  a    l'une 

des  trois  valeurs  2,  2±2^  +  *A,  et  X'  l'une  des  valeurs  2,2*2  ^i  +  4À,, 

Le  degré  o  de  P  est  -  2,  et  le  coefficient  de  x~2  dans  le  déveioppement 

de  cette  fonction  ordonné  par  rapport  aux  puissances  décroissantes  de  x  est 

/j  =  A  +  A,+B.  Le  degré  L  de  S  est  donc  l'un  des  nombres  2,  2  ±  9  sfì+kp. 
Le  degré  £  du  polyndme  X  se  déduit  de  la  formule. 

(6)  L-iÈ  +  A  +  X', 

et  l'on  détermine  les  coefficients  arbitraires  de  X  de  manière  à  rendre  iden- 
tique  l'équation 

,,       db     »n.  e*  •        *X'      X         ì! 

Si  l'on  prend  arbitrairement  deux  nombres  entiers  X  ,  Xf  et  un  polynóme 
X  a  coeffiicient  indeterminés,  on  déduit  de  la  formule  (2)  l'expression  generale 
des  fonctions  rationnelles  P  pour  lesquelles  l' intégrale  generale  de  l'équation 

-~t  ss  fjr  est  exprimée  par  la  formule 

dX  n  rdx 


c  f  £*  c  r 


Lorsque  les  coefficients  A ,  A,  et  B  sont  donnés  et  que  l'on  demande  si 
V  équation  -^-  =  fjr  peut  sf  intégrer  sous  la  forme  énoncée,  il  faut  d'abord 

calculer  les  radicaux  caraetéristiques  vTTlA  ,  ^*  +  4A,  ,  tfi  +  Ap.  Si  2^i  +  4A 
n'est  pas  un  nombre  entier,  l'exposant  X  est  e  gal  a  2;  il  en  est  de  méme 

de  X'  et  de  L  lorsque  2  ^1+  4A,  et  2^1  +  *p  ne  sont  pas  des  nombres  en- 
tiers. Or  si  l'on  prend  L  »  2,  X  «  V  =  2 ,  l'équation  (e)  donne  pour  £  une  va- 
li* r 
leur  negative.  L' integration   de  l'équation  •— -a  »  Fjr  sous  la  forme  propo- 

*A*JC 
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sée  est  doiic  impossible  lorsque  aucun  des  trois  nombres  2yi  +  4A,  2yi  +  4A,  f 

2^1  +  Ap  n'cst  entier  ;  il  eri  est  de  mèrae  lorsqu'un  seul  de  ccs  trois  nom- 
bres est  entier,  sv  il  est  impair. 

44.  Prenons  2^1 +  4A  «  2v/i  +  4A,   =1.    Quel  que  soit  le    troisième  radicai 

Vi  +  Ap,  on  satisfai  t  a  l'e'quation  (e)  en  prenant  L=2,  X  =  A'=  i,  £  =  0.   Les 

%X  —  i 

•  valeurs  correspondantes  de  S  et  de  R  sont  S  «  x*  —  x9  R  «-  -  a       -1    de    sorte 
que  l'équation  (2)  devient 

4p=.a l_  ,     B     ^    »     («^-tr,  t/«g-A',  c* 

ax2      a  (x-  1)*      a:  (x  -  1)      xa  -  x     x2  (x-i)2      4  \xa- x)    x*  -x 

On  déduit  de  la  IVquation  equivalente 

e2  +  2  -  B      t  Haa:  -  i)a  -  ara  -  (.r  -  <)*n      s        l 
«ra-ar    "  *  L  xa  (x  -  i)f  J- 5ar(jc- i)' 


S 


/ 


s'effectue  au  moyen  de  la  formule 

dx  . 

^=  =  Log  (2X  -  i  *2  Vx*  -x), 

et  en  substituant  cette  expression  dans  la  formule  (7),  on  obtient 

jr~  \/x2  -xl  M  (2x-  1  +  2^xa-  ,r)*  +  N  (*r-  i  -2  ype^^x)* y 

Cette  intégrale  «st  algébrique  si  e  est  un  «ombre  rationnel  ;  elle  est  tran- 
scendante  dans  le  cas  contraire 

II.      N«=4,   ft  *=6. 

d2y 
46.  Lorsque    l'équation  ~%  =  ?jr  est  vérifie'e  par  les  racines  d'une  tfqua- 

tion  irréductible  du  vingt-quatrième  degré,  ne  se  réduisant  ni  a  une  équa- 
tion  bindme,  ni  a  une  equation  trinóme,  nous  avons  vu  (n°  28)  que  Ton 
peut  prendre  coni  me  système  fondamental  deux  integra  les  jr  et  ty  qu*  se 
changent  en  elles-mémcs  multipliées  par  des  racines  de  l'unita,  lorsque  la 
variable  revient  au  ménte  poi  ri  t,  aprfes  avoir  d&rit  un  certain  con  tour,  et 
que  les  racines  de  l'e'quation  F  (y6)  =  0  se  déduisent  des  quatre  racines 
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.r.*(r>-^5  ^  +  vM)>  9<sr)>  0(fr) 

en  les  multipliant  par  des  puissances  d'une  racine  primitive  p  de  l'équa- 
tion  x6=  i.  Le  produil  de  ces  quatre  racines  est  cy  {j%  +  a  y/à  <ji3),  et  nous 
avons  demontré  qu'en  multipliant  cette  forme  par  son  covariant  hessien  on 

obtient  une  fonction  rationnelle  de  xy  savoir  la  forme  jrty  ty*  -  <J>6  +  — i—y%ty*). 

Nous  obtiendrons  une  autre  fonction  homogène  des  deux  inte'gralesjr  et  <Js 
égale  a  une  fonction  rationnelle  de  x,  en  calculant  la  somme  des  sixièmes 
pui^ances  des  racines  de  l'équation  F(j6)=>o.  D&ignoris  cette  somme  par 
6 S6 ;  nous  avons 

s,  =/ -  ^  £  (pa!r  +  vM)',  (•'-•.  ».»)• 

27 

Comme  JJp*'  «  0  ou  3,  suivant  que  /  est  premier  avec  3  ou  multiple  de  3,  on  a 

2  Wj  +  v/i  *)•  -  y*  +  20. 2  fij3  <p  +  3.  s  <{»•, 

Nous  pouvons  clone  poser 

en  désignant  par  p  et  q  deux  fonctions  rationnelles  de  x,  et  par  a,  a' 
deux  constantes  dont  nous  disposerons  de  manière  a  simplifier  lVquation 
résolvante.  L'élimination  de  y*  -  ^  entre  les  deux  équations  précédentes 
donne  la  formule 


27  1/2 

qui,  lorsqu  on  fait  a  «  a'  =  — *—  ,^  a,a»  devient 

II.  a4  +  jB*-<jr=o. 

Nous  obtiendrons  jr  et  <p  en  fonction  de  ti,  en  calculant  ^3  +  ^1  <p>  et 
jp  —  ^^ity*  au  moyen  des  formules  suivantes: 


29S 


in. 


y-^Y/?I7!/>+(*vW^ì)«,  +iy/*!ilp+(5Vr»-iv^T)»3, 


^w^^p+w**^*  -i^^v+fr^-t  •/=>'. 


46.  Il  nous  reste  a   d&erminer  les    deux  coefficients  p,  9,  de  l'équation 
re  sol  v  ante  II  de  manière  a  vérifier  Tequation  (n.  38) 


d 


2 


\u  dx)     /^du\  +  ?!  -  P 
dx    m         \udx/       u* 


Àfin  de  simplifier  les  calculs  nous  poserons  u  =  qk  V,  d'où. 


1  ^    v      \iì  <**/  _  i //  .  s!!V  _\v  **/' 


1  rf« 

M  rfx       4f         V  ' 


rfx 


</x 


lVquation  (2)  sera  remplarée  par  la  suivante 


(3) 


2 


\,V  dx)      /i   dVV      K  g>  /l    rfV\         C 
«fcc  \V  dx)      a  7  \V  «fcc/      yft  V* 


\7      8  ?V 


et  la  nou velie  fonction    V  vérifiera  la   transformée  de  l'équation  II,  savoir 


(4)  V*+*V-«  =  o,    t-pq 

On  déduit  de  cette  dentiere  equation 


t 
— * 
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t_  </y         t>        \v  dx)   - 1"  (4V3  + 1)%  + 1"  (4V3  + 1)  - 12 1"  v 

V  rf*  '  "  4V3  + 1  x         "  (4V3  +  *)3 

d(i-  f2\ 

\V  </x/     /^  rfVY     -  <"  (4V3  +  <)'  +  »  t>*  t  -  12  V3 1'' 

*         «fa:         +VV  dx)  "  (4V'  +  «)3 

Afin  d'obtenir  une  équation  dont  tous  les  coefficients  soient    des  fonctions 


3 


ratioanelles  de  xt  nous  remplagons  V3  par   son  expression  t  —  déduite  des 

deux  relations  w=gjY,   t  =  pq~\y    et    pour    abréger  nous   posons    t  «=  — 

Nous  obtenons  ai  osi 
i    dV  px 


V  dx         au3  +  p' 

\V  dx)     /i_  dVV  _  -  2/>  (t'  +  t')  (u*3  +  pY  +  3t»  />3  -  t»  t2  yo1  «* 


G 


</#  \V  d.r/  (4tt3+/?)3 

et  la  substitution  de  ces  expressions  dans  lVquation  (3)  donne 

a1 

-  2p  (t'  -r  T2)  (4  U3  +p)*  +  3Ta/>3  -  12  Ta  J>a  U3  -  3  I/?t(4«3+/?) 

Corame  cette  équation  a  tous  ses  coefficients  rationnels  et  qu'elle  a  une 
racine  commune  avec  l'èqua  ti  on  i  rr  ed  uc  tibie  II,  elle  est  vérifiée  par  les 
quatre  racines  de  cette  équation,  de  sorte  que,  si  nous  abaissons  son 
degré  au  dessous  du  quatrième,  elle  doit  se  réduire  a  une  identità.  Pour 
eflectuer  cette  transforma tion,  nous  déduisons  de  lVquation  II 

(au3  +  p)2  «  16  it  +  8  p  U3  +/?*«-  8  p  u3  +  io  qu2  +  p29 
(4  u3  +  p)3  =  28  p2  u3  -  80  pq  u2  +  64  q2  u  +  J>\ 

-=  4tt3  +  tf)   «Ca  (28  pa  -  80 m)  + -~  +  -Vi 

1       u3  +  p      i       pu3  +  qu2  +  j>a 

_    e,    -     . 

u  q         u*  q2 

39 
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En  substituant  ces  expressions  dans  l'e'quation  précédente  et  en  posant 


,r 


on  obtient  ridentité 

-2pT  (-  spu*  +  itq  u2  +  p%)  +  3t*/>3-  u^r*  w3  +  cf  (28 p*  a  -  80 pq) 

+  6AC2  q  (u3  +  />)  +  cf  ^  (p*  +  qu%  +  pi*3)  -Pj  («8  pu?  -  topqu*  +  64  ^rae*  +  p3)  «  o, 

d'où,  en  égalant  a  zèro  les    coefficients    de  chacune  des  puissances    de  u, 
lfon  déduit  les  qnatre  conditions 

16  p2  T  -  12  p2  T2  +  C2  (  64  q  +  ^  J  -  28  P,  p%  «  0, 

_,      ap3 

-32^T  +  c  —  +  SO  pq  Px  =  0, 

28  p2  C2  -  64  Px  q2  -  0, 

-S^3  T  +  3T*/>3  +  Ca  (— a  -  I6/19)- Pg/l'aO. 

La  seconde  et  la  troisième  donnent 

16        ^a  S       <? 

et  en  substituant  ces  expressions  dans  chacune    des  deux  autres   formules, 
on  obtient  le  méme  resultai,  savoir 


\3   p>      16  q*/ 


Nous  simplifierons  les  calculs  au  moyen  d'une  fonction  auxiliaire  Q  de*- 
finie  par  l'e'quation 

La  dernière  formule  devient  par  conséquent 

16Q»     ìoc  f  V     1T^/    «c  ^  V  Q  /' 

9C      -l^TrTT^ .«4T, 


<f    0(Q-0        Q-» 
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Les  conditions  que  doivent  vérifier  les  fonctions  p,  q,  Q  et  Ja  coastante  e 
peuvent  donc  se  mettre  sous  la  forme  suivante: 


(A) 


V?    8  7/ 


0" 


144   Q  (Q  -  i) 


or'L-  _ 


Q" 


V*    Q(Q-t)' 


Q-- 


27 


(*)*  7 


I» 


.f 


/ 


—       4-  — 
T  t 


1    1 
4    7 


» 


2    Q-l 


Or  la  dernière  équation,  eu  egard  aux  définitions  de  t  et  de  tr  n'est  qu'uue 
conse'quence  de  celles  qui  précèdent.  Car  en  Y integrati  t  aprfes  lavoir  raul- 
liplie'e  par  2,  on  trouve:  log  t*  qi  =  log  (Q  -  i)  +  logA*,  k  d&ignant  une  con- 
stante, puis  en  remontant  des  logarithimes  aux  nombres  et  en  remplacant 
t*  qi  par  sa  valeur  p2  q~lf  on  obtient  : 

3* 

Il  est  nécessaire    de  prendre «=c2,  pour    que  cette  formule    s'accorde 

avec  les  autres,  et  alors  elle  est  identique  avec  celle  d*où  nous  avons 
de'duit  la  deuxième  des  équations  (A).  Àinsi  toutes  les  conditions  de  notre 
problème  sont  exprimées  par  lesHrois  équations 


w 


9 


n 


,i» 


Ql2 


•7   q'~      7 

■»  +  n  Q(Q-i) 


8    q 


=  8P, 


(6)        q 3  (AC) 


»  Q3  (0  ~  1)' 


Q'4 


W 


<?? 


'-ii^--'*2^**^ 


47.  On  voit  par  ces  formules  que  la  fonction  donnee  P  n'est  assujétie 
quìi  une  seule  condition,  savoir  que  l'on  puisse  trouver  une  fonction  ra- 
tionnelle  de  x,  Q,  propre  a  vérifier  Téquation  différentielle  du  troisième 
ordre,  que  l'on  obtient  en  remplacant  q  dans  lVquation  (s)  par  son  expres- 
sion  (e)  en  fonction  de  Q,  savoir 
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Q'"        Q"a      15  Q"      3      Q/a         U6        Q" 

W  *F--*Qr+«QT>-   8     qS-^Ì    (Q-l)*^    72     Q(Q-i)* 

Si  l'on  trouve  une  fonction  rationnelle  Q  qui  vérifie  cette  équation,  les 
formules  (e)  et  (7)  determinerai  t  pour  p  et  q  des  valeurs  tei  les  que  les 
quatre  racines  de  l'équation  II  (n°  45)  satisferont  a  l'équation  différent  ielle 
(2).  Il   résulte  des  formules  I  (a0  38)  que  les  valeurs  correspondantes  de  t, 

déterminées  par  l'équation  *t  «  — satisfont    a    l'équation    différen- 

U      CLX  U 

tielle  -7—  +  t%  «P.  On    démontre    aisément  que  cette    fonction  t  est    racine 

d'une  équation  irréduc tibie  de  méme  degré  que  l'équation  résolvante  qui 
détermine  la  fonction  u.  Soient  en  effet  ux ,  u%f  u$ ,  u^  les  racines  de  l'é- 
quation  IJ,  et  tlf  t%,  f  3 ,  t^  les  valeurs  correspondantes  de  t.  Il  résulte 
de  la  formule 

j  i    du       e      p*u  -  q1      e 
a  u  dx      m      6pu-&9      211 

que  t  est  une  fonction  rationnelle  de  x  et  de  u;  par  conséquent  l'équation 

*  (x,  t)=(t-  tt)  (t  -  * J  (t  -  t3)  (t  -  *4)f 

qui  est  du  quatrième  du  degré  en  t,  a  pour  coefficients  des  fonctions  ra- 
tionnelles  et  symétriques  des  racines  de  l'équation  résolvante.  Les  coefficients 
sont  donc  des  fonctions  rationnelles  de  p  et  de  q.  Lorsque  l'équation  en  jr  est 
du  24ma  degré  les  deux  fonctions  p  et  q  sont  rationnelles.  Dans  ce  cas  la 
dérivée  Ioga  riti)  mi  que  t  de  l'intégrale  déterminée  par  l'équation  F(/6)=»0 
est  racine  d'une  équation  irréductible  du  quatrième  degré  dont  les  coef- 
ficients  sont  des  fonctions  rationnelles  de  x. 

L'équation  (s)  peut  étre  vérifiée  par  une  fonction  rationnelle  Q,  qui  ne 

remplisse  pas  la  condition  de  rendre  rationnelle  l'expression  y  Q  (Q  -  *)• 
Dans  ce  cas  le    coefficient  p  renferme  une  irrationnelle  du  second  degré; 

on  ne  fait  disparaitre    l'irrationnalité   de  l'équation    résolvante  qu'en  dou- 

d2r 
blant  son  degré.  C'est  ce  qui  a  lieu  dans  le  cas,  ou  l'équation  ~-%  =   Vjr 

s'intfegre  au  moyen  d'une  équation  algébrique  irréductible  du  48rae  degré, 
lorsqu'on  prend  l'équation  F  (^°)  «  0,  où  le  plus  grand  commun  diviseur 
des  exposants  de  jr  est  égal  a  6,  au  lieu  de  remplir  la  condition  de  ma- 
ximum.  Dans  tous  les  cas  les  valeurs  de  t  qui  correspoudent   aux  racines 
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di 
de  l'équation  résolvante  satisfont  a  l'equa  ti  on    —  +  t2  «  P,  et  les  fonctions 

détermiaées  par  la  formule 

dx 


e   C  da 

2J    u 
y~eStdx*=*)Juey 


d  y 
sont  des  intégrales  de  1  équation  — -  «  ¥y. 

48.   On  conclut  des  théorèmes  II  et  III  de  M.  Liouville  (n°  2)  qne  l'in- 

i  dy 
tégrale^  est  algébrique  toutes  les  fois  que  sa  dérivéelogarithmique  —  -~-  =  t 

est  racine  d'une  equation  irréductible  d'un  degré  supérieur  au  second. 
Cfest  une  conséquence  de  la  formule  (a)  du  n°  4.  Soient  en  effet  yx.  y2%  y$ 
les  trois  valeurs  de  y  qui  correspondent  a  trois  racines  différentes  tl9  t29ts 
de  l'equa tion  or  (x,  t)  =  0;    en    désignant    par  e,  e',  cu  trois  constantes  et 

'    dy 
en    remplayant   —  -^-  par  tf  on  déduit  de  la    formule  rappelée    les  trois 

équations 


e  .  cf  crì 


tx—t%*a  ——  9       t2-t%  = ,       ti  -  tj 


?*?*  7s/3  J37x 

en  divisant  la  première  par  le  produit  des  deux  autres,  on  obtient 

*i-'a  cy\      2==£^'  tt  - 12 

e,  -  «3)  e,  -  *,)  "  cW  r*    e  (*,  -  tj  (t%  -  tt) 

Cette  conclusion  subsiste  quel  que  soit  le  degré  de  lVquation  résolvante. 
Dans  le  cas  particulier  où  cette  e'quation  est  du  quatrième  degré  la  for- 
mule obtenue  déterraine  pour  y\  douze  valeurs  seulement,  si  l'on  fait 
abstraction  des  signes,  ou  vingt  quatre  valeurs  égales  deux  a  deux  et  de 
signes  contraires.  Car  on  peut  prendre  pour  /, ,  t2  les  deux  valeurs  de  t 
qui  correspondent  respectivement  aux  deux  termes  de  l'une  des  douze  per- 
mutation  des  quatre  racines  de  l'èqua  tion  résolvante  prises  deux  a  deux, 
et  k  chacun  de  ces  couples  de  valeurs  on  peut  associer  pour  £3  l'une 
des  deux  valeurs  de  t  qui  correspondent  aux  deux  autres  racines.  D'ail- 
leurs  en  échangeant  entre  elles  les  valeurs  de  tx  et  t%  on  ne  fait  que 
changer  le  signe  de  y\.  On  obtient  donc  vingt  quatre  valeurs  àt  y\%  égales 
deux  a  deux  et  de  signes  contraires.  Les  fonctions  symétrique  de  ces  vingt 
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quatte  expressions  soni  des  fonctions  symétriques  des  quatre  racines  de 
l'e'qnation  résolvante»  de  sorte  que  l'ori  peut  former  une  equation  du  vingt 
qua  tritale  degré,  a  coefficients  rationnels,  admettant  pour  racines  ces  vingt 
quatre  expressions,  dont  les  racines  carrees  sont  autant  d'inte'grales  de  IV- 

quation  ~>t  -  Vy.  Ainsi  cette  equation  difterentielle    s'intègre    algébrique- 

ment  au  moyen  des  racines  d'une  équation  du  quarante  huitifeme  degre',  a 
coefficients  rationnels.  Mais  cette  equation  n'est  pas  irréductible  ;  car  nous 
verrons  plus  loin  que  le  seul  cas  où  l'integrale  alge'brique  de  l'équation  (i) 
s'è x prime  au  moyen  des  racines  d'une  equation  résolvante  du  quatrième 
degré  a  coefficients  rationnels,  est  celui  où  l'équation  F  (j^)  consideree 
précédemment  est  du  vingt  quatrième  degré. 

49.  Quoique  les  conditions  du  problènie  puissent  se  ramener  à  une  seule, 
expriinée  par  l'equation  (8),  nous  consci  verons  les  deux  équations  (s)  et  (6)» 
parce  qu'elles  permettent  de  déterminer  plus  aisément    les  coefficients  de 

l'équation    résolvante.  Considérons  en  effet,  que  les  rapports  2-f   — » 

étant  les  dérivées  logarithmiques  des  fonctions  q,  Q,  Q  —  i,  si  nous  de'si- 
gnons  par  jc-a  un  facteur  lineaire  de  ces  fonctions,  nous  avons 

q  x-a    q        q  **  (x  -  a) \     Q      ^x-a  Q-l      **  x  -  a 

i.  p,  v,  désignant  des  norabres  cntiers.  positifs,  négatifs  ou  nuls.  En  sub- 
stituant  ces  expressions  dans  la  formule  (s),  on  obtient  l'equation 

do)     (s-Ì-Y-.St-^  +  ìS-^-S— — «p» 

\^  x -  a]        **(x  -  a)      *  **x  -  a**x-  a 

d'où  l'on  conclut  qu'en  décomposant  la  fonction  P  en  fractions  simples,  on 
doit  obtenir  une  expression  de  la  forme 

P.V      *      +v     » 


(x  -  a)*      **  x  -  a 

dans  laquelle  les  coefficients  B  des  termes  du  degré  -  i  doivent  vérifier 
la  condition  JB^o.  Car  en  multipliant  par  x%  les  deux  membres  de 
l'equation  (to)  et  en  faisant  croitre  x  indéfiniment,  on  trouve  a  la  limite 

(a)  (5)X)a  -  8  2  1  +  1 J>  £v  «  64  lim  (X*  P)  «  641. 
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Or  en  faisant  tendre  x  vere  l'infiai  dans  la  formule 

B 


*,p-S-7-^ 5  +  JCS 


('  "  5) ' 


a 

1  —   — 

x 


on  volt  que,  si  ^  B  n'est  pas  nul,  le  produit  x%  P  croit  inde'finiment  avec  x. 
En  egalant    entre  eux  les  coefficients  de  (x  -  a)"2  dans  les   deux  raera- 
bres  de  l'equation  (io),  on  obtient  la  formule 

(b)  Xf  -  8X  +  |  ftv  =  64A, 

d'où  l'ori  déduit  les  valeurs  des  exposants  X  et  /x,  moyennant  les  relations 
que  nous  allons  etablir  entre  ces  exposants  et  l'exposant  v. 

50.  D'abord  l'exposant  v  est  e  gal  a  zèro,  si  /x  est  >  o,  et  a  p,  si  p  est 
<  o.  Si  p  =•  o,  la  valeur  de  v  est  positive  ou  nulle  ;  elle  de'pend  du  dd- 
veloppement  de  la  fonction  Q  en  serie  ordonnée  suivant  les  puissances 
croissantes  de  (x  -  a).  Soit  Q  =  k  +  /  (x  -  cùf  +  .  .  .  ;  et  par  consequent 
(Q  -  *)  =  (*  -  0  +  l  [pc -a)1  +  ...  .  L'exposant  v  du  facteur  (x  -  a)  dans 
la  fonction  (Q-i)  est  donc  nul,  si  k  est  different  de  i;  il  est  égal  au 
nombre  entier  et  positif  i,  si  k  =»  i.  D'ailleurs  on  déduit  de  l'e'quation  (e) 
l'une  des  deux  relations 

X  =  3fx  -  4  (fx  -  i)  +  2V  «=  4  -  (i  +  2V,       X  -  4  -  41  +  2V, 

savoir  la  première,    quand  /x  est    different    de  zèro,    et  la  seconde,  quand 
P«o.  On  déduit  de  la: 

i°  si  fi  est   >  o,     v«o,     X  =  4-jx,  X  <  4; 

2°  si  fx  est    <  o,     v  «  fi,    X  «  4  +  jx  <  4  ; 

3°   SÌ   fi  -  0,  V  =  o  OU  I,      X  =  4  -  41  +  2V   <  4. 

Dans  tous  les  cas  la    valeur  de  X  est  inférieure  a  4,  ce  qui    détermine    le 
signe  du  radicai  dans  la  résolution  de  l'equation  (b). 

i°  /x  >  o,  X  =  4  -  |x,  v  =  o.    L'equation    (b)    devient    (X  -  4)a  «=  16  (i  +  4A), 
et  Fon  en  de'duit 

(A)  X  «  4  -  4  V^i  +  *A,    fi  =  4  ^  1  +  4  A,      V  «a  0. 

2°  jx  <  o,  X  =  4  +  /x,  v  =a  fi.   L'equation  (b)  devient 

X1  -  8X  +  16  +  \  (*  -  4)a  «U(l  +  4A)i 
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et  lon  en  déduit 

(B)  X  «  4  -  3  V^i  +  4A,     p»-3V/i-H4A. 


3°fA=ao;     X  =*  4  -  4  ^i  +  4A,     X  «  4  -  4i  ou  4  -  ti  ;  et  par  conséquent 


(C)     X  =»  4  -  4  ^rTTA,     t  Vi*4A  «  ti  ou  i,  suivant  que  v  =  o  ou  i. 

Dans  le  cas  où  i'équation  F  (y)  est  du  vingt  quatrifeme  degré»  le  produit 
Q  (Q  - 1)  doit  étre  un  carré  parfait,  et  par  conséquent  la  somme  ft  +  v  doit 

étre  un  nombre  pair;  le  produit  2y  1  +  4À  doit  do  ne  étre  un  nombre  cn- 
tier  dans  la  formule  (A);  il  doit  étre  pair  dans  les  formules  (G).  On  dé- 
duit  de  la  le  théorfeme  suivant  : 

I.  Pour  que    l'ori    puisse    trouver  des   fonctions    rationnelles  q  et  Q 
propres  à  vèrifber  les  équations  (s)  et  (6),  il  est  necessaire  que  Vexpres- 

sion  tfi  +  4A  soit  égale,  pour  chaque  póle  de  la  fonction  P,  à  un  nom- 
bre entier  ou  à  une  fraction  irréductible,  dont  le  dénominateur  ne  sur- 
passe  par  4;  il  faut  ménte  que  ce  dénominateur  ne  surpasse  par  3,  si 
fon  yeut  de  plus  que  la  fonction  p  déflnie  par  Véquation  (?)  soit 
rationnelle. 


4i.   Dans  le  dernier  cas,   qui    correspond  a    l'integration    de    l'équation 
—4  =P/  au  moyen  d'une  équation  algébrique  du  vingt  quatrifeme  de  gre, 

U%JL 


d*y 


les  formules  (A)  correspondent  au  cas  où  yi  +  4A  « >Ies  formules  (B) 


3m*i 


a  celui  où  Ton  a  \/l  ■*•  4A  « 1    enfin  les    formules    (C),    a    celui    où 

3 

/T+II  est  un  nombre  entier.  Dans  ce  dernier  cas  les  trois  groupes  de 
formules  donnent  pour  les  exposants  X,  p  et  v  des  valeurs  entières  qu'il 
y  a  lieu  d'examiner.  Ainsi  les  exposants  X  et  f*  du  facteur  {x  -  a)  dans 
les  fonctions  q  et  Q  sont   complètement    determina,  quand  le  radicai    ca- 

ractéristique  \fTT~\k  est  fractionnaire  ;  ils  peuvent  admettre  au  plus  trois 
systèmes  de  valeurs,  quand  le  radicai  caracteristique  est  un  nombre  entier. 
Si  les*  fonctions  q,  Q  renferment  quelque  facteur  linéaire  dont  le  carré  ne 
figure  pas  dans  le  dénominateur  de  P,  on  détermine  encore  (es  exposants 
X  et  fi  au  moyen  des  formules  précédentes,  en  y  faisant  A  =  0.  On  a  donc 
rune  des  deux  combinaisons  X  »  1,  p  «  -  3;  X  «  0,  f*  «  4.   Ainsi  la  fonction  q 
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ne  renferme  que  les  facteurs  lineaires  (x  -  a)  qui  correspondent  aux  diffe- 
rente póles  de  P,  affectés  d'exposants  X  déteiminés  par  les  formules  prece- 
dente s,  et  des  facteurs  lineaires  inégaux  avec  l'exposant  i.  On  peut  donc  poser 

(il)  q  «  xXL  (x  -  a)x, 

en  désignant  par  X  un  polynóme  entier  dont  tous  les  facteurs  lineaires 
sont  inégaux,  et  par  II  un  produit  de  facteurs  semblables  a  (x-a)xf  cor- 
respondants  aux  diflferents  póles  de  P.  De  méme  la  fonction  Q  ne  renferme 
que  les  facteurs  lineaires  (x  -  a)  correspondants  aux  póles  de  P,  affectés  d'ex- 
posants fi  déterminés  par  les  formules  précédentes,  les  facteurs  de  X  avec 
l'exposant  -  3,  et  enfin  avec  l'exposant  4  des  facteurs  qui  ne  figurerà  pas 
dans  q.  On  peut  donc  poser 

en  désignant  par  Z  un  polynóme  dont  tous  les  facteurs  lineaires  sont  ine- 
gaux.  Notre  problème  sera  donc  résolu,  si  nous  parvenons  a  de'terminer 
les  degrés  des  deux  polynómes  X  et  Z,  qui  correspondent  à  chacun  des 
syslèmes  de  valeurs  de  X  et  de  p.  C'est  a  quoi  l'on  parvient  de  la  ma- 
nière suivante. 

52.  Soient  L  et  M  respectivement  les  degrés  des  d$ux  fonctions  q  et  Q, 
c'est-a-dire  deux  nombres  entiers  positifs  ou  négatifs,  tels  que  les  produits 
xrJtqì  xr*Q  tendent  vers  des  limites  finies  et  difTérentes  de  zèro  lorsqu'on 
fait  croitre  x  indéfiniment.  Pour  les  déterminer  nous  distinguerons  trois 
cas,  suivant  que  M  sera  négatif,  positif  ou  nul. 

i°  Si  M  est  <  o,  on  a  lim  Q  =  0,  lim  (Q  -  i)  «  -  i  pour  x=  «j  le  degré 
de  Q-i  est  donc  N«  o,  et  la  formule  (e)  donne  L»3M-4(M-  i)-4-M>  4. 

2°  Si  M  est  >  o,  les  deux  fonctions  Q  et  Q  -  i  sont  du  méme  degré  M, 
de  sorte  qu'ondéduit  de  la  formule  (e)  la  relation  L  =  3M+2M-4(M-i)-4+M. 

3°  Si  M  «  o,  le  degré  de  Q  -  i  dépend  de  la  valeur  de  k  dans  le  déve- 
loppement  de  Q  ordonné  suivant  les  puissances  décroissantes  de  xf  savoir 

Q-*+p+...t«>o,   Q,--p+i*",i 

si  k  =  iy  la  fonction  Q-i  est  du  degré  -  i,  et  la  formule  (e)  donne 
L  «  -  2/  +  4  (i  +  i)  «  4  +  21;  si  k  est  different  de  i  la  fonction  Q  -  i  est  aussi 
du  degré  o,  et  l'on  a  L  *  4  +  Ai. 

40 
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q'      L  0'     M  0'       N 

q      x  Q       x  Q-  i      x 

ainsi  que  le  développement  — -  •♦•  -^  +  .,  de  P,  et  qu'on    egale    enlre  eux 
les  coefficiente  de  x~*  dans  les  deux  membres  de  cette  formule»  on  trouve 

_L  +  -La  +  -MN-8l. 

8  72 

Dans  les  deux  cas  où    M  est    négatif  ou    nul,  l'uri  des    facteurs  M  ou  N 
s'évanouit;   puis,    corame  L  est   >  4,    on    déduit    de  la    deroière  equa  t  km 

L  «  4  +  4  y/i  +  4L   Quand  M  est  >  o,  on  a  (*°)  N«  M  «  L  -  4,  de  sorte  que 
l'e'quation  precedente  devient 

(L-4)a4.1(L-4)a  =  16  (l+4l), 

et  Fon  en    déduit    L»4+j^i  +  4l.   Ai  usi  les  degre's  L  et  M  sont  déter- 
mines  par  l'un  des  trois  systèraes  suivants: 

(Af)  L-4  +  4V^rTr,     M--4^t  +  4l9 

(B')  L«4+s^i  +  4l,     M  =  a  ^i  +  4  1, 

(C)  L-4  +  4j/t  +  4l,      M  «  0,   2  V't  +  k  I  -  i  ou  ». 


Lorsque  2  ^i  +  4  l  »  i  le  ao rubre  —  i  est  le  degré  de  Q  —  i;  pour  que  le 
produit  Q  (Q-i)  soit  un  carré,  il  faut  que  M  ♦  N  ou-/  soit  un  norabre 
pair.  Par  couséquent  dans  le  cas  où  l'equa tion  F  (j-6)  =  a  est  du  viagt 
quatrième  degré,  oa  ne  peut  eraployer  les  formules  (Cr)  que  pour  des    va- 

leurs  ratjonnelles    et  entiferes  de  V^*  +  4  I.   De  mime  dans  les  formules  (Af) 

pour  que  la  somme  M  +  N  =  M  =  -4V^+4l  soit  un  n ombre  pair,    il  faut 

que  yi  +  4l    soit  ou  bien  un  oombrc  entier,  ou  bien  une  fraction 
1  2 

Dans  les  formules  (B')  il  faut  et  il  suffit  que  ^i  +  4  l  soit  un  nombre  ra- 
tionnel  entier  ou  une  frac  ti  ori  ayant  pour  dénominateur  t.   Donc 

II.   Pòur  que    l'ori  puisse  s  ali s fair  e    aux   equation*  (5)  et  (g)  en  pre- 
nditi pour  q  et  Q  des  fonctions  rationnelles  de  x,  il  est  necessaire  que 

le  radicai    vt+Tl  soit    égal  à    un  nombre    entier    ow  à    une   fraction 


2m  +  i 
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ayant  pour  dénotninateur  Vun  des  nombres  2,  3  ou  4;  il  faut  méme-  que 
ce  dénominateur  se  réduise  à  %  ou  à  3,  pour  que  la  fonction  p  soit 
rationnelle. 

53.  On  ne  trouve  qu'un  seul  système  de  valeurs  de  L  et  de  M,  lorsque 

i  i.      i      I 7  ii»  i  i  r  201+1      3»!  ±1 

le  radicai  Vi  +  41    est    de  lune    des    deux    formes  ,  :  on    en 

2  3 

trouve  trois,   quand  ce  radicai  est  un  nombre  entier.  Mais   la  condition  de 

donner  des  valeurs  entiferes,  positives  ou  nulles,  pour  les  degrés  des  deux 

polynómes  X,  Z,  permettra  de  réduire  le  nombre  des  essais.    D&ignons  en 

effet  par  £  le  degré  de  X  et  par  ?  celui  de  Z;  les  deux  nombres  £,  g  doi- 

vent  véri  fi  er  les  deux   formules 

(i3)  L-É  +  2*,  M-tC-iS  +  Sf*. 

que  Ton  déduit  des  formules  (a)  et  (12),  et  où  l'on  design  e  par  ^  une 
somme  qui  s'étend  a  toutes  les  valeurs  de  A  et  fx  qui  correspondent  aux 
dlffórents  póles  de  la  fonction  P.  Les  degras  des  deux  polynómes  X  et  Z 
etant  connus  au  moyen  de  ces  formules,  on  achèvera  le  calcul  de  ces  po- 
lynómes par  la  raéthode  des  coefficieuls  inde' termine'*,  en  exprimant  que 
les  fonction  q  et  R  rendent  identiques  les  equalicms  (5)  et  (e). 
L'equa  tion  (0)  mise  sous  la  forme 


?q  -  -  3  («)«  (q  -  iy  (*y 


montre  que  le  produit  qQ  «  — t  II  (x  -  a)x+/*  doit  étre  un  carré,  et  Fon  en 

déduit  l'équation 

Z»  /(VX"  A±Jf 

VT3  (4C)*  (0  -  1)  =  x  (q)  "'*-•)   a  > 

(i4)  y/rs  (i  c)*  [z*  n  (x  -  af  -  x3]  -  [4XZ'  -  szx'  +  xz  2  -^-a  J  n(x-a)  * 

On  déduit  aussi  de  l'avaut  dernière  formale 

O^zi)  -  tF*  («)'  z5  Qn  (*"*>    8  =  ^  {*c)t  x>n{x-a)t 

et  un  substituant  cette  expression,  ainsi  que  q  -  X  II  (.r-fl)*,  dans  la  for- 
mule (5),  on  obtient 
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i\       *!    *  *!!    'iLvJL    »  /v    *  V    t     x 

♦  ^^jjno-a^-iP. 

9  A 

C'est  au  moyen  des  deux  formules  (i4)  et  (15)  que  l'ori  calculera  les  coef- 
ficients  des  polynòmes  X,  Z,  après  avoir  déierminé  leurs  degras  respectifs 
a  Faide  des  formules  (13). 

54.  Pour  montrer  l'usage  de  nos  formules  nous  les  appliquerons  au  cas 
où  la  fonction  rationnelle,  désignée  par  P,  est 


P  =  -i 


1        t       1  N 


9   x%       9  (JP-I)1       x(x-i)' 

N  designant  uu  nombre  arbitrai  re  dont  aous  disposerons  de  manière  a 
donner  au  radicai  \/i  4-  4  I  les    valeurs   success ives  |f  |  et  f.  Les    deux  ra- 

dicaux  caractéristiques  relatifs  aux  póles  x  =  0,  x  »  i  sont  égaux  a  %/t  —  §  =^  1> 
par  conse'quent  les  exposauts  X  et  p  sont  détérrainés  par  les  formules  (B), 
et  presetUent  les  mémes  valeurs  A  =*  3,  p  «  - 1  pour  chacun  des  deux  fa- 
cteurs  linéaires  x  et  (x  -  1).  On  a  donc 

Z4  1 

q  =  X  x3  (x  -  i)3,     Q  «  -^  — j . 

'  X*  x  (x  -  i) 

Or  on  d&uit  de    l'expression    de  P,  lim  (x%  P)  =  -  \  +  N,  *  +  4l  =>  4N  - 1, 

t/i  +  4l  e  |  V^36  N  -  7.  Si  lon  prend  successi  vement  N  -  §f  {£,  ^,  on    ob- 

tient  pour  le  radicai  ^t  +  4l  les  valeurs  respectives  £,  {,  J. 

i.  ^i  +  4l  -  J.  Les  formules  (Bf)  donnent  L  =*  5,  M  =  i,  de  sorte  que  les 
formules  (13)  dèviennent  5  «  £  +  6,  i  «  4£  -  3$  -  2.  Gomme  la  première  donne 

pour  £  une  valeur  negative,    l'équation   —^  «  Py  ne  s'intègre  pas  sous  la 

forme  suppose'e. 

2°  vT+TT  «  f .  On  déduit  d'abord  des  formules  (B')  L  «  &,  M  =  2,  puis 
des  formules  (13),  l  =e,  £  -  i.  On  a  donc  X«  a,  Z  «ma:  +  n,  a,  m  et  n 
designa nt  trois  constantes.  LVquation  (5)  se  réduit  a  la  suivante 

i  rz_        x   ~l*       a  a  I4ca  ^1  fmo:  +  rìf 

8  Lx      x  - 1 J       x*     Ix  -  i)a  a  aa 


(x  -  i)a  2  aa        x*  (x  -  1}* 
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ifi  Ca  i/—  1 

et  Ton  en  déduit f —  (mx  +  n)2  «  (2.r  -  i)a. 

a 

On  vérifie  cette    formule    en  prenant  a   =»  16  ca  ^~3,  ms2  et  n^-i,    de 

i%x  —  i\  1 

sorte    qu'on  a  a  -»  ax3  (x  -  1)3,     Q  = =-^  — ; .  La  formule  (l4)  di- 

visée  membre  a  membre  par  16  e2  ^"3  «  a2,  devient 

(2x  -  i)4  -  a*x  (x  -  i)  «  [ar  (x  -  1)  -(2x  -  1)*]2, 
et  on  la  réduit  a  une  identité  en  prenant  a*  -  16,  a=  2/2.  Ainsi  l'equa  tion 


dy 

dx 


r      /      2    1       2         1  n  1       \ 

2  ""  \       9    JC*       9   (#  -  l)*       36    X  (X  -  l)/4^ 


s*  intègre  algébriquement  au  moyen  d'une  équation  risolva nt e  du  quatri&me 
degré. 

3°  /1  +  4I  =  3.  On  deduit    des    formules  (A'),  L=e  et  M  =  2;    puis    des 
formules  (13),  £  «  0,  t  =  0,  de  sorte  que  les  polyndmes  X  et  Z  se  réduisent 

a  deux  constantes  a  et  6.  On  a  donc  a  »  ax%  (x  - i)\    0=*-* — ; v,    a 

et  6  designali t  deux   constantes  dont    nous  pouvons  disposer  pour    vérifier 
les  formules  (14)  et  (15),  qui  deviennent  dans  ce  cas 

16  e2  v^  |>4  -  *%  (*"  -  *)]  -  **b2  (2*  -  «)ft 

I    /^  3     V       /£  3        \        14  Ca  /^l    6*  1 

8  \x  "*"  x-i/  ~  \x2  +  (a:  -  i)2/  +         9         aa  or2  (a:  -  i)a 


sP 


16/ 


j \       37 

^OV    li 


9  \a:2      (a:  -  1)2/      18  x  {x  -  1) 
La  dentière,  mise  sous  la  forme 

14C2^*3   b*  1 


9         a*  x2  (x  - 1)2     a.9  x%  (x  -  1)2' 

est  vérifiée  identiquement  lorsqu'on  pose  ie62  e9  \J^~s  «  a.  La  formule  pré- 
cédente devient  alors  6*  -  a3  (a:1  -  x)  »  è4  (2X  -  1)2,  et  on  la  réduit  k  une 
identité  en  prenant  a3  «-46*.  Ainsi  l'équation 
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dy 

dx 


'       /      2     1         *  1  37  1         \ 

a  *  \     0  jc*      9  (or  -  i)2      i44  x  (x  -  l)/ 


s 'intègre  alge'briquement  au  moyen  d'une  résolvante  da  quatriènie  degré. 
55.  LVquation  (s)  du  n°  47  donne  imme'diatement  une  infinita  de  valeurs 

d2r 
de  P  pour  lesquelles  l'équation    diffe'rentielle    -j-^  =  Vy  s'intègre  au  moyen 

d'une  e'quation  résolvante  da  quatrième  ou  du  huitième  degré,  a  coefficients 
rationnels  relativement  a  la  variable  x;  il  suffit  d'égaler  Q  a  une  fonciion 
rationnelle,  que  l'on  choisit  arbitrairement;  on  déduit  de  la  formule  (&)  la 
valcur  de  (P)  et  des  formules  (e)  et  (7)  du  n°  46,  les  coefficients  p  et  q  de 
l'e'quation  resolvante  en  u. 

Soit  Q  =  x\  la  formule  (s)  donne 

15     1        3  i  115  1 


64   X2        16    (x  -  «)*       579   X  (X  -  l) 

On  de'duit  des  formules  (6)  et  (7),  en  y  faisant  4c  «  1, 

/?  =  -4Jcl(x-!)  tfx*  -  .r,     y  «  -  s  x*  (x  -  l)\ 
Àinsi  l'èqua tion  différentielle 

dy 

dx* 

s'intègre  algebriquement  au  moyen  des  raciues  de  l'équation 

uk  -  ix*  (x  -  1)  yjx*  -  x  u  +  3  x%  (x  -  i)a  «  0. 


li      /     1*    1    _  3         1  115  1       \ 

X9       \      64    1?       16   (.T  -  l)*       576    JC   {x  -  l)/   ' 


Si  l'on  fait  4c»-f,  la  fonction  q  reste  la  méme,  tandis  que  p  cbange  de 
signe.  On  peut  donc  prendre  comme  equation  resolvante 

uh  +  Ax%  (x  -  i)  tfx2  -  x  u  +  3JC8  (x  -  i)  «  0. 

Dans  les  deux  cas  la  formule 

tifar  4   C  dx 


y 


i  r  dx  1  roac 


exprime  en  fonction  de  l'nne  des  valeurs  de  u  l'intégrale  generale  de  l'e- 
qua tion  proposte.   Nous  verrons  plus  loin  que  la  méme  intégrale  peut  sex* 
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printer  sous  forme  algebrique  au  raoyen  des  formulcs  (IL  da  n#  45. 


x*  .  .  l 


Soit  encoreQ=>  — 1  ce  qui  donne  Q  -  i  «  — :  on  déduit  des  forra  u 

x*,-  t  or*  -  i 

les  (6)  et  (7),  en  faisant  ac  =  2, 

<7  «  —  3X2  (or2  -  i)8,  />  =*  «'  (x2  -  1)2, 

puis,  de  la  formule  (5), 

3    -  (ax*  +  1)         7  i 

P  tra -t '-  + 


16  O?2  (,T2  -  l)2      9  •  16  (X2  -  l)2 

Lorsqu'on  donne  a  P  celle  valeur,  l'équation  ~-t  »  Pjr  s'intfegre  algebrique 
ment  au    rooyen  de  l'équation  résolvante 

uk  +  ao:2  (jc*  -  i)1  u  +  ar2  (xa  -  i)3  «=  0; 

son  intégrale  peul  s'exprimer  par  la  formule 


III    y 


1  Cdx  1  Cdx 


III.   ji  =  8,    N  =  6. 


59.  Lorsque  l'equa  ti  on  j-^ì-Pj  s'intfegre  algébriquement  au  moyen  d'une 

équation  algebrique  irréductible  du  48*  degré,  nous  arons  vu  dans  la  pre- 
mière partie  (nos  36,  8t)  qu'elle  admet  une  integrale  particulifere  jr  qui  sa- 
tisfai t  a  une  équation  F  (y*)  =•  09  dans  laquelle  les  exposants  de  J  soni 
tous  raultiples  de  8,  et  une  autre  integrale  z,  qui  satisfai!  a  une  équa- 
tion Fj  (z6)  =  o,  dans  laquelle  les  exposants  de  z  sont  tous  divisili  les  par 
6.  Il  suflirait  sans  doute  de  considérer  l'une  de  ces  deux  équations  pour 
arriver  a  la  solution  du  problème  que  nous  ayons  en  vue.  Neauttoins  nous 
étudierons  successiveraent  ces  deux  équations,  tant  a  cause  de  Ieurs  pro- 
priétés  remarquables  qu'a  raison  des  relations  qui  existent  entre  leurs  ra- 
cines.  Nous  commencerons  par  la  dernière  équation,  par  laqueHe  le  cas 
actuel  se  rattaebe  a  celui  dout  nous  venons  de  nous  occuper. 

L'équation    Fx  (z6)  =  0  admet    deux    racines*   z  et  9  (z)  qui    se    changent 
respecti vemen t    en    rz  et  r-1  <p  (z),  lorsque  la  variable    revient    au  mème 
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point  aprfes  avoir  décrit  un  certain  contour  dans  le  pian.  Nous  avons  de 
raontré  (n°  32)  que,  si  Fon  pose 

(3)  96  -  *•  -  5  fi  z*  <p3  «  ap 


(4)  s?[V~3^7  ìli  *y]«fy 


la  fonction  q  est  rationnelle  et  p  est  la  racine  carrée  d'une  fonction  ra- 
tionnelle,  tandis  que  a  et  b  sont  deux  constantes. 

Ces  formules  ne  diffferent  que  par  le  changement  de  y  et  ty  en  9  et  z, 
de  celles  qui  nous   ont  servi    dans  le  cas  préce'dent  (n°  45).  Si  donc    nous 

27  1/2 

faisons  zy=*  u,  a**b  = — ^- ,  nous  en  déduirons  lVquation 


II  u*  +  pu  -  q  **o; 

seulement  le  coefficient  p,  au  lieu  d'étre  rationnel  corame  dans  le  cas  pre- 
cedente est  ici  la  racine  carre'e  d'une  fonction  rationnelle,  de  sorte  que  la 
fonction  auxiliaire  u  est  racine  d  une  équation  irréduc  tibie  du  huitième 
degre'  a  coefficients  rationnels,  savoir 

Comme  les  huit  racines  de  cette  equation  doivent  satisfaire  a  Te'quation 


dt±t\ 


(2)       m    "  \u  dx)      /}_du\     £* 

d x  \  u  dx)      ti 


)  +ri-*P. 


il  en  est  de  méme  des  quatre  racines  de  l'e'quation  (II);  de  sorte  que  les 
conditions  auxquelles  sont  assujéties  les  deux  fonctions  p  et  q  sont  ex- 
prime es,  comme  dans  le  cas  préce'dent,  par  les  formules 

w  T"'l"    »Q(Q-0" 
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mais  la  fonction  rationnelle    auxiliaire  Q  n'est  plus    assujétie  k  readre  ra- 

donneile  l'expression  ^Qa  -  Q.  Ces  conditions  se  ramènent  a  une  seule,  ex- 
prime'e  par  lVqualion  (s)  du  n°  46,  en  ajoutant  toutefois  que  le  produit 
Q  (Q  -  i)  n'est  plus  le  carré  d'une  fonction  rationnelle.  Lorsque  ces  condi- 

tions  sont  remplies,  l'équation  —- x  «  Vy  admet  une  intégrale  generale  expri- 

roée  en  fonction  de  u  par  la  formule 

e  [dx  _o  Cdx 


=  }/ùUe'iJu    +Ne    iJu\ 


Cette  intégrale  est  algébrique;  nous  démontrerons  plus  loin  qu'elle  est  de- 
tenni née  par  une  équation  irréductible  du  quarante  huitième  degré,  et 
que  les  deux  intégrales  particulières  <f  et  z,  qui  figurent  dans  les  formules 
(3)  et  (4),  sont  exprimées  par  les  formules 


III 


<p3  -  \  yjap  -f  (5  yf%  +  2  \J-  i)  u*  +  |  \jap  +  (5  ^%  -  2  y/-  1)  uò,    a  =  — ^-, 


V^T  z*  «  1  ^a/9  +  (5  4/2  +  2  ^-  i)  tt3  -  5  ^<y  +  (5  )/i  -  2  ^1)  i*\ 


57.  Pour  que  l'on  puisse  trouver  deux  fonctions  rationnelles  q  et  Q  qui 
vérifient  les  formules  (5)  et  (6),  il  faut  que  la  fonction  P  puisse  se  mettre 
sous  la  forme 


(x  -  a)*      **  (x-  a)9 

que  la  somme    des  coefficients  B  vérifie    la  condition  JB  =  o,  et  qu'enfin 

le  radicai  caraetéristique  vTTTA  relati f  a  un  póle  quelconque  de  P  soit 
un  nombre  rationnel  entier  ou  une  frac  ti  ori  irréductible  dont  le  denomina- 
teli r  ne  surpasse  par  4. 

Si  la  fonction  P  remplit  ces  conditions,  on  détermine  les  deux  fonctions 
q  et  Q  de  la  manière  exposée  au  n°*  51,  52  et  53.  Désignant  par  X  et  Z 
deux  polynómes  dont  tous  les  facteurs  linéaires  sont    inégaux,  on  pose 

(n)  ^Xnfx-flf 


Z* 

(12)  Q  - -8 II  (*-*)*  ; 


41 
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puis,  pour  cliacun  des  póles  x  -  a  de  P,  on  détermiue  les  exposants  A  et  f* 
par  l'un  des  groupes  de  formules 

(A)  X  =  I  -  4  V^+Tà,      fi  «  4  V^i  +'*Àf 

(B)  X  m  4  -  3  ^iTlA,       fi  -  -  3  V^l  +  iA~ 

(C)         A  «  4  -  4  ^i  +  4A,     fx=aO,  i  ou  tt««^i  +  4A; 
les  degras  S  et  5  des  deux  polynóraes  X,  Z  se  déduisent  des  formules 

(13)         L-UJX,     M-4C-3$+2^, 
où  L  et  M  sont  d&erminés  par  l'un   des  systfemes  suivants  : 

(A')     L  «  4  +  V^+d,     M  -  -  4  Vt  +  4l,  I  -  Hm  (ra  P)  pour  .r  =  a>, 
(B')     L-4+3v/r^TTf     M « 3  V^t  +  *  I, 

(C)      L  =  4  +  4^f  +  4l,      M»0,  i  OU  Val  tfl  +  il. 

Dans  toutes  ces  formules  les  coefficienls  A  et  I  conservent  la  signification 
exposée  aux  u9*  51 ,  53.  On  emploie  les  formules  (A),  si  le  radicai  caraeté- 

ristiijue  yt  +  *A  est  une    fraction    de  la    forme  >  les  formules  (B)  si 

V  i  +  lA  =  ,  les  formules  (A)  ou  les  formules  (C),  si  ^i  +  4A  =» , 

enfin  l'un  quelconque  des  trois  groupes  de  formules,  si  ^i  +  4A  est  un 
nombre  entier.  La  méme  règie  s'applique  aux  formules  (A'),  (Bf)  et  (C),  en 
rempla^ant  A  par  I. 

On  peut  de  cette  manière  obtenir  plusieurs  systfemes  de  valeurs  des  ex- 
posants l>ix,  L  et  M;  mais  on  réduira  ordinairement  le  nombre  de  ces  sys- 
tèraes  en  rejetant  ceux  pour  lesquels  les  formules  (i3)  ne  donnent  pas  pour  £ 
et  (  des  valeurs  entières,  positives  ou  nulles.  Une  fois  ces  nombres  5  et  £ 
calcules,  il  reste  a  dlterminer  les  coefficients  des  deux  polynóraes  X,  Z  au 
moyen  des  deux  formules  (n°  53) 

(14)     yj~i  (taf  [Z4  n  (x-a)*-  X3]  =  f  iXZf  -  3ZX'  -  XZ2  -£- 1  FI  (x  -  a) 

L  x  —  aJ 


2 , 
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(15)      ^-  -  -  ^7à  +  -    v-  2  +  -  I  2  1  -  2  t r* 

X       8    X       4    X       x-a      8  \    x-a]  (x  -a) 

„  ,        n  5       i  15  i  5 

58.  Exemple  :  P~ j +  — 


36    X2        64    (x-l)a        36    X  (x  -  l) 

Les  valeurs  du  radicai  caractéristique  l/t  +  iA  pour  les  póles  o  et  i  sont 
respectivement  |9  4  j  par  cooséquent  les  exposants  i  et  fi  de  x  sont  de  tei - 
mine's  par  les  formule?  (B),  ceux  de  x  - 1  par  les  fprmules  (A).  Oq  a  ainsi 

D'ai I leu rs  le  coefficienl  I  relatif  a  1*  infitti  est  :  lim  (x*  P)  «  ~  £|,  ce  qui  donne 

V  <  +  *I  »  |.  On  doit  donc  prendre  les  formula  (B')  pour  déterminer  L  et 
M  ;  on  trouve  L  «  5,  M  =  - 1;  puis,  par  les  formules  (i3),  £  «  o,  ?  «  o,  ce 
qui  re'duit  les  polinómes  X,  Z  a  deux  constantes  a  et  6,  de  sorte  que  l'on  a 


q=ax  (x-i)3,    Q«  -3  -^r 


L'équation  (15)  deyient 


i    (  2  3     V         2  3  14Ca  l/-3ÌJ  1 

8  \  x       x  - 1/       x2      [x  -  i)f  9  a*  or1  (x  -  I 


) 


49  j_      45       I  1Q  1 

9    Xa        8    <#  -  l)a        9    ^  (x  -  l)' 


et  elle  se  réduit  k  tóaca  y/I~3  =»  -  a*.  L'équation  (14)  rauitipliée  par  b2  x2 
se  met  sous  la  forme  stivante: 

16  b*c*  yCT  [**  (x  -  i)  -  a**8]  -  a'&4  (x  -  i)\ 

En  remplagant  ib*  e*  ^~3  par  -  a*f  et  en  réduisant,  on  reconnait  que  cette 
équation  est  vérifiée  identiquement,  lorsqu'on  pren  fc4~4a3.  De  cette  rela- 
tion et  de  la  précédente  on  déduit  a  «  -  13  (2c)4,  6*  :  a3  «  4  ;  par  cpnséquent 

q  'm  -  42  <2c)A  a*  (x  -  t)3.     Q  «  4  t-t^-  i . 
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et  eri  su  bs  ti  tu  ari  t  ces  expressions  dans  la  formule  pk  -  -  —  ql  Q,  on  troupe 

pK  ~  48  (2C)ia  x*  (x  -  i)10f     y*  «  i  e  («c)>  x  (x  -  i)f  v/^T 

La  constante  e  étant    arbitrai  re,    nons    prendrons  e  =  |.    Ainsi    l'intégrale 
generale  de  l'equa  ti  on 


d 
dx 


*Z  „  /    JL  JL    il       *  »       t     \ 

X*  a\       36    .r'        164   X  (x  -  l)*       36  X  (X  -  1)/  r 

s'exprime  algébriquement  au  raoyen  des  racines  de  l'équation 

ul  +  te  .r  (x  -  i)3  >jx  -  I  u  +  12  xa  (x  -  i)8  =  o; 
son  intégrale  generale  peut  s'exprimer  par  la  formule 

i  f  dx  I  dx 

.T  =  V^  (m/4  J   ""     -Ne"*""")- 

Nous  démontrerons  plus  loin  que  cette  équation  différentielle  admet  deux 
intégrales  particuli&res  <p  et  z,  déterminées  en  fonction  de  u  par  les  for- 
ni ules  IH  (n°  56). 

59.  La  considération  des    deux  intégrales  z  et  <f  a  I'avantage    de  réunir 

dans  un  méme  calcul  les  deux  cas  où  l'équation  -r^  =  Vj  s'intfegre  au  mo- 

yen  d  une  équation  algébrique  irréductible  du  vingt  quatrifeme  ou  du  qua- 
rante  huitièrae  degré.  Dans  le  dernier  cas  on  peut  se  servir  avantageuse- 
ment  des  deux  intégrales^  et  ^  (7)  qui  vérifient  une  méme  équation  F  (7*)  «  0, 
dans  laquelle  le  plus  grand  diviseur  commun  des  exposants  de  y  a  la  plus 
grande  valeur  possible  /*  =  8.   Nous  a  vocis  vu  (n°  33)  que  les  formes 

f  +  f  +  14/  ^  =  ap>  r'Vir*-  +4)a  =bq, 

sont  deux  fonctions  rationoelles  de  x.  Or  si  Pon  pose  jty—  u,  a»&  =  i6, 
on  déduit  de  ces  deux  équations 

II  u*  -pu*  +  q  =  0. 

On  déduit  aussi  des  méme  équations 

/++*« 2  \lkp  -  3u\  y  -^4«ii?=  Wp-u\ 
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IH. 


»|»4  -  Vip  -  «a*  -  *V/>  -  «*• 


Il  nous  reste  k    déterminer  les  deux  fonctions  p  et  <y  de  manière   que  les 
racines  de  l'équation  (II)  satisfassent  a  l'équation  différentielle 


<*) 


dx) 


/i  duV  •     cf 
\u  dx)        u* 


4P. 


60.  Pour    simplifier  Ips    calculs  nous    poserons  u  =  q*  V,  t*=pq    *.  L'è- 
quation  (2)  sera  remplacée  par  la  suivante 


w 


3 


\\  dx) 


dx 


\Y  dx)  +  «  ?   \V  rfx/ 


1-P 


1   \<jr         <7a/       3*    </* 


l*4        V4 
et    lon  aura   —  —  — ,  V6  -  tV2  +  1  «  0.  Od  déduit  de  cette  dernière  tfquation 


/irfV\  t! 

\\dx/  "  *V4-* 


2 


\V  da:/         *"  (3V4  -  *)*  +  <"  (3V*  -  «)  -  «V4  <" 


rfx 


(aV*  -  *)• 


En  posant  <'  :  t  =  t  et  en  remplafaot    V*  par  —  on  obtieat 

r 

/i  dV\         px  \  V  Ac/    ;>  [(t'  +  t»)  (w4  -  p)*  -/>V  -  yw4  t'j 

*  Vj  daj  "  su*  - />'  *         rfx  (sa4-/»)3 

D'ailleurs  l'équation  II  donne  (3it*  -  pf  -  p*  -  «A**4  "  -  9  ?M*>  de  sorte  ì™'011  a 


\V  dx) 


p  [V  (ra*  -  jp)»  -  9yi*Vj 

dx  (m'-pf 

La  suhstitution  de  ces  expressions  dans  l'équation  (a')  donne  la  relation 
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e» 


pr<  (31**  -pY  -  9pqu*r*  +  *;  pV  (3u*  -  ^)  +  {  j-pt  (3U*  -  />)*  +  -  (au*  -  />)3 

-p.K-p)3, 

que  Toh  réduit  au  quatrièrae  degré  en  u  a  Faide  des  formales 

(3W4  -  />)*  =» //  -  9qu*  +  3/>u\ 
(3W4  -  pf  -  27<jra  -ip3  -  27pqu*  +  sp*!*4, 
(sk4- 


— ì*-1-  «  -  *-   +  9paa*  -  (  27*7  -^-  la4; 


on  trouve  ainsi 


+  caf -£-  +  qpawa-i27<7  -^Jii4  )^Pi  (tlq*  - p*  - ttpqu*  +  9p%uk). 

Comme  cette  équation  n'est  que  du  qtiatriètne  degré  en  U>  pour  quelle 
soit  vérifiée  par  les  six  racines  de  IVquation  II,  il  faut  qu'eile  soit  identi- 
quement  nulle,  ce  qui  donne  les  trois  conditions 


(A) 


2)_T'_t»_i?-t+.Ct  C  =  _,p 

l)Tr+it^ii't_iV/,7i;_A=,lp,. 


En  les  combìnant  deux  a  deux  par  additjon,  pn  obtient  les  deux  equations 

qui,  jointes  k  l'equatioa  A9  2)f  forimeat  nn  système  ^quivalent  au  système  (A). 
Les  equations  de  condition  peuvent  donc  se  mettre  sous  la  forme  suivante: 


w 


1        rV?     «?v   *    9 


7 


4  p3 

Prenons  comme  foaction  auxiliaire  0  =  --.  Nous  aurons 


<*.  logQ      Q 


dx 
l'équation  (j3)  deviendra 

l   0" 


?-(H*K- 


.Q'-'<K>,Ms^-,)-,(K)'^(Q-,)' 

et  l'on  en  d^duira 

Ces  résultats  vont  nous  permettre  de  démontrer  que  l'équation  (y)  n'est 
qu'une  conséquence  de  l*equation  ((3),  et  qu'ainsi  les  conditions  de  notre 
problfeme  se    re'duisent    aux    deux    équations    (a)  et  (j3).  En  effet,    si  nous 

rempla$ons  —   -  par  5  ^ —  dans  l'equa tion  (y)  diviste  par  t,  nous  trouvons 

T       t     •  <jr  Q-i 

2  log  t*  +  \  log?  -  log  (Q  -  i)  +  log*, 

T>*V-*(Q-i)f 

Ar  désignant  une  constante*  Or  t2  q*  **  p2  q  •  8  =>  —,  de  sorte  que  la  der- 
nière  équation  donne  la  relation 


P  *M  \         P/ 


qui  est  ideatique    avec  l'equa  tion  (|3)  lorsqu'oa    prend  k  —  ttc*.    Aìnsi  l'é- 
quation  (y)  est  equivalente  k  la  de'rivee  logarithmique  de  lVquatioo  (|3). 
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$1.  Toutes  les  conditions  de  notre  problème  sont  donò  exprimees  par 
les  deux  équations  (a)  et  (0).  La  dentière  petit  étre  remplacée  par  les 
deux  formules 

V     87?»'         K    }  q      Q(Q-l)' 

d'où  l'on  de'duit  p  et  q  exprimés  éa  fonctioa  de  Q.  Oo  a  ai  osi 

04  (0  - lì3 

(6)  y-W.HM^    ^Q,t'), 


(7)  ^  «  .7.4  (8c)*  £«jf . 


On  voit  par  la  que  notre  problème  n'est  soumis  qu*a  une  seule  condi- 
tion,  de  trouver  une  fonction  rationnelle  de  x  qui  satisfasse  a  l'e'quation 
diSVrentielle  du  troisième  ordre,  que  Fon  obtient  en  éliminant  q  entre  les 
équations  (5)  et  (6),  sa  voi  r 

f    39!!l  42!l    8    Qfa     101    Qf> 

(8)    Q    ""2  Q'a  %Qa  +  8(Q-i)*~329Q(Q-i)~ 

On  déduit  d'abord  de    la  formule  (5)  la  forme  que  doit  présente  r  la  fon- 

d2r 
ction  P,  pour  que  l'equation    différentielle  -r-**  «  Yjr  s'intègre    algébrique- 

ment  au  moyen  d'une  équation  irréductible  du  48  degré,  ne  se  réduisant 
ni  a  une  equatìon  binóme,  ni  k  une  équation  trinóme;  il  faut  que  cette 
fonction  P  soit  du  degré  -2  en  x,  et  que  son  dénominateur  ne  reo  ferme 
aucun  facteur  linéaire  multiple»  d'un  degré  super ieur  au  second.  En  eflfet, 
posons 

q  =  n  (x  -  a)\  Q  -  n  (x  -  a)*1,  Q  -  i  -  n  (x  -  a)\ 
pois  substituons  dans  l'équation  (6)  les  expressions 

7  7      **  x-a       Q      **  x-a   Q-i      **  x  -  a 

nous  trouvons  la  formule 
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(io) 


ltf  —  s     *-  *  i  fe— Y  +  -  2  -*-  2  — 

^  (jc - a)a      12  \^  x-a)       48  **  x-a  **  x-a 


d'où  lon  voit  immédiatement  que  la  fonction  P  nepeut  avoir  pour  déno- 
minateur  qu'un  produit  de  facteurs  simples  et  de  facteurs  doubles.  Si  I'od 
multiplie  par  x*  les  deux  membres  de  cette  formule  et  que  lon  fasse 
croitre  x  indéfiniment,   on  trouve 

1* lim  (*> P) -- 2X  + 1  (S  tf  +  L  Jp.  £„, 
expression  qui  est  finie  ou  nulle.   On  peut  donc  poser  (n°  4o) 

p~2t-^  +  2— .  2B=«. 

(*)     (2^)a-«2>  +  ;Six2Vea1441'  I  =  lim(*a  P)  pourx-oo. 

Si  l'on  égale  entre  eux  les  coefficients  de  (x  -  a)~*  dans  les  deux  mem- 
bres de  la  formule  (io)  on  trouve 

(b)  Xa-l2X  +  £ttV  =  «44A. 

En  joiguant  a  cette  dernifere  formule  les  relations  qui  existent  entre  les 
trois  nombres  X,  p  et  v,  nous  pouvons  déterminer  les  yaleurs  de  ces  ex- 
posants  relativement  a  chacun  des  pdles  de  la  fonction  P. 

62.  Pour  obtenir  les  relations  cherdrées  entre  X,  fi  et  v  nous  distingue- 
rons  trois  cas  suivant  le  signe  de  p. 

i.°  fjt  >  o.  On  a  évidemment  v  =  o,  et  Ton  déduit  de  l'èqua  ti  on  (e) 

X  =  4(i  -  e  (fi  -  i)  ■■  6  -  2fx,    X  <  e. 
2.°  fx  <  o.  On  a  v  a  fjt  et  l'on  déduit  de  l'équation  (e) 

s.°  fi  «  o.  Soit  Q  «  k  +  l  (x  -  àf  +  . .. ,  et  conséquemment  Q  - 1  =  (k  - 1) 
+  /(jc-«)'+  ...  Le  degré  de  Q-i  est  donc  v«i,  si  *«i,  et  v«o,  si  i 
est  difffrent  de  i.  Dans  les  deux  cas  le  degré  de  Q'  est  i-i.  On  déduit 
donc  de  l'équation  (6) 

X  »  3i  -  6  (l  -  l)  «  6  -  31,    OU    X  t=  -  e  (l  -  t)  =  6  -  61  ;    X   <  6. 

Nous  remarquons   que    X  est    inférieur  k  6  afia  de  déterminer  le  signe  du 

42 
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radicai  dans  la  r&olution  de  IVquation  (b).  Dans  le  cas  où  fi  est  >  o  et 
da ns  cclui  où  p  =  o,  l'uà  des  deux  facteurs  p.  ou  v  se  réduisant  k  zèro,  od  a 

X  -  4-6  ^t  +  4A. 

Lorsque  p  est  <  0  on  a  fx  =  v  «  X  -  6,  de  sorte  que  la  formule  (A)  petit 
se  mettre  sous  la  forme 

(X-6)a  +  {(X-6)a«i6(i+4A), 

et  l'ori  en  déduit  X  »  6  -  4  yi+TA.  Les  trois  exposante  X,  u,  v  sont  donc 
expriraes  par  Tua  des  trois  groupes  de  formules  : 

(A)  x  =  e  -  e  ^i  +  iA,  fi  «  3  /T+7A,  v  «  0, 

(B)  X  =  6  -  4  V^l  +  i  A,   fi  «  -  4  ^i  +  4A,    V  »  fi, 

(C)  X  «  6  -  6  tfl  +  4Af   fi -0,1    OU    11--  2^1  +  4A. 

Les  formules  (A)  ne    peuvent  s'employer    que  dans  le  cas  où  V^  +  *A  est 

un  nombre  rationnel  entier,  ou  une  fraction  de  la  forme .   Les  for- 

3 

mules  (8)  exigent  que  </t  +  4A  soit  un  nombre  rationnel,  doot  le  déuo- 
minateur  soit  diviseur  du  4.   Enfia  dans  les  formules  (G)  le  radicai    cara- 

cte'ristique  ^i  +  4A  doit  étre  entier  ou  de  la  forme  .   Donc 

day 
Théorèmb  I.  -  Pour  que    léquation  -—  »  Py  soit    intégrable   algébri- 

quement  au  mojren  des  ratine s  d'une  équation  algébrique  irréductible 
du  quarante  huitième  degre',  il  est  nécessaire  que  pour  chacun  des  póles 

de  P  le  radicai  caractéristique  ^i  +  4A  soit  un  nombre  entier  ou  bien 
une  fraction  ration nelle,  ajrant  pour  dénominateur  tun  des  nombres 
2,  3  ou  4. 

c.    / t-     2I  +  1 

Si  yi  +  4A  »      ■  "',  on  doit  employer  les  formules  (B); 

o«       /  3/»l9| 

Si  v  *  +  4A  »   ,  on  doit  employer  les  formules  (A), 

I  1/4-1 

Si  v  i  +  4A  « ,  on  peut  employer  les  formules  (B)  ou  les  formules  (C); 
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Si  v*+4A  est  un  nombre  entier,  on  peut  employer  Tua  quelconque 
des  trois  groupes  de  formules. 

Les  formules  pr&rédentes  sont  encore  applicables  aux  facteurs  (x  —  a) 
dont  les  carrós  ne  figurent  pas  dans  le  dénominateur  de  la  fonction  P 
re'duite  a  sa  plus  si m pie  expression  ;  il  faut  seulement  faire  A  «  o.  Les 
exposants  de  ces  facteurs  dans  les  fonction  q  et  Q  sont  donc  A  =*  2,  fx  «  —  4, 
ou  bien  A  «  0,  f*  =  3  }  de  sorte  qu'en  désignant  par  X  et  Z  deux  polynó- 
mes  entiers,  on  peut  poser 

(li)  q-X9Il(x-a)\     Q~^n(x-a)*. 

Dans  ces  formules  le  produit  indiqué  par  II  s'e'tend  a  tous  les  facteurs 
lin&ires  x  —  a9  dont  les  carrés  figurent  dans  le  dénominateur  de  la  fon- 
ction P.  Les  degrés  {  et  £  des  deux  polynóroes  X,  Z  sont  donnés  par  les 
formules 

(13)  L=2?  +  2X,     M  =  3£-4S  +  S>, 

aussitót  que  Fon  connaìt  les  degre's  L,  M  des  deux  fonctions  q  et  Q.  Ces 
degras  se  déterminent  en  fonction  de  I  =  lim(.raP)  pour  x  «=»  oo,  comrae 
dans  les  cas  précédente.  Substituant  dans  l'èqua  tion  (5)  les  développements 

n       I  qì      L  0'      M  Q'        N 

x*  q      x  Q       x  Q  - 1      x 

ordonnés  suivant  les  puissances  d&roissantes  de  x9  égalons  entre  eux 
les  coefficients  de  x~*2  dans  les  deux  membres  de  cette  équation;  nous 
trouvons 

(l0)  _  L  +  1  La  +  —  MN  «  i*  I. 

1  12  3.16 

D  ailleurs,  comme  le  degré  N  de  Q  -  i  est  0  si  M  est  <  0,  N  «  M,  si  M 
est  >  0,  et  qu'il  est  égal  a  0  ou  a  un  nombre  negatif  - 1,  si  M  =  0,  011 
déduit  de  la  formule  (6): 

i°  Si  M  <  0,     L»  *M  -  t  (M  -  i)  =  «  -  «M,     L  >  e, 
*°  Si  M  >  e,     L^iM-6(M-i)»«  +M,     L  >  e, 
3°  Si  M  =  0,      L  «  6  +  31  ou  L  «  6  +  e/,  suivant  que  N  «  1  ou  0. 
Dans  tous  les  cas  L  est  supérieur  a  *,  de  sorte  que  le  signe  du  radicai  se 
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trouve  determinò  daus  la  résolutioa  de  l'équation  (to').   Dans  les  deux  cas 

où  19uq  des  nombres  M  ou  N  se  réduit  a  zèro,  ori  a  L  «  e  +  e  ^i  +  4I; 
dans  le  cas  où,  le    nombre  M  étant    positif,    on  a  N  «  M  «  L  -  6,  l'èqua- 

tion  (iof)  donne  L  =*  6  4-  4  ^1  4.  4L  Ainsi  les  deux  nombres  L  et  M  sont  dé- 
terminés  par  Tun  des  trois  groupes  de  formules  : 

(A')  L  «  6  +  6  v/t  +  il,     M  -  -  3  V^i  +  ti, 

(Bf)         l  »  e  +  4  \/TTai  m  -  4  ^1  +  a, 

(C)  L  =  6  +  6  ^i  +  4  I,       M  -  0,    I    OU    2Ì  «  2^i"+~4L 

Corame  L  et  M  sont  des  nombres  enliers,  ainsi  que  1,  on  déduit  de  ces 
formules  que  le    radicai    caracte'ristique   yi  +  4I  doit    étre  ou    un    nombre 

entier,  ou  une  fraction  de  i'une  des  formes   ,  ,  .Onnepeut 

*  SS  «I 

employer  que  les  formules  (Af),  si  ^i  +  li  =  >  et  les    formules  (B')f  si 

1  2/  -4-  i 

Vi  ■*•  4l«   .   Dans  ces  deux  cas  les  deux  nombres  L  et  M  n'ont  qu'un 

4  %  ^ 

seul  système    de  valeurs.   Ils  en  ont  deux»  qui  se  déduisent    des  formules 

(B')  et  (C'),  quand  tfi  +  il  =  >  et  enfin  trois,  quand  ^1  +  il  est  entier. 

2 

Les  fonctions  q  et  Q  peuvent  donc  étre  determinées  de  diflférentes  ma- 
nières,  que  l'on  doit  examiner  successivement.  Mais  le  nombre  de  ces  de- 
terminations  possibles  est  toujours  fini;  de  plus  on  le  re'duit  notablement 
au  moyen  des  formules  (13),  en  rejetant  tous  les  systèmes  de  valeurs  de 
L,  M,  IX  et  Ifi,  auxquelles  correspondent  pour  £  ou  g,  des  valeurs  nega- 
tives  ou  fractionnaires, 

ri             «         5     l        ,5         *            5         1 
64.   hxeraple  :  P  = — t +  —  — 

r  se   x2       64   [x  -  i)a       36   X2  -  X 

Pour  le  facteur  x  on  a  V^i  +  *A  =  |f  de  sorte  que  les  valeurs  de  X  et  f* 
doivent  se  deduire    des  formules    (A);  on  trouve    ainsi  X  «  2,  p  =  2.     Pour 

(x  -  \)  on  a  V^  +  4A  =  |,  et  Fon  déduit  des  formules  (B),  X,  =  5,  pt  =  -  i. 

Enfin  on  trouve  lim  (x*  P)  =  -  f-J»  ^l  +  4^  "  £•  ^  =  7,  M  «  1.  Les  formules  (13) 
deviennent  donc 

7=2$  +  7f       I  =  3?-  4$  4-  1, 
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et  l'on  en  déduit  £  -  o,  £  =  o,  de  sorte  que  les  deux  polynómes  X,  Z  se 
réduisent  a  deux  constantes  a  et  b.  Les  fonctions  ^  et  Q  n'admettent, 
dans  ce^cas,  qu'une  seule  d&ermination 


q  «  ax2  (x  -  J)5,    Q  -  -j 


x 


a 


a    x-  i 


II  sagit  de  déterminer    les  deux    coastantes  a  et  b  de  manière  a  vérifier 
les  formules  (5)  et  (6).  La  formule  ($)  donne 

lV         ;    "    27.16  (2C)6  Q*  "      27.  V2  (4C)6  *6 


a6 


3  (ic)2  x2  [Q  -  i]  _  ì/4.    n  (*  -  03  Q'*- 

1  .  ^        ^c*  -  <*4  (jp  -  0  ^»    b*  x(x  -%)       ,  . 

E  n  substituant       Q  -  1  « r-f — - >  Q '  -  -?  -7-^ —■ ,  on  obtient 

a4  (a:  -  i)  a4    (a:  -  i)* 

3  (ic)a  [6  V  -  a4  (x  -  1)]  -  »/4  «^  (*  -  2)*. 

pour   que  le  premier  membre  soit  divisible  par    (x  —  2)%   il  fa  ut    que  l'on 
ait  ak  =  4&3f  et  en  eSectuant  la  division  on  obtient 

3  (ic)2.  b  «  ]/\.   \fib\   8(4C)2  «  »/*•   2^ 

«  A3 

Nous  pouvons  prendre  3  (le)'  =  i,  b  =  ""7T-;  <*4  ■■  *^3  a  (£)\  «  =*  j18  -4;  et  par 

conséquent 

q~  ±x2(x-t)\       Q«{— ,j>  =  lxa(^-i)3. 


Ainsi  l'éqnation  proposte 

d 
dx 


s'integro  algébriquement  au  moyeu  des  formules 

e  C  dx  e  Cdx 


.Me 


u* x*lx  -  1)*  u»  +  —  jc*  (jc  -  i)'  =  a. 

16  '  46  ' 
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Nous  démontrerons  plus  loiu  que  la  mime  équation  a  dm  et  deux  intégrales 
parliculières  jr  et  tp  (^),  exprimées  en  fonction  de  u  par  les  formules  (III) 
du  n°  50. 

65.   La  simplification  apportée  daas  cet  exemple  pour  la  formule  (6)  peut 
se  géneraliser.  On  la  mei  d'abord  sous  la  forme 

«.  (ic)«  (Q  -  i)3  -  kq  Q*  (^J  , 

puis  Ton  pose  27  (tc)6«l,  c« — -.»  et  lon  y  remplace  le  produit  q  Qa 
par  l'expression 

qQa  «  (|  J  H  (x  -  a)»**', 

qui  se  déduit  des  formules  (11).  Extrayant  alors  la  raciae  cubique  des  deux 
membres,  on  trouve 

(il)    Z3  n  (x  -  a)"  -  X*  -  '/ì  [aXZ'  -  iZX'  +  XZ  £  ^^  ]  n  (x-«)    3 

De  mérae  en  substituant  9  =  X'  II  (x  -  a)1  daas  la  formule  (5)  on  la  trans- 
forme  en  la  suivanle 

X»     5  X"     t  X'      _i        £  /        x    V 

C'est  sous  cette  forme  (li)  et  (.5)  qu'il  eoo  vie  rat  de  mettre  les  deux  formu- 
les (6)  et  (5)  pour  effectuer  le  calcai  des  coefficients  indéterminés  des  deux 

polynómes  X  et  Z.  Pour  que    Fe'quation  ~^  **  fy  puisse   étrc    vérifie'e   par 

les  racines  d'une  équation  algébrique  du  quarante  huitième  degré,  il  est 
necessaire  que  les  formules  (fé)  et  (fS)  se  réduiserrt  k  des  identités.  Nous 
vetrons  plus  loin  que  cette  condition  est  aussi  suffisante;  mais  tout  ce 
que  nous  pouvons  conclure  pour  le  moment,  c'est  que  les  racines  de 
F  équation 
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a*  -  pu*  +  q  m  o 


satisfont  a,  l'equa  ti on  (2),   que    la  fonctioo 


/dx  e   C 


y^yjaX.  +  Ne  J  4^3 

ou  M  et  N  sont  deui  constantes  arbitraires,  est  l'intégrale  generale  de  Fé- 

d2r 

quation   -jL%  «  P^,  et  que  cette  intégrale  est  algébriqne  (n°  48). 

IV.        fi  =  10,  N  =  i«. 

66.  Nous  avons  trouvé    dan$  la  première  partie  que,  lorsque    Fe'quation 

d2r  ,. 

-jr-^P/i  s  intègre   au    moyen  d'une    équation    irréductible  du  130*    degre' 

F  (r  )  =*  0,  elle    admet    deux    intégrales  jr  et  ^,  toutes    deux    racines    de 
F  (ji0)j  et  telles  que  les  fonctions  p9  q  définies  par  les  formules 

(i)      /°  +  +10  +  «.i9^-5  f  (y40  -  <H  +  26,i9/°  f  °  -  aP, 
(2)      r+(r40-*40-i^5*5)-^ 

où  a  et  b  désignent    deux  constantes,    sont  dei  fonctions    rationnelles  de 
x  (n°  37). 

Posons  y$  =  ut  et  éliminons  (y%0~ty1*)  entre  les  équations  (1)  et  (2);  nous 
obtenons  successi  vement 


/°  +  f0  «  i2i  ttl°  +  2*ty.  U*  +  -^?!  +  te10 


ajl  -  12.19  H*  (  11  U*  +  -2  J  -  26.19. U4°, 


55 


a10  +  2.53  bqu*  +  — V  -  ap  m  0. 

En  posant  b  «  5*  et  a  »  5*.  puis  réduisant,  on  trouve 

(3)  a**  +  ioqu*  -pu2  +  5  ^*  «  0. 

Ainsi  la  fonction  u«/^  a  douze  valeurs  égales  deux  a  deux  et  de  signes 
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con  trai  res,  de  sorte  qu'en  posaat  u*  -  H,  oa  obtient  une  équatioa  r  esca- 
vante du  sixième  degrtf.  Les  intégrales  jr  et  $  s'expriment  de  la  manière 
suivante  en  fonction  de  u.  On  a 

,      /—  l(     V^*&y  ■+  (ti  +  a  yd)  M» 
f+y/-i  f«= 2 ^=^-s — '—  » 


• 


2  Va 

(4)     {  , ,_  . ;_ 

5       V^I25<7  +  (11+  2  ^-  l)  W*  -  V  125<y  +  'H  ""  *  /"  *)  U* 

2 /Ti   v^w 

Il  nous  reste  a  déterminer    les  deux  fonctions  p  et  q  de  manière  que  les 
racines  de  l'equa  ti  on  (3)  verifient  l'équation  différentielle  (n°  38) 


dx/      / 1    du  V      e* 


dx  \u.  dx)      u%         ' 

où  e  design  e  la  constante  de  l'equation 

67.  Afin  de  simplifier  les  calculs  nous  poserons 

u  -  <7*  v>  />  =* e*  <7?> 
de  sorte  que  lVquation  (3)  deviendra 

(3')         Via  +  10  V6  -  e*  Va  +  5  =  o, 
et  ses  racines  devront  satisfaire  a  l'équation 

11     »    V»  d*) ,  /'  *LÌ  +  £(L<5\* 

dx  \V  dx)       q    \\   dx)      u* 
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D'ailleurs  ori  a 


(i   d\\  t>  \Y  dx)     t"  (Vt0+sV*-<)'-t,'(4V1V6VW) 

*VV  rfx/ "  V<0  +  5  V*  -  *'  *        dx       "  (V"  +  sV*  - 1)3 

et  en  substituant  ces  expressions  dans  l'èqua tion  (II)  on  obtient 
(B)      t"  (\u  +  5V*  -«*)'--  t"  (3V10  +  3V4  +  t)  +  1  ^  t'  (V10  +  bV*  - 1)' 


ca 


-£=-.,    (V"  +  5V«  -  t)3  =  P,  (V10  +  6V4  -  t)3. 
€f*  V 

Cette  èqua t io n  doit  étre  vérifiée  par  les  douze  racines  de  Tequation  (3')  ; 
si  don  e  nous  la  réduisons  au  dixifeme  degre',  elle  doit  se  réduire  a  une 
identità.   Or  on  déduit  de  l'dquation  (3') 

(V40  +  5V1  -  t)%  -  \t  V10  +  20V8  -  10  t  V4  +  t2, 

(V40  +  5V*  -  *)3  -  *i  **  Vi0  +  330*  V8  +  900  V°-  165  t%  V4  -  450  tV2  +  500  -  tz 
(Y10  +  5V*  -  *)3  :  V  «  21  *'  V8  +  330  t  V*  f  900  V4  -  165  t% 

+  *^LZ£  (6*-ioV4-Vi0). 

5 

On  obtient  une  vérification  facile  de  ces  calculs  en  substituant  dans  les 
formules  obtenues  les  valeurs  correspondantes  V«i,  *=f>  qu'on  deduit 
de  lVquation  (3')  en  y  faisant  V  =  1  j  cette  substitution  les  réduit  a  des 
identità.  La  formule  (B)  divisee  par  t3,  se  met  a  l'aide  de  ces  formules 
sous  la  forme  suivante 

/    V"  V8        V4     \      5  t  /  V10        V4     \ 

H  I  4    +    20  --  -  10  —  +1I--T       3  —  +  3  —  +  11 

\       t  t2  t        /       l       \      t  t        J 

,  t  /   /100     i\V10        V8  V6  V4       V4  V1     150     e\ 

+  C2— .{  -1  T-"  I  —  +  11  -r  +330  -a  -  100 -r+  2 165  -7-  +  -*---  1 

£jì  \    \  t 8       5/  t  t2  t*  tk  t  t*        t*       5/ 

/     V10  V8  V6  V4  V>     500      \ 

=  P,  I    21  +  330  — -  +  900  -t  -  165 450  — 5-  +  — r  -  1  )> 

1  \      t  t2  t3  t  r      t*      / 

t}     .      t"      1    a'  tl 
où  nous  posons,  pour  abréger,  t  =  —  )H  =  -  +-  - — • 

t  t         6     Q    t 

43 


e 
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En  exprimant  que  cette  formule    est  identique  par  rapport  a  V,  en    rem- 


>3 


$ant  — -   et  *3  par  leurs   valeurs  ^  et  4™     on    obtient    les    six   équations 
q*  $q        6  q 


suivantes  : 


1?)  4H--t'+  -^   (i-4(30)3  2^-«P„ 

4  307     \  p*/ 


7        p 
8?)  20H  +  -C    —.  =  330  P,, 

'  2      q> 

3?)  55  C*  —.  =  900  P„ 

9 


<•) 


_10H-- 1»+  -  4  6-*o(«3)  2!"\«-1MP„ 

4  3     f   \  p3J 


5f)  —  C'^s    =  450  P„ 

2        q 

8?)  H-5T»  +  CJ£((30)3i:-1)-(4(30)32-;-1)pi. 

Les  formules  3°)  et  5°  sont  c'quivalentes  ;  on  en  deduit 

(«)        ,p, = <* .  (t  -  ìi  £  V  -  *  4- 

En  rem  placali  t  aP,  par  —  e2  ^  dans  la  formule  2°)  on  obtient 

©0      y 

7  t         6    7      *        6        q% 

Enfin  a  faide  des  expressions  trouvees  pour  H  et  P,,  les  trois  formules  i°, 
4°  et  6°  donnent  un  me  me  resultai,  savoir 


(r) 


'-;<•£('-<»>'£) 


de  sorte  que  les  trois  formules  (a),  ((3),  (y)  expriment  toutes  les  condi- 
ti ons  auxquelles  doivent  satisfaire  les  fonctions  p  et  q>  pour  que  les  racines  de 
l'èqua  ti  on  réso  Ivan  te  (1)  vérifient  lVquation  difierentielle  II.  On  peut  niéme 
negliger  la  formule  (|3),  parce  quelle  n'est  qu'une  consequence  de  la 
formule  y. 
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Pour  simplifier    la    demolisti  ation,  nous    iutroduirons  immédiatement    la 
fonction  auiiliaire  Q,  définie  par  la  formule 

On  a 

Q'         p'        q' 

Q  P         1 

de  sorte  que  la  formule  (y)  devient 

P  0'a  0'a 


1       n»/.      *\      Q(Q-«) 


("0 


t< 


tandis  que  l'équation  (|3)    divise'e  par  —  =  t  prend  la  forme   suivante 

t"       1   g1       1       Q' 

-7   +    -     •*-    =   -.     — , 

£'     $  9      »    Q-i 

et  en  intégranti,  on  en  de'duit 

r    73  =  Ar  ^  -  t),    t  .  —  ~  — ^ — , 

i  Q1  p  pò 

eu  eVard  aux  formules  t  «  -  — ,  to'"!  =  -£-9,    £  «=  ,-£— .  «  80,  le    dernier    ré- 

sultat  prend  la  forme 

k_  p      8       Qfa 

Pour  que  celle  formule  soit  compatitile  avec  (yf)  il  faut  prendre  —  k  =5  e2, 

et  dans  ce  cas  les  deux  formules  sont  identiques.  Ainsi  la  formule  (0)  n'est 
qu'une  conse'quence  de  (y).  Toutes  les  conditions  auxquelles  doivent  satis- 
fare les  fonctions  p,  q,  Q  sont  donc  exprimées  par  les  formules  («), 
(3)  et  (/). 

68.  Au  moyen  des  formules  (<J)  et  (/)  on  obtient 


?" 

11  g" 

1S     ^a 

il 

300 

0" 

7 

Q(Q- 

0 

7- 

04  (0  -  o3 

l 
* 

P  = 

»  °7(°- 

os 
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Nous  simplifierons  ces  formules  en  prenant  (60  c%)  «•  i,  ce  qui  n'enlève  rien 
a  la  generalità  de  notre  solution,  car  la  constante  e  étant  celle  de  l'e'quation 

dty  dy 

il  suffit  de  multiplier  les  racines  de  F  tyl°)  par  un  nombre  couvenablement 
e  ho  i  si,  pour  que  e,  prenne  telle  valeur  que  l'on  vondra.  Les  e'quations 
(a),  (3)  et  (/)  peuvent  donc  étre  remplacées  par  les  trois  suivantes 

(5)       f.n^iJL.tf, 


w 


Toutes  les  conditions  du  problfeme  se  ramènent  ainsi  a  une  seule,  savoir 
de  trouver  une  fonction  rationnelle  Q  qui  satisfasse  a  l'e'quation  differen- 
tielle  que  l'on  obtient  en  éliminant  q  entre  les  équations  (5)  et  (e)  : 

m    ^_3^a    45!!    3    <r      en     q" 

W        Q'      iQ,,  +  jQ,  +  i  (Q-i)1     isoo  QfQ-i)'"-  ' 

En  prenant  a  volonté  diverses  valeurs    de  Q,  on  deduit  de  cette    formule 

d*Y 
autant  de  fonctions  P,  pour  lesquelles  lVquation  -j^t  «  Vjr    s'intègre    algé- 

briquement. 

i?  Soit  Q=*x.  On  trouve  la  fonction 

p  2     i  3  1  611  1 

9   X2       16   (x  -  l)a       3600    X  (X  -  l)' 

qui  presente  deux  póles  x<>o,  x  =  i.  Les  trois  radicaux  caraetéristiques  soat  : 


»• 

2!  Soit  Q«-  4x  (x  -  i).  On  a 

n  ,  lt   Q*        ax-i        Q*  4        Q"         t 
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au  moyen  de  ces  expressions,  on    déduit  de  la  formule  (s), 

n         2121  211         i 

p  -  "  :   3  -  -  /- — ^  + 


9   X*       9    (x  -  l)a        900   X  (x  -  i) 

Les  valeurs  correspondantes  des  radicaux  caractéristiques  sont 

^t +  4A-^ih-4A.-|,  V^n-  4l  «  f 

(x  +  3)^ 

s!  Si  lon  prend  Q  =  — ; '■—,  on   a 

r  27  (a:  -  1)2 


a:  -  9 


*(*-9)»       Q'  (x 4-  3)a 


Q     (,r  -  1)  (.r  +  3)  27  (x  -  ila    Q  -  i      x  (x  -  1)  (.r  -  9) 

Q"         1  2  3 


n-  + 


Q'      .r  —  9      ,r  +  3      x  —  1 
En  substituant  ces  expressions  dans  la  formule  (s)  on  obtient 


3     1        21  1  63  1 


16    X%        100    (X  -  l)1       400   X  (x  -  l) 

Les  radicaux  caractéristiques  sont 

4?  Soit  enfili  Q  «  — -.  La  formule  (s)  donne 

4X  (X  —  l) 

6       16  1  307  1 


25   ,Ta       25   (a?  -  l)"       900    X  (X  -  l) 

Les  valeurs  correspondantes  des  radicanx  caractéristiques  sont  : 

V^i  +  4A  =  Vfi-*-4AI=|,  V^i  +  4l  «  |. 

rfar 
Por  toutes  ces  valeurs  de  P,  lVquation  -j^^Vy  admet  une  intégrale    al- 

gébrique,    ainsi    que  M.  Schwartz  l'a  trouvd    par  la  méthode  de  Riemann 
(J.  de  Creile,  t.  75,  p.  323). 

69.  Au  lieu  de  déterminer  directement  la  fonction  auxiliaire  Q  au  moyen 
de  la  formnle  (s),  nous  emploierons  les  deux  équations  simultan&s  (5)  et 
(o).  La  première  ne    difffere  que   par  les    coefficients  num&iques,  de    celle 
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que  nous  avons  discutée  dans  le  cliapitre  précédent  (o°  6i),  et  nous  en 
de'duisons  une  conclusion  toute  semblable,   sa  voi  r  : 

Pour  que  Véquation  différentielle  -pa  =  Yj  s' intègre  algébriquement  au 

moyen  des  racines  d'une  equation  irréductible  du  i20e  degré,  il  est  avant 
tout  nécessaire  que  la  fonction  P  décomposée  en  fractions  simples  soit 
de  la  forme 

»-S  r^*2    B 


(x  -  a)>      *  (i  -  a)' 
et  que  les  coeffLcients  B  vériflent  la  condition  JJ  B  »  o. 

Soient  X,  /*  et  v  les  exposants  d'un    mèrae  facteur  lineai  re  (x  —  a)  dans 
les  trois  fonctions  q,  Q  et  Q  —  i;  on  a 


V 


q       **  x-a  q         ** (x-a)2      \**  x-a/    Q       **  x-a  Q - i      ** 
de  sorte  que  lVquation  (5)  prend  la  forme  suivante: 

(9)       .vr_L.+i/2JLY  +  iL2-fLS«^.llp.       . 

**  (x  -a)2      12  Y*-  .r-a  /       300  ^  .r-a  **x-a 
En  e'galant  dans  les  deux  membres  les  coefficients  de  (x  —  a)"*  on  en  deduit 

(10)  X*  -  12X  +  ~  ftv  =  144A, 

le  coeflìcient  A  pouvant  se  réduire  a  zèro.  D'un  aulre  cóle  la  formule  (6) 
donne  entre  X,  tt  et  v  la  relation  X  =  4ft  +  3v  —  6  (f*  —  i),  si  fx  est  diflférent 
de  ze'ro;  si  au  con  tra  ire  tt  =  0,  le  developpement  de  Q  suivant  les  puis- 
sances  croissantes  de  (x  -  a)  est  de  la  forme  Q  »  k  +  /  (jc  -  a)'  +...,  /  >  0  3  Q; 
est  du  degre  1  - 1  et  Ton  deduit  de  la  formule  (6)  la  relation  X=3v-6(/-i)=6-6*  +  3v, 
le  nomine  v  e'tant  égal  a  i  ou  a  o,  suivant  que  k  est  egal  a  1,  ou  difle- 
rent  de  1.  On  a  donc  Fune  des  deux  relations  X  =  6  —  3*,  ou  X  =  6  —  62. 
Enfin  loisque  fx  est  différent  ds  ze'ro,  l'exposant  v  sVvanouit,  si  f*  est  po- 
sitif  et  il  est  egal  a  fx,  si  p  est  négatif.   Ori  a  donc  les  relations  suivantes 

1?   p   <  0,       v  =  ft,       X  =  6  +  p  <  6, 

2?   [i  >   0,      v  »  0,       X  =  6  -  2p  <  6, 

3?   p  =  0,       V  =  0  OU  /,    X  «  6  —  6*    OU    6  —  31,    X  <6. 
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Dans  tous  les  cas  X  est  inférieur  a  e,  ce  qui  d&ermine  le  signe  du  ra- 
dicai dans  la  ^solution  de  l'équation  (io).  Dans  les  deux  derniers  cas,  où 
Tun  des  deux  exposants  /x  ou  v  saturnie,  on  déduit  de  l'équation  (io) 

x»  6-7  v^TTTa. 

Dans  le  premier  cas,  où  Ton  a  fA«v»X-6,  l'èqua tion  (io)  devient 

(»-•)*  (i  +  fi)- 36  (1  +  4A), 
et   Ton  en  de'duit 

X  =6  -  5  \/i  +  aA. 

Par  conséquent  les  exposants  X  et  fx  sont  determine's,  suivant  les  valeurs 
de  A,  par  l'un  des  trois  groupes  de  formules: 

(A)  X  «  g  -  5  tfi  +  iA,     fi  «  -  5  V^i  +  iA, 

(B)  X  =  6  -  6  V^i  +  *A,     ^  •  3  v^i  +  *A, 

(C)  X  =  6  -  6  V^i  +  iA,     (JL  =  o,  i  ou  «ai^i  +  iA. 

70.  Gomme  les  nombres  X,  p  et  i  sont  entiers,  le  radicai  caractdristique 
Vi+^iA  ne  peut  avoir  qu'une  valeur  entière  ou  fractionnaire  de  l'une  des 

formes  —,    —  ou  —  Si  ce  radicai    est  fractionnaire,  les    exposants  X  et  ^ 

5  3  2 

sont  complètement  déterminés;  les  formules  (A)  sont  seules  applicables, 
lorsque  ce  radicai  est  une   fraction  dont  le  dénorainateur  est  e  gal  a  5,  les 

3/  db  1 

formules  (B),  lorsqu'il  est  e'gal  a  une  fraction  ,  et   les    formules   (C), 


9iL     -4-      A  mm^-^^^^mm 

lorsqu'il  est  de  la   forme  .  Si  ^1  +  4A  est  un  nombre    entier,    il  y  a 


2/ 

2 

lieu  d'examiner  successivement  les  trois  systfemes  de  valeurs  de  X  et  p,  fouf* 
nis  par  les  trois  groupes  d  equations.  En  particulier,  si  A  =  0,  on  de'duit 
des  formules  (A),  X  =  1,  p  =  -5,  et  des  formules  (B),  X=o,  ^  =  -3.  Il  n'y 
a  pas  lieu  de  recourir  aux  formules  (C),  parce  qu'elles  donnent  X  =*  fi  =  0. 
11  resuite  de  là  que  la  fonction  q  ne  ren ferme  qu'au  premier  degré  les 
facteurs  lineai res  dont  les  carrés  ne  figurent  pas  dans  le  dénorainateur  de 
la  fonction  P  reduite  a  sa  plus  simple  expression.  En  désignant  par  X  le 
produit  de  tous  ces  facteurs  linéaires,  on  a 

(11)  <j~XIl(x-a)x,. 
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n  désignant  le  produit  de  tous  les  facteurs  linéaires,  dont  les  carrés 
figurent  dans  le  dénominateur  de  P,  chacun  de  ces  facteurs  étant  affecté 
d'un  exposant  1  determine  par  les  formules  précédentes. 

Les  facteurs  linéaires  du  polynóme  X  figurent  au  cinquifeme  degré  dans 
le  dénominateur  de  la  fonction  auxiliaire  Q.  Cette  fonction  peut  renfermer 
en  outre,  mais  au  cube  seulement,  des  facteurs  linéaires,  qui  n'entrent  pas 
dans  la  composition  de  la  fonction  q  et  dont  les  carrés  ne  figurent  pas 
dans  le  dénominateur  de  P.  On  peut  donc  poser  : 

(12)  Q-|in  (*-«)% 

Z  désignant  un  polynóme  dont  tous  les  facteurs  linéaires  sont  inégaux. 

Soient  £,  g  les  degrés  des  deux  polynómes  X,  Z,  et  L,  M.  ceux  des  fon- 
ctions  q9  Q;  nous  déduisons  des  deux  formules  précédentes  les  relations 

(u)         L-S+2*,     M-*-5S+2fi, 

d'où  l'on  tirerà  les  valeurs  de  £  et  de  (,  une  fois  que  l'on  aura  deter- 
mino les  deux  nombres  L  et  M . 

71.  Pour  obtenir  ces  nombres  L  et  M,  il  faut  supposer  les  deux  mera- 
bres  de  l'équation  (5)  développés  suivant  les  puissances  décroissantes  de  x. 
C'est  ce  qu'on  obtient  en  subslituant  dans  cette  équation  les  développements 

où  nous  désignons  par  N  le  degré  de  Q— t.  En  égalant  entre  eux  les  coef- 
ficients  de  xr*  dans  les  deux  membres  de  l'équation  ainsi  transformée  , 
on  trouve 

(to')  -L  +  -  La  +  — MN«i2l. 

y      '  12  300 

D'ailleurs  l'équation  (6)  donne  entre  L,  M  et  N  la  relation 

L-4M  +  3N-6(M  -i), 

lorsque  M  est  diflérent  de  zèro,  et  l'une  des  relations  L  «  o  +  6*,  N  «  o,  ou 

/ 
L-e  +  M,  N  =  i,  lorsque,   M  étant  nul,    on  a  Q~k+   —3+...    D'ailleurs, 

■A» 

dans  les  deux  premiers  cas,  on  a  N  =  0  si  M  est  <o,  et  N  «=  M,  si  Mest>o. 
On  a  donc  : 
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ì?  M  >  o,  N  -  M,  L  »  e  4-  M  >  6  ; 

2!  M  <  o,  N  =  of    L  -  6  -  aM  >  6  ; 

3?   M   -  0,    N  «  0  OU   I,   L  =»  6  +  6*   OU   6  +  3/,   *  >  0. 

Dans  tous  les  cas  L  est  supérieur  a  e,  ce  qui  de  termine  le  signe  du  radicai 
pour  la  résolution  de  IVquation  (io'}.  Dans  le  premier  cas,  où  N-M«L-6, 
cette  équation  devient  (L  -  e)a  (i  +  £)  «  se  (t  +  4l) ,  et  lon  en  déduit 
L-6  +  5  vi  +  4l.  Dans    les  deux  autres  cas,  le  produit    MN  sVvanouit,  et 

Ton  obtient  L  «  6  +  6  y  i  +  4l.  Ainsi  les  nombres  L  et  M  sont  déterrainés 
par  Tun  des  trois  systèmes  suivants  de  formules  : 

(A')         L  «  6  +  5  V^i  +  4  I,     M  -  5  V^t  +  4lt 
(B')         L-«+6^hTÌ,     M--3lfi  +  il, 

(C)     l  «  e + e  ^r+TT,  m  =»  o,  1  ou  11  «  «  /rrn. 

Cornine  les  trois    nombres  L,  M  et  1  sont  eniiers,  il  est  nécessaire    que 

le  radicai  yi  +  d  soit  égal  a  un  norabre  entier,  ou  bien  a  une  fractiou  ra- 
tionnelle,  ayant  pour  dtfnominateur  Tun  des  nombres  a,  3  ou  5.  Si  ce  ra- 
dicai est  fractionnaire,  les  nombres  L  et  M  n'ont  qu'un  seul  sys tèrne  de 
valeurs,  déterminées  par  les  formules  (A'),  si  le  dénominateur  est  egal  a  5» 
par  les  formules  (B')9  s9il    est  égal  a  3,  et  enfia  par  les    formules  (C)  s'il 

est  egal  a  2.  Quand  ^1  +  4l  est  un  nombre  rationnel  entier,  on  doit  con- 
siderar les  trois  systèmes  de  valeurs  qui  se  déduisent  des  trois  systèmes 
de  formules.  On  ezclura  ceux  de  ces  systèmes  auxquels  les  formules  (13) 
feront  correspondre  pour  £  ou  £  des  valeurs  fractionnaires  ou  négatives. 
Quant  aux  systèmes  de  valeurs  des  nombres  L,  M,  A,  p  auxquels  corres- 
pondent  pour  4  et  £  des  valeurs  entiferes  et  positive*,  il  resterà  a  déter- 
miner  les  coefficiente  des  polyndmes  X  et  Z  de  manière  a  rtfduire  les  for- 
mules (5)  et  (e)  a  des  identità. 

72.  Pour  effecluer  le  calcul  des  polynómes  X,  Z,  il  est  utile  de  faire 
subir  aux  formules  (5)  et  (e)  la  transformation  suivante,  où  nous  introdui- 
sons  les  expressions  (11)  et  (12)  des  fonctions  q  et  Q.  On  déduit  de  la 
formule  (e) 


(V6  o      v     , 

QB(Q-i)3      q      XeIM       U)      ' 
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^  X*      /ov  — ^ 


0(0-0     x< 

D'ailleurs  on  constale  aisement  par  ies  formules  (A),  (B),  (C),  que   la  dif- 

Z* 

fere o ce  p-  X  est  toujours  ufi  multiple  de  S.   En  substituant  Q—  ^  H  (jf  -  a)* 

dans  la  deniieFe  formule,  on  obtient 

Z3n(x-^-X5»Xfz[3^-5  ±-  +  2-^-1  n(or-a)    3 

(ti)        Z3  n  (x-af-  X5  =  [  iZ'X  -  sZX'  *  XZ2  -^- J  n  (x  -  a)    3    , 

Tellc  est  la  formule  que  lon  doit  substituer  a  l'&juation  (6),  qui  n'eri  est 
qu'une  consdquence,  eu  rfgard  aux  formules  (li)  et  (12).  De  méipe  en  sub- 
stituant  dans  la  formule  (5)  Texpression 

0"        z  nt        *-* 

^  v«  JI  (.r  -  a)ìT> 


0(0-0       X 
on  la  remplace  par  la  suivante 


a       «    a       300   X      x         ' 


Enfin,  en  substituant  dans  cette  fòrmule  <y  «  X  H (x  -  «)*f  on  obtient 

ua        *!    lì?!    f*v-i_    ±/v-JLY-v_i- 

1   '  X"«    XJ  +  eX    ^  x-a  *  it  \*  x-a)      **  [x-af 

+ iTi  II  (x-a)  3    «  «P. 

300    Xa 

73.  Pour  chaque  systfeme  de  valeurs  des  exposants  X,  p,  L  et  M,  après 
avoir  determina  a  l'aide  des  formules  (13)  les  degrds  £,  g  des  deux  poly- 
ndmes  X,  Z,  on  cale u le r a  leurs  coeffìcients  au  moyen  de&  formules  (14)  et 
(15),  en  exprimant  qu  elles  se  réduisent  a  des  i dentiti.  La  formule  (13) 
donne  imm^diatement  le  polyndme  Z  exprinré  en  fraction  de  X ,  dont 
les  coefficieots  restent  seuls  disponibles  pour  satisfaire  a  la  formule  (14). 
Comme  ce  polynóme  y  figure  a  la  cinquième  puissance,  le  n ombre  des 
couditions    est,  environ,  le    quintuple    de    ce  lui  des    coeffieients   dont  on 
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petit  disposer  pour  les  rem  pi  ir.  Cest    pourquoi  le  problerae  n'est    possible 
que  pour  des  valeurs  particulières  de  la  fonction  donnée  P. 

Si  pour  aucun  des    syslenres    possibles  de  valeurs  des  nombres  L,  M  et 
des  exposants  A,  fx,  on    ne  parvient    a    vérifier  identiquement  les  formules 

(il)  et  (i 5),  l'equaliou       -,  «Pp  n'admet  aucune  intégrale   alge'brique,   racine 

d'une  équation  irreductible    du  cttnt  vingtième  degré.  Si  au    contraire   ori 

parvient  a  vérifier    identiquement    les  formules  (li)  et  (15),    la    fonction  u 

determina  par  l'e'quation  (3)  satisfait  a  l'equa  tio  A  différentielle  II,  et  Ton 

»  .      d2y 

en  conclut  comme  au  n°  38,  que  1  équation  ~^  =  Py    admet    corame    inte'- 

dx 

grales  particulières  les  deui  fonctions 

e  Cdx  e  Cdx 

où  la  constante  e  doit    reeevoir  kr    mime  vàtetrr  que    d*ns  les  n°»  pre'cé- 

1 
dents,  c'est-a-dire  e  «=-7=^.  On  conclut  ausai,  comme  au  n°  48,  que  ces  fon- 

ctions  sont  algrfbriques;  mais  on  ne  petit  pas  afiirmer  immédiatement  qu'el- 
les  sont  exprimées  en  fonction  de  u  par  les  formules  (i).  Il  faut  pour 
cela  démontrer  d'abord  que  ces  deui  fonctions  sont  les  racines  d'une  èqua- 
tion  irreductible  du  cent  vingtième  degre';  c'est  a  quoi  Fon  ne  parvient 
qu'en  coffiparant  entre  eux  les  rcsultats  obténus  jusqu'ici,  eomme  nous  le 
ferous  plus  loin. 

?4.  Lorsqu'on  a  trouvé  les  polynóroes  X,  Z  qui  satisfont  aux  formules 
(14)  et  (15),  on  obtient  immédiatement  la  fonction  q  par  la  formule  (11). 
On  peut  aussi  calculer  la  fonction  p  a  l'aide  des  formules  (7)  et  (12)  ;  mais 
il  est  plus  simple  de  la  déduire  de  la  formule 

(16)  p  «  12  Z  II  (x  -  afj    xs  ~  — —  , 

«1 

qu'on  obtient  en?  rempla^ant  q  et  Q  par  les  expressions  (11)  et  (12)  dans 
la  formule  p3  =  (12)8  q*  Q,  au  moyen  de  laquelle  on  définit  la  fonction  au- 
xiliaire  Q;  on  trouve  ainsi 

p*  =(i2fl3n(x-a)"+*\ 
et  l'on  en  de'dtair  immédiatement  la  formule  dnoneée. 
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Proposons-iioos,  corame  exemple,  de  décider  si  l'équation  différeatielle 

d*y  21    x*  -  x  +  i 

dx*  "  "  ìoo  xa  (x  -  i)a 

peut  s'intégrer  algébriquement .  Nous  avons  dans  ce  càs 

p  21      1  21  1  21  i 

100   X*       100   (x  -  i)*       100   X  (x  -  i)' 

lim(xaP)«I  =  -  —, 

'  100 

de  sorte  que  les  radicaux  caractéristiques  ont  tous  la  méme  valeur  |.  Il  y 
a  donc  lieu  d'examiner  si  l'integration  de  l'equa  ti  on  proposte  peut  s'effec- 
tuer  au  moyen  d'une  e'quation  du  cent  vingtifeme  degré. 

• 

Pour  chacun  des  deux  póles  x » 0,  x«i,  les  exposants  X,  p  sont  deter- 
mina par  les  formules  (A),  d'où  l'on  déduit  : 

ì=xij   =6-2  =  4,         [JL  a=  (lg  va  —  2,  O  «  CI,    =  6. 

De  méme  les  nombres  L  et  M  sont  donnés  par  les  formules  (A')  : 

L  =  8,     M  «  2. 

Les  formules  (la)  donnent  £  =*  o,  C  =  2.  Soit  donc  X  =  a  ;  on  a  X'  «  o,  X"  =  or 
de  sorte  que  la  formule  (15)  devient 

i/4  4    \*        4  *  11     Z  1  6a  Jf'-X+i 

12    \X        X  -  1/         Xa        (X  -  i)a        300    a3    X*  (x  -  l)2  25    X2  (x-  l)*' 

et  l'on  en  déduit 

Z  «  tóa  (xa  -  x,  +  i). 

La  formule  (14)  multipliée  par  x*  (x  -  1)1  devient 
64  a6  (x -x+i)Wxa(x-i)ac-.i6<i6  [3  (2x-i)-2  (x^-x+i)  ( **  ~  i \  1  xa(x-i)a. 

On  d  eternine  la  constante  a  en  donnant  a  x  une  valeur  particulière  x  =  |T 
qui  annule  le  second  merabre:  on  trouve  a  — •  La  dentière  formule  di- 

16.27 

visée  par  a*  et  multipli^  par  27  se   réduit  à  Fidenti  té 

4  (xa  -  X  +  l)3  -  Xa  (x  -  l)a  «  («X  -  i)*  (X*  -  X  -  2>\ 
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Les  formules  (u)  et  (ìe)  doanent 

Xk  (x  -  l)4  12  (x*  -  X  +  i)      *,  K. 

7  16.27  r  (36)3 

en  substituant  ces  expressions  dans  la  formule  (3)  on  a  l'èqua  ti  on 

Xk  {X  -  l)4       6       12  (X2  -  X  +  1)       fiJ>  v6      f  X9  (X-  l)8 

M«  +  5    ,    \   _ — L   u*  -  — 1 — ; —         '  or6  (x  -  1)6  w   +  5  — Vi      *=  0, 

(6)3  (36)3  v         '  4  (e)6  ' 

fdx 
qui  jouit  de  cette    proprie  te    remarquable,  que  l'integrale    indéfinie    I  — 

s'intègre  sous  forme  finie  au  moyen  du  logarithme  d'une  fonction  algé- 
brique  de  x  et  de  u.  L'intégrale  generale  de  lf  equation  proposee  peut  s'ex- 
primer  par  la  formule 

e    Cdx  e    C  dx 

Nous  savons  qu'elle  est  algébrique  (n?  48).  Nous  démontrerons  quelle  est 
déterminée  par  une  equation  irréductible  du  cent  vingtième  degré,  de  sorte 
que  l'on  peut  l'exprimer  en  fonction  linéaire  des  deux  integrales  fonda- 
mentales  représentées  par  les  formules  (4). 

75.  En  réunissant  les  resultate  obtenus  dans  les  n°*  68,  69,  et  71,  relati* 
vement  a^la  forma  ti  on  de  l'équation  résolvante  en  u,  nous  obtenons  les 
conditions  suivantes: 

d2y 
Pour  que  t  equation  différentielle  -=-i  «  Py,  soit  vefrifée   par  les    raci- 

nes  dune  equation  du  cent  vingtième  degré,  il  faut  avant  tout: 

1?  que  la  fonction  P  décomposée  en  fractions  simples  soit  de  la  forme 


(x  -  a)a      **  x  -  a 

et  que  le  somme  des  coefftcients  B  soit  nulle*, 

2?  que  le  radicaux  caracteristiques  ^i  +  4A,  y  1  +  4I  qui  correspon— 
dent  soit  àux  différents  póles  de  P,  soit  à  Vinftniy  aient  pour  valeurs 
des  nombres  entiers,  ou  des  fractions  ajrant  pour  dénominateurs  les 
nombres  2,  3,  et  5; 

3?  que  fon  puisse  trouver  deux  polynòmes  X,  Z  qui  vérifient  identi- 
quement  les  formules  (14)  et  (15). 
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Lorsque  ces  conditions  sont  remplies,  les  racines  de  l'equa  ti  on  résol- 
vante  (3),  dont  les  coefficients  sout  déterminés  par  les  fbrmules  (n)  et  (16), 
satisfont  a  l'équation  di  ffé  re  ri  lidie  II,  et  Ton  en  conclut,  cornine  nous  l'a- 
voris  démontré  au  n!  73,  que  l'équation  proposée  s'intfcgre  au  moyen  des 
racines  de  l'équation  résolvante,  et  que  l'integrale  est  algébrique.  Mais  oa 
ne  peut  pas  affirmer  iiume'diatement  qtxe  cette  intégrale  soit  racine  d'une 
equation  irréductible  du  cent  vingtième  degre.  TouLe  ambiguità  disparait 
lorsque,  l'un  des  radicaux  caraetéristiques  étant  égal  à  une  fraction  dont 
le  denomina teur  est  superieur  a  3,  l'équation  resof vante  a  laquelle  00  est 
parvenu  n'est  pas  verifiée  par  la  racine  carrée  d'une  fòoction  rationuelle. 

Dans  cette  hypotbèse,  en  effet,  les  intégrale^  y  et  ty  ne  soat  ni  les  ra- 
cines d'une  equation  trinóme,  ni  les  racinei  de  deux  fonctions  raiionneiles; 
car  dans  les  deux  cas  le  produit  jrty  =  u  scrait  la  racine  d'une  fonction  ra- 

tionnelle  et  comme  la  dérivée   logarithmque  —   -r—  serait  alors  rationnelle, 

on  décluirait  de  la  formule  II  (n?  39)  que  u1  est  aussi  une  fonction  ration- 
nelle. Si  donc  l'equation  reso! vante  a  laquelle  satisfait  fa  fonction  u  n'est 
pas  verifiée  par  la  racine  car  ree  d'une  fonction  rationnelle,  l'equation  pro- 
poste n'admet  comme  intégrales  particulières  ni  les  racines  d'une  equation 
binórae  ni  celles  d'une  equation  trinóme  de  la  forme  jr4m  +  pj%m  +  q  =*  0  ;  de 
sorte  que  l'integrale  algébrique,  obtenue  en  fonction  des  racines  de  l'équa- 
tion   résolvante,  satisfait  nécessairement  a  irne  equation   de  la  fórme 

(D)         F  (jf)  . y**  +  py "~1)p  +  p2y*~2)fg  +  .  .  .  +  pn  =  0, 

dans  laquelle  les  deux  nombres  N  et  fx  présentent  l'une  des  trois  combi- 
naisons  suivantes:  N  «  i,  fi  «6;  N  =  6,  p«8;  S»n  /xnia  (ci?  26). 

Or  si  l'un  des  radicaux  caraetéristiques  est  égat  a  une  fraction  ayant 
pour  dénominateur  le  nombre  5,  la  combinaison  N=i2,  p.  -  io  est  seule 
admissible,  car  dans  les  deux  aulres  cas  aucun  des  radicaux  caraetéristi- 
ques  ne  presente  un  dénominateur  superieur  a  4  (nos  50  et  62)*  Ainsi  dans 
l'exemple  précédent  l'integrale  a  laquelle  nous  sommes  parvenns  satisfait 
a  une  equation  algébrique  irréductible  du  cent  vingtième  degré,  et  par 
conséquent  1  équatùm  proposée  ad  met  cornine  intégrale*  particulitaes  les  deux 
fonctions  jr  et  <p  exprimées  par  les  formules  (4)  da  n°  66»  lorsqu'on  égale  q 
et  u  aux  fonctions  obtenues  dans  le  dernier  n? 

De  méme  lorsque  la  résol  vante  u*  —  pu2  +  q,*=  or  a  laquelle  on  parvient 
dans  le  cas  où    l'un  des  radicaux  caraetéristiques    est  une    fraction  ayant 
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pour  de'norainateur  le  nombre  4,  n'admet  pas  de  rad  ne  dont  le  carré  soit 
une  foDCtion  rationnelle  de  a:,  l'e'quation  proposte  ne  peut  s'intégrer  qu'au 
moyen  des  racines  duna  e'quation  irréductible  du  quarante  huitierae  degrtf, 
de  sorte  que  Ton  peut  prendre  comme  iolcgrales  fondamentales  les  fonctions 
jr  et  ^  exprirae'es  par  les  formules  III  (n?  59)  au  moyen  d'une  racine  de 
l'e'quation  resolvante.  En  effet,  dans  ce  cas  la  combina ison  N  =  12,  /z=io 
est  exclue  par  k  seconde  partie  du  thè  ore  me  énoncé  au  commencement  de 
ce  n?  La  combinaison  N  =«  4,  pt  =  6  est  aussi  exclue  par  les  n°*  50  et  5i. 
Il  reste  donc  uniquement  la  combinaison  N«=6,  /^=8,  et  conséquemroent 
lVquation  propose'e  s'integre  au  moyen  d'une  e'quation  irréductible  du  qua- 
rante huitième  degre'. 


TROISIÈME  PARTIE. 


Etude  sur  ies  fonctions  algébriques 
dont  le  développement  est,  donne  par  la  serie  hjrpergéométrique 

de  Gauss. 

74.  Un  grand  nombre  de  fonctions  verifient  des  équations  differentielles 
comprises  dans  la  formule  generale 

(1)  (Aar»  +  Bar)  ^1  +  (Co:  +  D)  ^  +  EZ  -  o; 

si  donc  nous  développons  en  séries  les  intégrales  qui  la  verifient,  nous 
aurons  par  la  méme  les  de'veloppements  d'une  multitude  de  fonctions.  De 
méme  si  nous  parvenons  a  déterminer  la  nature  et  les  proprtétés  des  in- 
tégrales de  cette  équation,  nous  connaitrons  la  nature  et  les  propriétés  des 
fonctions  qui  répondent  aux  nombreux  problfemes  dont  la  ^solution  se 
raraène  a  l'integration  de  cette  e'quation. 

Examinons    d'abord    si    cette  éqtiation  admet    une  integrale    holomorphe 
dans  le  voisinage  de  l'origine.  Pour  y  parvenir  posons 

.  Z  «  5J  an  3f%     (n  -  0,  ì,  2  -  .  .  00) 

et  cherchons  les  conditions  n ecessa ires  pour  que  cette  fonction  satisfasse  a 
lVquation  (i).  La  substitution  de  la  serie  J)  an  x*1  donne  a  cette  équation 
la  forme  suivante 
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2  (n  (fi— i)  aHK  +  (rt+i)  nam+x  B-wui^  C  +  (»+i)  a„+I  D  +  an  E)  x*  »  o; 

cette  équation  sera  donc  satisfaite  si  le  coefficient  de  «r*  est  nul  pour  une 
valeur  quelconque  de  fi,  et  qu'en  outre  la  sèrie  JJ  a*  x*  soit  convergente. 
Nous  eiaminerons  successivemént  ces  deux  conditions. 

La  première  exige  que  Ton  ait,  pour  une  valeur  qnelconque  de  nf 

In  +  i)  (nB  +  D)  an+I  +  (n  (»  -  i)  A  +  nC  +  E)an  m  o, 


l*+i  A. 


"'-('- S)w^i 


(n  +  iWn  +  ^ 1 

D  C  E 

Nous  poserons  „»/,  T-i-»«  +  {3,  •j-°*«P>  ce  qui  mettra  la    dernière  for- 

B  A  A 

mule  sous  la  forme  salvante: 

a-+i         A  (n  +  «)  (ra  +  0) 
a^  B  (n  +  i)    (n  +  y) 

En  donnant  a  n  dans  cette  formule  lesrc  valeurs  consécutives  o,  i,  i,...n-i, 
et  en  multipliant  membre  a  membre  les  rèsultats  obtenus,  on  trouve 


*• 


a  («  +  i)...  (a  +  tt-i).  P(j3  *  l)—  (P+  ^-i)  /      AV 
a°    i  .  a  .  a ..  n  .  y  (y  +  i)  .  .  .  (y  +  n  -  t)    \     B/, 


de  sorte  qu'en  faisant  a0  =  i  et  -  ^-  x  «  z,  on  a 

«0         «  (a  +  I)  {3  (j3  +  i)    , 
w  i.p  i  .  2y  (y  +  i) 

c'est  la  sèrie  hypergèomètrique  de  Gauss.  La  limite  du  rapport 

«»  ""(»■•■  «M*  +  7) 

est  i   pour  une  valeur  infime   de  »,  de  sorte  que  notre  sèrie  est  couver- 
geute  dans  un  cercle  décrit  de  l'origine  comme  centre,  avec  un  rayon  égal 

a  i.  Lorsqu'au  lieu  de  la  variable  z  on  considfere  la  variable  x  «  -  ^  z,  ilfaut 

B 
pour  la  convergence  de  la  sèrie  que  le  module  de  x  soit  infèrieur  a  celui  de  j. 
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L'équation  différentielle    dont  une   integrale  particulière  est  developpée 

en  sèrie  par  la  formule  (2),  dans  le  cercle  décrit  de  l'origine  comme  centre 

avec  un  rayon  égal  a  i,  se  de'duit  de  la  formule  (1)  en  rempla^ant  x  par 

B  .     C    D    E  .  ,  a 

—  j-  z,  puis   j»  ^-»  j-  par  leurs  valeurs  respectives  i  +  «  +  p,  y,  «|3. 

On  trouve  ainsi  successivement 

di         ^  rfZ    rf*Z      A»  rf»Z 
dx=~B  dz*  dy?a  Ba  dz%ì 


<?l      /C        DWZ      E 

(z-z)-d7+\-Kz-B)dz-  +  Àz  =  0> 


st27  A7 

I      (z*  -  z)  -=-;  +  (-  y  +  (i  +  a  +  (3)  z)  -j-  +  o{3  Z  =  o. 

Il  reste  don  e  démontré  que  cette  équation  différentielle  adraet  une  inté- 
grale particulière,  holomorphe  dans  un  cercle  décrit  de  l'origine  comme  centre 
avec  un  rayon  égal  a  l'unite,  et  que  cette  intégrale  est  représentée  dans 
le  mème  cercle  par  la  sèrie  (2).  Cétte  sèrie  est  une  fonction  des  trois  coef- 
ficients  a,  (3,  y  et  de  la  variable  z  :  nous  la  désignerons,  avec  Gauss,  par 
la  notation  F  (a,  {3,  y9  z). 

75.  On  peut  ramener  a  l'équation  (I)  toutes  les    équations  différentielles 
comprises  dans  la  formule  plus  generale 

d*7  d7 

(Ar'+Br-C)^  +  (Dj  +  E)  ^+  FZ-o. 

Désignons  a  cet  effet  par  a  et  b  les  deux  racines  de  l'équation  A^9  +  By  +  C  =  o, 
A  (jr  -  a)  (jr-b)**  Ajr2  +  Bjr  +  C;  puis  posons 

*£ — -  ■»  or,  d'où  jr  «  a  -  (a  -  b)  oc, 

Téquation  proposée  prend  la  forme  suivante 

que  l'on  raraène  a  la  forme  canonique  (I),  en  posant 

E  +  D«-(a-6)yA,     D-(i  +  a  +  |3)A,  F-«|3A. 

45 
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76.  La  sèrie  hypergéome'trique  F  (a,  (3,  y,  z)  a  ile  Fot  jet  de  deux  Mé- 
moires  de  Gauss.  Dans  le  premier,  qui  fait  partie  des  Meraoires  de  l'À- 
cad&nie  de  Gottingue,  elle  est  envisagee  directement,  indépendararaent  de 
l'équation  différentielle,  vérifiée  par  la  fonction  dont  elle  presente  le  de- 
veloppement.  Dans  le  second  qui  fait  partie  du  tome  III  des  oeuvres  cora- 
plètes  (p.  208),  Gauss  prend  pour  point  de  depart  Pequation  diflférentielte  (I). 

Cette  serie  a  donne'  lieu  a  de  nombreux  et  remarquables  travaux,  dont 
il  serait  trop  long  de  faire  l'histoire;  nous  nous  contentons  d'indiquer  les 
plus  importants:  ceux  de  Riemann,  publiés  dans  les  Ménioires  de  Gottin- 
gue ;  ceux  de  Jacobi,  de  M.  Kummer  et  de  M.  Sohwartz,  tous  publie's 
dans  le  journal  de  Creile.  L'e'tude  remarquable  de  M.  Schwartz  a  pour  but 
de  reconnaitre  dans  quels  cas  la  fonction  developpée  par  la  sèrie  de  Gauss 
est  algébrique  ou  transcendante.  M.  Schwartz  résout  complètement  cette 
question  a  l'aide  de  la  représentation  gc'ome'trique  des  fonctions,  employee 
par  Riemann.  Nous  appliquerons  a  la  me  me  question  la  méthode  exposèe 
dans  la  deuxième  partie  de  notre  Mémoire,  et  nous  obtiendrons  non  seule- 
ment  les  resulta ts  auxquels  M.  Schwartz  est  parvenu,  mais  encore  fexpres- 
sion  sous  forme  finie  des  fonctions  algèbriqoes  dont  les  dèveloppements  en 
serie  sont  exprimés  par  la  formule  de  Gauss.  Nous  trouverons  une  con- 
firmation  de  notre  theorie  et  une  verification  de  nos  calculs  dans  l'accord 
de  nos  résultats  avec  ceux  de  Tèminent  geometre  allemaud. 

Ch.  I.   'fransformation  du  problème. 

77.  Si  l'ori  met  l'e'quation  (I)  sous  la  forme 

d%l        di 

on  a  entre  deux  intégrales  particuliferes  ZIf  Z*  la  relation  donnée  par  Àbel 
(Oeuvres,  t.  I,   p.   93) 

w      z-f-z- §--"" 

Dans  le  cas  actuel  on  a 


-y  +  (l+a  +  6)z       y         B        _  - 


/ 


pdx  ~  log 


z  (z  -  i)  Z       Z-l 

Z*  (z  - 1)1 


kB 
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de  sorte  que  la  relation  (a)  devient 

Lorsque  l'èqua  tion  (I)  admet  une  integrale  generale  algébrique,  les  inté- 
grales  particulières  Zlt  et  Za  sont  algébriques  aitisi  que  leurs  dérivées  ;  le 
second  membre  de  la  formule  (a1)  est  donc  lui-méme  algébrique,  et  par 
conséquent  les  deux  nombres  y  et  «  +  {3  sont  deux  nombres  rationnels. 

La  somme  a  +  0  étant  rationnelle,  il  suffit  de  démontrer  que  a  est  ra- 
tionnel  pour  conclure  que  les  deux  nombres  a,  |3  sont  rationnels.  Or  si  l'ori 

pose  z  =  -,  Z  =  t"  P,  l'équation  primitive  (I)  se  transforme  en  la     suivante 

(Gauss,  Werke,  III,  p.  219) 

(«*  -  t)  jp  +  [{3  -  a  -  i  +  (a«  -  r  +  2)  t)  -jt  +  «  («  -  y  +  i)  P  -  0, 

que  l'ori  ramane  a  la  forine  canonique 

d'P  dP 

(H)  (t>-t)^+(-y'+(i+ct  +  P)t)^  +  a!p?=o, 

an  posant  a  - 13  +  1  =7',  a  =  af,  y  «  af  -  (3f  4- 1.  D'après  ce  que  uous  avons 
démontré  précédemment  (76)  lVquation  (II)  admet,  dans  l'intérieur  du  cercle 
décrit  de  l'origine  comme  ce  n  tre  avec  un  rayon  e  gal  a  1,  une  integrale 
holomorphe,  représentée    par    la    serie  F  («',  (3f,  y\  t),  et  l'on    conclut,  en 

vertu  de  la  relation    Z  «  t*  P,  2  »  -,  que    l'e'quation  proposée    admet    une 

intégrale  représentée  par  le  produit  t*  F  (a',|3',/,f)=2"aFi  «,a-y+i,a-P+i,  -  ), 

dans  la  partie  du  pian  où  le  module  de  z  est  supérieur  a  l'unite,  c'est-a- 
dire  a  l'extérieur  du  cercle  décrit  de  l'origine  comme  centre  avec  le  rayon 
i.   Or  si  l'on  fait  décrire  a  la  variable  z  un  cercle  représenté  par    l'èqua- 

tion  z  =  Re^""1  dont  le  rayon  R  est  >  i,  le  facteur  F(a,  a-y  +  i,  «-(3+i,  -  1, 

reprend  sa  valeur  primitive,  tandis  que  le  facteur  2-a  devient  z~ *  e~~ *Ar7rar-1, 
le  nombre  k  design ant  le  nombre  des  circonférences  décrites  par  la  varia- 
ble z  avant  de  reprendre  sa  position  initiale.  L'intégrale  Z  est  donc  rem- 
placée  par  le  produit  e""a*7tfltK*"1  Z,  lorsque  la  variable  z  revient  au  raérae 
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point  après  avoir  décrit  k  fois  la  circonférence  z  =  Re*1^1.  Quand  a  est 
rationnel  le  n ombre  des  valeurs  de  Z  qui  se  succfedent  ainsi  autour  du  cer- 
erie considéré  est  fini;  ce  nombre  est  au  contraire  infini  quand  a  est  irra- 
tionnel,  et  dans  ce  cas  la  fonction  Z  est  transcendante.  Puisque  nous  sup- 
posons  que  l'intégrale  generale  de  Téquation  (I)  est  algébrique,  son  inté- 
grale particulière  Z  doit  étre  algébrique,  et  conse'quemment  le  nombre  a 
est  rationnel.  En  joignant  ce  résultat  au  précède nt  nous  conciuons: 

I.  Pour  que  l'intégrale  generale  de  téquation  (I)  soit  algébrique,  il 
est  avant  tout  nécessaire  que  les  trois  nombres  a,  (3,  y  soient  rationnels . 

Le  nombre  a  étant  rationnel,  la  transformation  z  =  -,  Z  =  *a  P  est  algé- 
brique, et  nous  conciuons  : 

II.  Les  deux  équations  différentielles  I  et  II  ont  en  me  me  temps  une 
intégrale  generale  transcendante  ou  une  intégrale  generale  algèbriche. 

78.  Nous  emploierons  eucore  une  autre  transformation,  empruntée  corame 
la  précédente  a  Touvrage  cité  de  Gauss  (p.  209).  Posons  Z  —  (i  -  z)*  Y,  en 
désignant  par  /x  un  exposant  arbitraire  dont  nous  disposerons  de  manière 
a  donner  a  Téquation  transformée  la  forme  de  Téquation  primitive.  En  sub- 
stituant  dans  Téquation  (I)  cette  expression  de  Z  et  ses  dérivées 

on  obtient  Téquation 

Jay  /7V 

""  z  (1-2)a  7T+  [-y+(2f*+«+{3+t)z]  (1-2)  j-  +[yfx-f*(fx+a+<3)z+«P(t-2)]  Y  =  0. 

On  rend  divisible  par  i  -  z  le  coefficient  de  Y  eri  prenant  fx  =  y  -  a  -  {3; 
puis,  efiectuant  la  division,  on  obtient  Téquation 

(HI)         z(z-i)  ^*[-y  +  (iy-«-P  +  i)«]  J  +  (y-«)(rtY-o. 

Cette  équation  se  déduit  de  Téquation  (I)  par  le  seul  changement  de  <x,  (3 
en  y  —  a,  y  —  /3t  de  sorte  qu'elle  a  dm  et  a  Tintérieur  d'un  cercle  de  rayon  i, 
ayant  pour  centre  l'origine,  une    intégrale  holomorphe,  représentée    par  la 
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sèrie  F  (y-  a,  y  -/3,  y,  z).  L'équation  (I)  admet  donc  aussi  uae  intégrale 
particulière  repr&entée  dans  le  méme  cercle  par  le  produit 

(i -*)>-«-*  F(y-«,  y-fcy,*). 

Enfin  corame  la  transformation  Z  =  (i  -  z)y-*-£Y  est   algébrique,  l'integrale 
generale  de  l'e'quation    (III)  est    algébrique  ou  transcendante,    suivant  que 
eelle  de  l'èqua  tion  (I)  est  elle-méme  alge'brique  ou   transcendante. 
Par  une  transformation  sera  bla  bl  e  Z  =  z-a  X  l'équation  (I)  devient 

Jay  jv 

Z*  (z-l)    -j-j  -f  [(2fx+a+{3+i)  z  -2p-y]  Z  -j-  +  [|a(f*+a+|3)+a{3]zX  -  f*  (/*-i+y)  X  «  0, 

et  on  la  raraène  a  la  forme  canonique  eu  posant  p  —  i  —  y,  ce  qui    donne 
(IV)       («a-z)  -7-7  *  [y-2+(a+i-7+|3-H-y+t)  s]  —  +  (a+1-7)  (P+i-y)  X  =  0. 

Cette  équation  admet  dans  le  cercle  z  =  e6)r~l  une  intégrale  particulière, 
représente'e  par  la  se'rie  X  -  F  (a  +  i  -  y,  {3  + 1  -  y,  2  -  y,  z).  a  laquelle  cor- 
respond   pour  l'équation  (I)  une  solution 

Z-Z1"*  F  (a  +  1  -y,   0  +  i-y,    2 -y,  z). 


Getts  transformation  deviendrait  illusoire  si  lélément  y  était  égal  à  2. 

Si  donc  Z  est  une  fonction  algebrique  et  que  le  nombre  y  soit  ration- 
nel ,  la  fonction  représentée  par  la  sèrie  F  (a  +  1  -  y,  (3  +  i  -  y,  2  -  y,  2) 
est  aussi  algebrique.  En  joignant  les  resultats  que  nous  venons  d'obtenir 
a  ceux  du  n?  précédent  nous  concluon  s  : 

III.  Les  quatre  équations  différentielles  I,  II,  III,  IV  admettent  en 
méme  temps  des  intégrales  générales  algébriques  ou  des  intégrales  gé- 
nérales  transcendantes . 

IV.  Les  fonctions  représentées  par  les  quatre  series 


(A) 


(a)  =  F  («,  J3,  y,  z),     (b)  =  F  (y  -  «,  y  -  |3.  y,  2) 


(e)  =F  (a,  «  -  y  +  i,  a  -  (3  + 1),   (d)  =  F  (a  +  i  -  y,  |3  +  i  -  y,  2  -  y,  a) 
fon*  en  mébie  temps  algébriques  ou  transcendantes. 
79.  En  différentiant  la  sèrie  F  (a,  (3,  y,  z)  oa  trouve 
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dF      a#v/        .    A  i 


et  l'on  conclut  de  la 

rf*F 

^-  =  cF  («  +  /z,  {3  +  n,  y  +  n9  z), 

en  designali t  par  e  une  constante  et  par  n  un  nombre  entier   et    positif. 
Comrae  la  dérivée  d'une  fonction    algébrique  est  elle-m  eroe    algébrique,  la 
serie  F  (a  +  n>  0  -+•  n,  y  +  n9  z)  représcnte    une    fonction  algébrique»    toutes 
les  fois  que  la  fonction  F  (<x,  {3,  y,  z)  est  elle-méme  algébrique. 
Lea  transformations  (b)9  te),  (d)  de  F  («  +  n9  {3  +  n9  y  +  /*,  z)  sont 

F  (y-at  y-P>  7+w)>  F(a+/zf  a-y+1,  a-{3+i  z),  F  (a+i-y,  P+l-y,  2-y-n,  z); 

de  mème  les  dérivécs  nmei  des  transformée?  (b)9  (e);  (d)  sont 

F(y-a+nty^+n9y+n,z)J?(a+nìa^+n+lìfì-y+n+i9z)ìF(a+n+ 

Toutcs  ces  fonctions  sont  algébriquee  lorsque  F  (pf,  (3,  y.  z)  est  une  fonction 
algébrique.  Nous  démontrerons  au  moyen  de  ces  divers  tbéorèmes,  que  l'on 
peut  modifier  chacun  des  trois  éléments  a,  /3,  y  en  ajoutant  ou  retranchant 
un  nombre  entier  n9  sans  que  la  fonction  représentée  par  la  sèrie  F  (a,  |3,y,  z) 
cesse  d'étre  algébrique.  C'est  ce  que  uous  allons  fairfe  d'abord  ponr  le 
troisième  éléraent. 

Si  la  sèrie  F(a,  {3,y,  z)  représeute  une  fonction  algébrique,  les  deui  séries 
F  (y  -  a,  y  -  |3,  y,  z),  F  (y  -  a  +  n9  y  -  0  +  n9  y  +  fi,  z)  sont  aussi  algébri- 
ques;  on  le  déduit  du  théorèrae  IV  pour  la  première,  et  pour  la  seconde 
ou  le  conclut  de  ce  qu'elle  est  e  gal  e  a  la  nme  dérivée  de  la  première,  mul- 
tipliée  par  un  facteur  Constant.  Or  en  appliquant  la  transforraation  (b)  a 
la  dernière  serie  on  obtieut  F  («,  {3,  y  +  n9  z),  et  lion  conclut  du  théorèrae  IV 
que  cette  fonction  est  algébrique  en  méme  temps  que  la  fonction  repré- 
sentée par  la  dernière  sèrie.  Elle  est  donc  algébrique  lorsque  la  fonction 
F  (a,  /3,  y,  z)  est  algébrique. 

Réciproquement,  si  F  (a,  {3,  y  +  n,  z)  est  algébrique,  F  (a,  a,  y,  z)  est  aussi 
algébrique.  En  effet,  la  transformée  (d)  de  F  («,  |3,  y  +  n,  z),  sa  voi  r 

F  (a  +  i-y  -  ri,  (3  +  1  -  y  —  n,   i  -  y  -zi,  z) 

est  alors  algébrique  ainsi  que  sa  nièroe  dérivée 

C.  F  (a  +  l  -  y,  |3  *.  I  -  y,   2  -  y,  z), 
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et  Fon  conclut  du  théorème  IV  que  F  (a,  p,  y,  z)  représente  aussi  une  fonc- 
tion  algébrique.  Eri  joignant  ce  résultat  au  précédent,  nous  concluons 
que  les  deux  séries  F(a,(3,  y,  z  ),  F  (a,  {3,  y  -»-  «,  2)  représentent  en  méme 
temps  deux  fonction  algébriques  ou  deux  fonctions  transcendantes.  Ilsuf- 
fit  de  changer  y  en  y  -  n,  pour  déduire  de  la  que  les  deux  fonctions 
F  (a,  |3,  y, 2)  et  F  (a,  0,  y  -  /»,  2)  sont  un  mème  temps  algébriques  ou  tran- 
scendantes.  Donc 

V.  Si  n  désigne  un  nombre  entier  quelconque,  les  deux  fonctions  re- 
présentées  par  les  séries  F  (a,  a,  y,  z)  e£  F  (a,  |3,  y  *  n,  z)  jo/i£  toutes  deux 
algébriques  on  toutes  deux  transcendantes. 

80.  On  ne  change  pas  non  plus  la  nature  (algébrique  ou  transcendante) 
de  la  fonction  representée  par  F  (a,  (3,  y,  z),  en  ajoutant  ou  en  retranchant 
un  nombre  entier  a  Fun  des  deux  premiers  eléments  a,  (3.  Il  suffit  de  le 
démontrer  pour  le  second  élément  /3;  car  la  sèrie  F  (a,  /3,  y,  2)  est  symé- 
trique  par  rapport  aux  deux  eléments  a,  {3. 

On  déduit  d'abord  du  tliéorfeme  IV,  par  la  transformation  (e),  en  chan- 
geant  y  en  y**n,  que  les  deux  fonctions 

F  («*  P>  y  *  ^>  ^)»  F(«,  a  m  rc  -  y  +  i,  a  -  |3  +  1,  2) 

sont  en  méme  temps  algébriques  ou  transcendantes.  Or,  d'après  le  dernier 
théorème,  F  (a,  {3,  y,  *  a,  2)  est  algébrique  ou  transcendante  en  méme  temps 
que  F(a,  |3,  y,2)  et,  conséquemment,  en  méme  temps  que  la  transformée 
F  (a,  a  -y  +  i,  a-  (3  +  l,  2)  (Tli.  IV).  Posant  donc  a  -  y  +  1  «  {3\  a  -  0  +  i  «=  yf, 
nous  concluons  que  les  deux  fonctions  F  (a,  j3'  *  n,  yf,  2)  et  F  (à,  0',  y',  2) 
sont  en  méme  temps  algébriques  ou  transcendantes.  Donc 

VI.  Si  n  désigne  un  nombre  entier  quelconque,  les  deux  fonctions 
représentées  par  les  séries  F  (a,  |3f  y,  2),  F(a,  P±/i,  y,  2)  $07tf  toutes  deux 
algébriques  ou  toutes  deux  transcendantes. 

En  joignant  ce  théorème  au  précédent  nous  reconnaissons  que  la 
nature  (algbbrique  ou  transcendante)  de  la  fonction  representée  par  la 
sèrie  F  (a,  (3,  y,  2),  n'est  pas  altérée  quand  on  ajoute  ou  qu'on  re  trancile 
des  nombres  entiers  aux  trois  eléments  a,  (3,  y.   Donc 

VII.  Si  Von  désigne  par  n,  nf,  n''  des  nombrec  entiers  quelconques% 
positi fs,  nuls  ou  négatifsy  les  fonctions  représentées  par  les  deux  séries 
F  (*>  fr  7>  *)t  F  (a  +  n,  P  +  n',  y  +  n",  2),  $orc*  toutes  deux  algébriques  out 
toutes  deux  transcendantes. 


—  354  — 

81.  Il  risulte  de  la  que  pour  décider  si  la  sèrie  F  (a,  (3,  y,  z)  re  présente 
une  fonction  alge'brique  ou  une  fonction  transcendante,  ea  excluant  le  cas 
où  l'équation  ([)  aurait  une  intégrale  generale  transcendante  et  une  inté- 
grale particulière  algébrique,  on  peut  remplacer  F(a,(3,y,z)  par  F  (oh-h,  PW, 
yW,  z),  72,  h*  et  7?"  rftant  des  nombres  entiers  quelconques.  Nous  dispose- 
rons  de  ces  nombres  arbitraires  de  manière  a  ramener  la  discussion  de  la 
fonction  F  (a,  (3,  y,  z)  k  celle  d'un  nombre  limité  de  cas  particuliers,  ainsi 
que  M.  Schwartz  l'a  fait  dans  le  Mémoire  cité,  en  appliquant  la  méthode 
de  Riemana. 

A  cet  effet    nous  transformerons    l'équation  (I)  de  manière  a    la  mettre 

d2y 
sous  la  forme  -7—  »  Vy,  dont  nous   nous  sommes    occupés    dans    les    deux 

premières  parties  de  ce  Mémoire.     Nous  avons  vu  dans  la  première  partie 
(n?  4)  que,  si  l'ori  pose 

Z -,«-**"  et  P-t^ijfe-f, 

l'integration  de  l'equa tion 

,  v       d2Z        di 

{a)      JP+Pdfl1-"' 

d2r 
est  ramenée  a  celle  de  l'èqua  tion  -^  =  Yj.  Dans  le  cas  actuel  on  a 

y        a+0+i-y  ofl 

p  »  —  + ■ - ,  a  -  — — — . 

r       x  x-i  7      x(x-i) 

x1  (x-i)*+P'*'l~y 
fpdx  -  log  — i^-i^  ,  Z  -  Cx~y  {x-%y-<*+-*  jr9 


ar*       (#  -  i)*     x  (x  —  i)' 


A=a  y'-^Ai_(«  +  P-y)'-i>  B    («-fl1- (7*-*r) -r («+M*  . 


ua^a^bJ-^-1. 


Les  trois  radicaux  caractéristiques  de  l'équation  (a)  sont  donc 
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{b)         t/i  +  4A  «  *  (y  -  1),     V^i  +  lA,-*  (a+P-y),     ^1  +  li  =  *  («-J3), 

Or  si  nous  passons  de  la  fonction  F  (a,  (3,  y,  a:)  a  la  foaction  F  (a  +  n,  (3  +  n\ 
y*>n!\x)  ces  trois  radicarne  deviennent  respectivement 

v/i-f  4A  =  *  (y+n"-i),  v'i+iA,  =  *  (<x+|3-y.wi+rc'-7*")>  V'i+iT-  *  (H3)  *  (»  -  A') 

Nous  dispose  rem  s  des  trois  nombres  n>  n\n"  de  manière  a  réduire  ces  trois  ra- 
dicaux a  des  valeurs  inférieures  k  l'unita  Pour  cela  désignous  par±Af,  *p',  *  v' 
les  résidus  minimuras  absolus,  compris  entre  -  i  et  +  i  des  nombres  i  -  y, 
a  + {3  -  y,  a  -  (3,  relativement  au  module  2,  de  sorte  que  Tori  ait 

#  i  -y  =  2a=fcA',   a  +  fi-y  ~ib  *  pf»   a-/3«SC±v'. 

Si  Ton  fait  varier  de  n,  n\  nu  les  trois  nombres  a,  |3,  y,  les  formules  pré- 
cédentes  deviennent 

i  -  y  -  nu  «  2a  -  n"  +  A'f  a  +  {3  -  y  +  »  +  ra'  -  ra' '  «  ib  +  n  +  ra'  -  »"  ±  /x'; 
a-j3+/z-n'»2c+n-n'  *v'f 

et  elles  se  réduisent  respectivement  aux  nombres  ±  i',  ±  ^  ±  v',  lorsqu'on 
détermine  les  trois  nombres  arbitraires  n,  n!9  n11  au  moyen  des    équations 

nv  »  sa,  n  +  nl  -  nv  =  -  2fc,  n'  -  n  «  2c, 

d'où  Fon  déduit  ra  =  a  -  b  —  e,  n1  »  a  —  fr  +  e,  n,f  »  2a.  Si  donc  nous  rem- 
pla$ons  F  (a,  |3,  y,  .r)  par  F  (a  +  a  -  6  -  e,  P  +  a  -  b  +  e,  y  +  2a,  #),  les  trois 
radicaux  caraetéristiques  deviennent  respectivement  égaux  aux  trois  fra- 
ctions  X',  yJ,  v'. 

82.  Nous  supposons  dfes  a  prése nt  que  Fon  ddsigne  par  F  (a,  (3,  y,  a?)    la 
fonction  ainsi  pr  èpa  rèe,  de  sorte  qu'en  posant 

v/T+Ta - X\     V^i  +  4 A, - (*',     V^i  +4l - v', 

on  obtient  pour  les  trois  radicaux  caraetéristiques  des  valeurs  fractionnaires 
V,  fi!,  v'  comprises  entre  o  et  ì,  et 'l'on  a 

(e)         *(y-i)=X',  *(«+(3-y)=fx',  *(«-|3)-v'. 

Du  reste  nous  pouvons  attribuer  dans  un  ordre  quelconque  les  trois  va- 
leurs Xf,  p',  v'   aux  trois  radicaux  caraetéristiques;  car  les  différentes    èqua- 

tions  -t^  =  Fr,  que  l'on  obtient  en  permutant    ces  valeurs  d'une    manière 

46 
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quelconque,  se  déduisent  lune  de  l'autre  par  des  transforniations  algébri- 
ques, de  sorte  qu*elles  s'inlègrent  toutes  au  moyen  de  fouction.s  de  mèrae 
espèce  (algébriques  ou   transcendantes). 

En  e  ilei,  nous  avons  vu  que  les  deux  fonctions 

F  (a,  p,  7,  x)%  F  (a,  a-  7  +  I,   a  -  |3  +  I,  ir) 

sont  toutes  deux  algebri(|ues  ou  toutes  deux  transcendantes.  Or  si  l'oa  de- 
signe  respectivement  par  «, ,  f3, ,  yt  les  trois  e'Ie'ments  de  la  deuxième  fon- 
ction,  et  par  ix ,  fxx ,  v,   les  valeurs  coi  responda ntes  de  X!,  ^',  vf,  on  trouve 

^i  —  *  (7*  —  «)  —  *  («  —  i&)  —  V,  /^v',  v1-*(«l-|31)-*(7-i)-iXl. 

Àinsi  l'e'change  des  deux  valeurs  1\  v'  revient  a  remplacer  F  (a,  (3,  y,  jc)  par 
F  (a,  a  -  y  +  i,  a-(3+  i,  jc),  ce  qui  n'altère  pas  la  nature,  algébrique  ou 
transcendante,  de  la  fonction.  De  inémeon  peutecbangerentre  elles  les  deux  va- 
leurs l\  fj.\  ou,  ce  qui  revient  au  méroe,  les  deux  coefficients  A,  A,  qui 
leur  correspondent;  car  si   l'on  rem  place  x  par  \  -  oc  daus  l'e'quation 


(«) 


£r  _  (  A  +  _A_  +  _JL_\  r 

dx*      \x%      (x-i)*      x(x-\)]Jì 


ou  obtienl   la  transforniéc 


dy^/K  A  B      \ 

dx%  ~  \x*  +  (x  -  i)a  +  x(x  -  \))  Jr' 


qui  se  de'duit  de  la  précédente  par  l'e'change  de  deux  coefficients  A  et  A,.  Donc 

Vili.  Les  diverses  équations  différentielles  que  fon  de'duit  de  la  for- 
mule (i)  combinée  avec  les  formules 

■ 

(2)         )/i  +  4A  -  V,  v^*  +  4A1«fjLf,  ^1  +  *!  =  v\  I-A+A^B, 

en  permutant  entre  elles,  de  toutes  les  manières  possibles,  les  valeurs 
l\  fi;,  y'  des  trois  radicaux  caraetéristiques ,  admettent  en  mime  temps 
des  integrales  ge'ne'rales  algébriques  ou  des  integrales  gènérales  tran- 
scendantes. 

83.  On  peut  aussi  remplacer  le  syslcrae  X',  p',  v'  par  celui  qu'on  en  de'- 
duit on  rempla^ant  deux  de  ses  termes  par  les  resulta ts  obtenus  en  le&  re- 
trancliànt  de  l'unite.  Nous  avons  vu,  en  effet,  (n?  Sì)  que  la  fonction 
F  (a  +  n,  fi  +  n1,  7  +  n",  x)  est  algebrique  ou  transcendante  en  méme  temps 
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que  F  (a,  (3,  7,  x).  Or  les  trois  radicaux  caracteristiques  de  la  première  fon* 
ction  ont  pour  valeurs  respectives 

A,  =  db  (7  +  nu  -  i),  fxt  =  =t  (a  +  (3  -  7  +  n  +  nr  -  ti"),  v1=tfc(a-|34-/i-  n'). 

En  prenant  Ti  =  n'9  le  troisième  terme  conserve  la  méme  valeur  v,  «  v',  tandis 
que  les  deux  autres  deviennent  respcctiveraentyI=±(y+nf -1),  fAf=fc{a+{3-7+2ra-ra"), 
ou  encore  =*=  A,  =  rc"  *  V,  *  ^x  =  2/t  -  ti"  =fc  f*'.  La  déterraination  des  valeurs 
de  n  et  de  nu  qui  conviennent  a  notre  objet,  exige  que  Ton  distingue  les 
diverses  corabinaisons  des  signes  de  Ar  et  de  p!,  dans  les  formules  (7-1)=*  A\ 
«  +  (3  -  7  =>  =fcfAf,  afin  que  les  valeurs  cori  espondan  les  de  À!  et  de  (it  devien- 
nent respectivement  i  -  Af  et  i  -  /*'.  Si  Af  est  affecte'  du  signe  - ,  on 
prend  »f,  =  iet  A,  =  1  -  A';  si  au  contraire  A'  est  affecte  du  signe  +,  on 
prend  nlf  =  -  1  et  Ax  =  i  -  A'.  Comrae  nn  obtient  dans  les  deux  cas  une 
valeur  impaire,  on  pourra  toujours  determiner  le  nombre  n  de  manière  que 
2  n  -  nn  prenne  a  volonté  l'une  des  deux  valeurs  *  i.  On  prendra  (%n- /tff)  =  i 
si  (x1  est  affecte'  du  signe  -  et  {in  -  nl!)  =  -  t  dans  le  cas  contraire. 

Ainsi  l'on  peut  toujours  attribuer  aux  deux  nombres  n,  n11  des  valeurs 
entières  telles  qu'en  passant  de  la  fonction  F  («,(3,7,  x)  a  ¥  (a+nfi+nfl+n'^x), 
les  deux  lermes  Af,  fi'  du  système  A',.  fxf  v',  soient  remplaces  par  i— A',  1— [*!, 
tandis  que  le  troisième  demeure  invariable.  Comme  les  trois  e'ie'ments  du 
système  A',  y!ì  v'  peuvent  étre  permutés  sans-que  l'intégrale  de  l'e'quation  (1) 
ebange  de  nature,  c'est-à-dire  sans  qu'elle  cesse  d'étre  algébrique  pour 
devenir  transcendante,  ou  inversement,  notre  conclusion  subsiste  pour  deux 
quelconqucs  de  ces  trois  elements,  on  peut  les  rem  piacer  par  les  resnltats 
obtenus  en  les  retranchant  de  l'unite.  En  joignant  cette  conclusion  a  celles 
des  n0>  precedents  nous  obtenons  le  the'orème  suivant  : 

IX.  Pour  décider  si  l'intégrale  generale  de  téquation  différentielle  vé- 
rifiée  par  la  fonction  F  (a,  {3,  7,  x),  est  algébrique  ou  transcendante ,  pre- 
nez  les  minimmus  absolus,  compris  entre  —  i  et  +  1,  des  quantités  1-7, 
a  -»•  {3  -  7,  a  -  (5,  suivant  le  modale  2;  désignant  ces  résidus  par  *  Af,  ±  p\  =*=  v', 
de  sorte  que  les  trois  nombres  Af,  [*\  v\  soient  compris  entre  0  et  i,  for- 
mez  le  tableau 


(T) 


1  -  V,       1  -  fi','  v', 

1  -  V,  fi',      l  -  v1, 

A',      t-p!t      1  -  »'  ; 
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cherchez  quelle  est  celle  de  ces  quatre  lignes  dont  les  trois  éléments 
forment  la  moindre  somme;  enfin,  désignant  par  X",  fx",  v"  les  trois  élé- 
ments de  cette  tigne  pris  dans  un  ordre  quelconque%  déterminez  les  trois 
nombres  A,  An  I  par  les  équations 

v/JTTa  -  X",     V^i  +  *ax  -  /*",     \/7TT\  «  v"  ; 

f intégrale  generale  de  Véquation  différentielle  vériflée  par  la  fonction 
F  (a,  (3,  y,  x),  est  algébrique  ou  transcendante ,  suwant  que  celle  de 
féquation 

d*jr      /  A  A,  I  -  A  - 


r     /±         A,         I  -  A  -  A,\ 


e^t  elle-méme  algébrique  ou  transcendante. 

84.  Remàrque.  Daus  l'application  de  ce  tbe'orfcme,  si  Tun  des  nombres  y— rf 
«-(3,  a  -+-(3  -y  est  entier,  son  résidu  est  o  ou  +  i,  suivant  qu'il  est  pair 
ou  impair.  Ainsi  les  nombres  X',  /*',  v'  sont  ou  in  fèrie  urs  a  l  ou  e'gaux  a  i. 
Mais  les  nombres  A",  p",  v"  sont  toujours  inférieurs  a  1,  a  moins  que  deux 
de  ces  nombres  ne  soient  nuls;  car  si  X'  «  t  la  somme  des  trois  termes 
i  -  V,  i  -  fxf,  v'  se  réduit  a  i  -  fi'  +  vf,  et  elle  est  infe'rieure  a  Xr  +  fi1  +  vf, 
a  moins  que  p'  ne  se  reduise  a  ze'ro.  Dans  ce  dernier  cas  on  prendrait  pour 
A",  (jlu,  v",  les  trois  termes  i  -  X\  pf,  i  -  v*,  dont  les  deux  premiere  sont 
nuls;  quant  au  troisifeme.  1  —  v',  il  est  egala  i  si  v'=o.  Ainsi,  a  moins 
que  deux  des  trois  nombres  X",  p".  v"  ne  se  reduisent  a  zèro,  aucun  d'eux 
ne  peut  otre  égal  a  i. 

Lorsque  l'application  du  dernier  théorème  conduit  a  une  valeur  nulle 
pour  l'un  des  nombres  X",  p",  v",  il  faut  examiner  si  aucune  des  trans- 
fer raations  necessaires  pour  passer  de  Téquation  proposee  a  l'équation 
transformée  ,  n'est  illusoire.  Ainsi  lorsque  -  Xf  =  i  -  y  =  -  1,  ce  qui 
donne  y  =  2,  nous  avons  vu  (n?  79)  que  la  transformation  (d)  est  illusoire. 
Mais  celte  circonstance  ne  peut  jamais  se  pre'senter  lorsque  les  trois  radi- 
caux  caracte'ristiqucs  de  la  fonction  proposte  sont  tous  fractionnaires.  C'est 
pourquoi  uous  examinerons  séparement  les  cas  où  l'un  de  ces  radicaux  au- 
rait  une  valeur  entiere. 

CU.  11.   Cas  où  la  formule  de  Gauss 
représente  la  racine  d'une  fonction  rationnelle. 

85.  Supposons  que  la  fonction  Z  «  F  (a,  (3,  y,  x)  soit  la  racine  d'une  fon- 
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ction  rationnelle.  Les  diverses  transformations  par  lesquelles  on  passe  de 
cette  fonction  a  la  fonction  y  définie  par  le  théorème  IX  (a0  83),  consistent, 

soit  a  remplacer  x  par —  ou  par  i  -  x,  soit  a    multiplier   la    fonction  Z 

par  une  puissance  rationnelle  de  x  ou  de  (1  -  x),  soit  enfin  a  prendre  une 
ou  plusieurs  fois  la  derive'  de  Z  ou  de  l'urie  des  fonctions  obtenues.  Comme 
ces  diverses  transformations  effectuées  sur  la  racine  d'une  fonction  ration- 
nelle donnént  pour  resulta t  la  racine  d'une  fonction  rationnelle,  la  fon- 
ction y  a  laquelle  ou  parvient  de'finitiveraent  est  aussi  racine  d'une  fon- 
ction rationnelle.  Ainsi 

X.  Pour  décider  si  la  serie  F  (a,  j3,  y,  x)  re  présente  une  racine   d'une 
fonction  rationnelle*  il  sufltt  de  chercher  si  Véquation  différentielle 

{1)       jV,/^ZÌ^ZzJL^-y-^^r 

W         dx%       \  AX2  A  (X-l)1  AX  (X  -  I)     )J 

admet  comme  intégrale  particulière  une  racine  d'une  fonction  rationnelle* 
les  nombres  X,  ^,  v  étant  ceux  que  nous  avons  désignées  par  X",  f*ff  v" 
dans  le  théorème  IX  (n°  83). 

i    dy 
Or  si  l'on  pose  —  -~-  =»  t  et  y  =  II  (x  -  a)w,  on   a 

y     ax 

«      m         i     cPy      dt        a     __  m2  —  m  «  mn 

1  =*2 »  —  r«ar+faS-; ?  +  22  ; n — ss' 

"*  x  —  a    y    ax       dx  **  (x  —  a)  **  (x  -  a)  (a:  —  6) 

de  sorte  que  l'equation  (i)  devient 

«  m2—m       __         mn  X*— 1  ua— !         va— Xa— ua+i 

*  '  A  (X-tf)2  ^  (jp-fl)  (or-fe)         4.T2         4   (*-i)a  4*  {*-!) 


m2—  m 


Si  a  est  différent  de  0  ou  de   1,    le  terme  , ne  peut  se  réduire  avec 

•  (x-a)2         r 

aucun  autre  terme  de  l'equation,  de  sorte  que  son  coefficient  doit  étre  nul. 
On  a  donc  m  =  1.  Ainsi  la  fonction  y  est  de  la  forme 

y  =  X  xm  (x  -  i)% 

X  de'signant  un  polynóme  entier  en  x  dont  toutes    les   racines    sont   ine- 
gales,  m  et  n  deux  exposants  rationnels  que  l'on  determine  de  la    manière 
suivante.  On  multiplie  par  x2  les  deux  membres  de  l'equation  (2)  et  l'on 
egale  x  a  zero,  ce  qui  donne 
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X2  -  t  i  *  \ 


m    —  m  ea   j       TU  => • 


4  2 

On  obtient  de  méme,  corame  exposant  de  (x  -  f), 

1  *  f* 


n 


86.  Il  nous  reste  a    déterminer    le  degré    £  du  polynóme  X.    Pour    cela 

nous    ordonnons  —  -7^5  en  serie  sui  vari  t  les  puissances  decroissantes  de  xy 

y    ax 

en  supposant  très-grande  la  va  leu  r  de  x.  Nous  trouvons  successi  vement 

i_  dj       X'       m  n        X        |       / 

t   dj      l  +  m  +  n      n  +f 

■^  •  •  • 


^  rf.r  or  x% 

i    rfy         5  +  m  •*•  n      (E  +  m  +  n)a 


rfx*  .r*  .r* 


en  substituant  cette   expression  de  —   -—^  dans    l'équation  (i),    et    e'galant 

dans  les  deux  membres  les  coeffìcients  de  — -,  on  trouve 

x* 


(l  +  m  +  n)%  -  (£  +  m  +n) 

I  ±v 


Z  +  m  +  n 


Il  faut  que  cette  formule  donne  pour  €  une  valeur  entifere,  positive  ou 
nulle.  Or  X  et  p  étant  infe'rieurs  a  l'unite,  les  nombres  m  et  n  de  ter- 
mine^ par  les  formules 

i*)i  i  db  fi 

m  =» ,       n  » ,  ' 

2  2 

sont    necessairement    posi  ti  fs.     Dailleurs  v  étant    inférieur    a     i,     le    nom- 

I    db    V 

bre   est  aussi    <  i.  On  doit  donc  prendre  £  «  o, 

2 

l=fcX        i*/tx        |=fcv 

m  +  n  =* + = • 

2  2  2 
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Gelte  condition,  dont  nous    veuons  de  montrer  la  necessitò,  est  eri    méme 
temps  suffisanle;  car  alors  lVqualion  (ì)  est  véri  fi  e  e  par  la  fonction 

1+X  i+t 

J  -  xm  (x  -  i)'1  =  x   2       {X  -  i)    4 

En   effet,  la  substitution  de  cette  fonclion  donne  la  formule 


1 

dy 

dx* 

- 

IH 

1 

m 

+ 

rea- 

-71 

H- 

2mn 

=5 

Xa-  i 

•*- 

4(X- 

-1 

+ 

vV-iVi 

7 

xa 

(r- 

-i)' 

x  (x- 

■0 

4,r3 

4 a:  ( jc-i  ) 

qui.  en  vertu  des  relations  m   -  m  =  .    7i2  -  7i  = ,    se    réduit  k 

J  4  4 

une  identité,  pourvu  que  Ton  ait 

va  -  Xa  -  fxa  +  i  «  smn  m  2  (t  *  X)  (i  ±  p), 

c'est-a-dire  va  =  (i  =*=  X  =*=  fx)a,  =4=v-itfcXrfcjtjt. 

Si  les  nombres  X,  p,  v  ont  e'té  choisis  en  appliquant  exactement  le  the'o- 
rèrae  IX,  ainsi  que  nous  le  supposons,  non  seulement  ils  sont  compris 
entre  o  et  i,  mais  encore  la  somme  de  deux  quelconques  d'entre  eux  est 
inférieure  ou  au  plus  égale  a  i;  car  soit  fx",  v"  les  plus  grands  de  ces  trois 
nombres,  et  supposons  que  i'on  ait  p"+v">«  et  conséquemment  t— p"+i— v"  <  i . 
D'aprfes  le  tbe'orfeme  IX  on  devrait  prendre  i  —  f*"f  1—  v"  au  lieu  de  ft",  vff. 
Ainsi  pour  qu'une  combinaison  de  sigues  permette  de  vérifier  la  condition 

il  est  nécessaire  d'adopter  les  signes  supérieurs,  ce  qui  exige  que  l'on  p renne 

i  -  X           i  -  a                       j  -  y 
m  - ,  zi  = f     m  +  n  = . 

2  2  2 

XI.  La  condition  nécessaire  et  suffi sante  pour  que  téquation  différen- 
tielle  vérifée  par  la  serie  F  (a,  {3,  y,  x)  admette  corame  intégrale  particu- 
lière  une  racine  dune  fonction  rationnelleì  est  que  les  nombres  Xfj \  f*fl f,vff 
déduits  des  valeurs  données  de  a,  (3,  y,  conformément  à  la  règie  énoncée 
dans  le  théorème  IX  (n?  83),  satisfassent  à  la  condition 

Quand  méme  les  nombres  a,  |3,  y  ne  seraient  pas  rationnels,  si  les  nom- 
bres irrationnels  X",  p",  v'f  auxquels  on  parvient  en  leur  appliquant  le  théo- 
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rème  IX,  remplissent  la  conditioa  précédente,  l'équation  différentielle  a 
laquelle  on  parvient  est  véri  fi  é  e  par  la  fonction  transcendante 

1— X"  i—p" 

y  «  xm  (x  -  i)*  «  x     2     (x-i)9    2 

et  par  conséquent  l'équation  différentielle  qui  correspond  aux  valeurs  don- 
nées  de  a,  j3,  y  s'intègre  au  moyen  d'une  fonction  finie,  esplicite  de  la  va 
riable  x. 

CH.  III.   Conditions  nécessaires  pour  que  la  serie  hjpergéométrique 

represente  une  fonction  algébrique 

que  fon  puisse  exprimer 

au  moyen  des  racines  d'une  équation  triname 

y*m  +  py*m  +  sm  *=o* 

87.   Pour  que  l'équation  différentielle 


w 


dx%       \   4X»         4  (x  -  I)'  4X  (x  -  \))7        J 


soit  vérifiée  par  les  racines  d'une  équation  trinóme,  nous  arons  vu  (n°*  44, 
45)  qu'il  est  nécessaire  et  suffisant  de  t  roti  ver  une  fonction  ration  nelle 

s  -  X*  x7  (i  -  x)", 
telle  que  sa  dérivée  logarithmique  Ro-    r-  satisfasse  a  l'equa  ti  on 

(2;  R3  +  eRR'  +  4R"  =  tePR  +  igP'. 

Nous  avons  aussi  moitfré  que  les  deux  exposants  /,  f  et  le  degré  L  de  s 
sont  déterrainés  par  les  formules 

/    =  2    OU    2  ±  2Ì, 

(A)       /'  =  2    OU    2  *  tp 

L  «=  2   OU   2  db  2v; 

et  que  le  degré  £  du  polynóme  X  est  donne  par  la  formule 

(B)  L  =  2*  +  /  +  /'. 

Cornine  dans  le  cas  actuel  nous  supposons  X,  p,  v  égaux  aux  nombies  X",  p",  v" 
déduits  de  la  fonction  proposée  F  («,  (3,  y,  ,r),  par  l'application  du  théo- 
rème  IX  (n°  8i),    les  trois    nombres  >,  p,  v    sont    positifs  et  la  somme  de 
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deux  quclconques  d'entre  eux  est  au  plus  égale  à  i.  Il  resuite  de  là  qu'au- 
cun  des  exposants  /,  /',  L  ne  peut  étre  negati f  ni  superieur  a  4. 

Supposons  d'abord  Tun  des  nombres  X,  p,  v  égal  a  une  fraction  dont  le 
de'nominateur  soit  superieur  a  3.  Gomme  ces  trois  nombres  sont  permuta- 
bles,  nous  prendrons  v  égal  a  cette  fraction,  et  L  =»  9,  parce  que  la  for- 
mule L«2±v  doonerait  a  L  une  valeur  fractionnaire.  L'équation  (6)  de- 
vient  donc 

2  «  2?  +  /  +  /', 

et  Fon  en  déduit  Uo,  /  +  /'«*•  La  dernière  équation  ne  peut  étre  véri- 
fi  e  e  que  de  Fune  des  manières  suivantes:  /  »  P  «  t  et  conséquemment 
X  «  fi  «  |j  ou  bien  /  m  2,  /' »  0  et  par  conséquent  (jiat,  Mais  la  dernibre 
hypothfese  n'est  admissible  que  dans  le  cas  où  les  deux  nombres  X  et  v  se 
réduisent  a  zero;  car  autrement  Fune  des  deux  sommes  X  +  p,  p  +  v  serait 
supérieure  a  l'unite.  Comme  dans  le  cas  actuel  v  est  différent  de  zèro,  on 
doit  prendre  /  «  /'  =  i,  ce  qui  exige  que  Fon  ait  X  »  p  »  },  Or  nous  avons 
vu  (n?  43)  que  l'équation  (i)  admet  dans  ce  cas  commc  integrale  generale 
la  fonction 

(*)  f-tyx  (x-i)  LA  (2jc  -  i  +  2  ^x  (x  -  i)2  +B  (2JC-1-  2  /r(#-i)aJ 

88.  Quelle  que  soit  la  valeur  de  v,  fòt-elle  méme  irrationnelle,  la  fon- 
ction déterminée  par  la  formule  (3)  satisfait  a  l'équation  (l)  toutes  les  fois 
que  l'on  a  X  »  p  -  £.  Mais  lorsque  v  est  irrationnel,  cette  fonction  est 
transcendante,  et  quand  v  =  0,  elle  n'est  qu'une  intégrale  particulifere 
jr  «  e  {/  x  (x  -  i).  Dans  ce  dernier  cas  l'intégrale  generale  est  exprimée 
par  l'équation 

D'ailleurs  on  a 

Ainsi  dans  le  cas  particulier  où  Fon  a  X  -  p  «  £  et  v  »  0,  l'équation  (i) 
admet  une  intégrale  particulifere  algébrique;  mais  son  intégrale  generale 
est  logarithmique, 

Supposons  qu'un  seul  des  trois  nombres  X,  p,  v  soit  égal  a  5.  Les  deux 
autres  doivent  se  réduire    a  zèro;  car    autrement   Fun  d'eux  sérait  égal  a 

,47 
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une  frac t io n  ayant  un  dénomitiateur  snpérieur  a  2,  et  i'ou  rentrerait  dans 
l'hypothèse  précédente.  Soit  donc  i  =  j,  /*  =  o,  v  -  o,  ce  qui  exige  que  1  on 
prenne  /'  =  2,  L  »  2;  cornine  /  ne  peut  avoir  qne  l'urie  des  valeurs  2  ou 
2  =t  i,  il  est  impossible  de  satisfa  ire  a  l'èqua  tion  (B).   Donc 

XII.  Pour  que  Véquation  différentielle  ve'rifléè  par  la  fonctionF  (a,  (3,  y,  x) 
s*intègre  algébriquement  au  mojren  des  racines  d'une  équation  triname 

y4m  +  pyam  +  sm  =*  0, 

il  est  necessaire  et  sufftsant  que  deux  des  trois  nombres  X",  yl\  vn  aux- 
quels  on  parvient  par  V application  du  théorème  IX  soient  égaux  à  §,  et 
que  le  troisième  ait  une  valeur  rationnelle  differente  de  zero. 


Ch.  IV.  Integration  algébrique  de  l  équation  (1) 
au  moyen  des  racines  d'une  équation  irréductible  du  24°* 

ou  du  48me  degre\ 

89.  La  première  condition  nécessaire  pour  que  l'integration  s'effectue  de 
la  manière  indiquée,  est  que  les  nombres  A,  /x,  v  soient  ou  entiers,  ou  égaux 
a  des  fractions  irréductibles  dont  les  dénominateurs  ne  surpassent  pas  4 
In.  50  et  5t).  Il  reste  ensuite  a  trouver  deux  fonctions  rationnelles 

q  =>X  x1  (x  -  1)»,  Q  =  |.  -r"  (x-  1)-', 
de  manière  a  rendre  identiques  les  deux  e'quations  (n?  5») 

m+l  tn'+l' 


(14)  v^»(4c)i[Z*x"(x-i)"'-X3H*xz'-3zX,+XZ  (^-+— \f. 


2    /~    A      2 


x  2  (ar-i) 


(15) 


*'.7la  +  i£/i  +      ^    \  ,    *  r^-8/  |   /"-sT   t  2//'        -1 

X       8  Xa      4  X  \x       :r-i/      sL   x1     "*"  (ar-i)a  +  x  (x  -  i)J 
+   * — vi  •*  2     far-*)    2     -8      — r-+  ^ r,  + — ^ — -   • 

9  X*  '  L  40Ta         4(x-i)a        4X  (X  -  I)  J 

Dans  ces  équations  X  et  Z  désignent  deux  polynómes  dont  les  degrés  sont 
respectivement  l  et  (;  l>  tf  m  et  m!  sont  des  nombres  entiers  déterminés. 
par  l'un  des  trois  groupes  de  formules. 
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(A)  /  «  4  -  3  ^i  +  4A,   m  -  -  3  ^i  +  4A» 

(B)  /  =  4-4l/l  +  4À,   W=4\/i+4A, 

(C)  /  =  4  =  4  tfi  +  4  A,   m  =  0,  /  OU  2/  =  2  ^  +  4  A, 

dans  lesquelles  on  doit  prendre  ^i  +  4À  «  X,  pour  /  et  m,  et  yT+Tk  =*  fx, 
pour  /'  et  m'. 

Les  degres  ?  et  $  des  deux  polynómés  X  et  Z  sont  donne's  par  les  forraules 

(13)  L  «  É  +  /  +  /',  M  =  4£  -  35  +  m  +  mf, 

dans  lesquels  L,  M  désignent  les  degres  respectifs  des  deux  fonctions  q,Q, 
et  sont  détermiaés  par  l'un  des  trois  groupes  de  formules 

(A')  L  «  4  +  3V,     M  «  3V 

(B')         L  ~  4  +  4v,     M  -  -  4V, 

(C)         L  =  4  +  4v,     M  -  o;  i  ou  v  =  av. 

Si  Fon  parvient  a  déterminer  les  deux  fonctions  q  et  Q  de  manière  a  ren- 
dre  identiques  les  e'quations  (14)  et  (i5),  on  calcule  la  fonction  p  au  mo- 
yen  de  la  formule 

puis  les  intégrales  de  l'équation  (i)  s'expriment  en  fonction  de  p  et  des 
racines  de  l'equa tion 

u1*  +  pu  -q  »  o, 
à  laide  de  la  formule 


90.  On  ne  peut  pas  supposer  que  deux  des  trois  nombres  A,  p,  v  so- 
ient  nuls;  car  si  l'on  avait  X  =  p=o,  les  deux  nombres  /  et  /'  seraient  4gaux 
a  4,  et  comme  L  est  inférieur  a  8,  lVquation  L  «  £  +  /  +  /'  donnerait  pour 
?  une  valeur  negative. 

Supposons  nul  l'un  des  trois  nombre  X,  p,  v,  les  deux  autres  rftant  dif- 
férents  de  zèro.  Si  la  somme  de  ces  deux  derniers  était  égal  a  1,  nous 
retomberions  dans  le  cas  esamina  precedemmeut  (n°86),  où  les  trois  nom- 
bres   >,  p9  v,    satisfont    a    la    relation    i  +  /x  +  v  =  i.  C'est    pourquoi    nous 
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prendrons  v  =  o  et  nous  supposerons  X+p  <  i.  On  aura  conséquemment 
L  =  4,  M  ==  o,  de  sorte  que  les  équations  (i3)  deviendront 

(13)  4  «  l  +  /  +  /',     zi  «  4?  +  m  +  m1. 

Les  deux  nombres  1  et  fi  doivent  étre  deux  fractions  ayant  pour  déuomi- 
nateurs  2,  t  ou  4  et  dont  la  somme  soit  inférieure  a  i.  Les  seules  combi- 
naisons  qui  satisfassent  a  ces  condition  sont  : 

1      1.    1      I.    I      l.    i      1.    4      I.    I      * 
I*    4'    2»    8*   V   V    8»  V   4»    4»   I»    8* 

Soit  ^=^;  les  formules  (B)  et  (C)  donnent  /  =  2,  m=»4  ou  o.  La  première 
des  équations  (13)  devient  2  «  É  +  t9  et,  comme  /'  est  égal  a  3,  soit  que 
l'on  prenne  fi  =  £  ou  p  =  £,  les  deux  premières  combinaisons  sont  inadmis- 
sibles.  Si  X=»{,  on  a  /«3,  i«  £+/'}  il  faudrait  que  /*  fùt  égal  a  1,  ce  qui 
n'a  pas  lieu,  puisque  p  étant  égal  k  {  ou  a  {,  on  aN  3.  Enfin  si  ic=  J, 
/  =  3,  et  comme  Test  égal  a  3  ou  ki,  suivant  que  p  =  ±  ou  |,  la  formule 
4«5+/  +  /f  donne  pour    £  une  valeur  negative. 

Àinsi  pour  que  l'équation  (1)  s'intègre  de  la  manière  énoncée  ci-dessus, 
il  est  nécessaire  qu'aucun  des  trois  nombres  X,  f*,  v  ne  s'eVanouisse.  Ori 
ne  peut  pas  suppose v  non  plus  que  deux  de  ces  trois  nombres  soient  égaux 
à  |j  car  on  retomberait  dans  le  cas  où  l'in t egra t io n  s'effectue  au  moyen 
des  racines  d'une  équation  triname.   Donc 

XIII.  Lorsque  Véquation  (t)  s" intègre  au  moyen  des  racines  (fune 
équation  irrcductible  du  vingt-quatrième  ou  du  quarante-huitième  degré* 
aucun  des  trois  nombres  X",  p!1,  v"  n 'est  nul;  ces  nombres  sont  des  fra- 
ctions dont  les  dénominateurs  ne  surpassent  pas  4,  et  une  seule  (Ventre 
elles  peut  étre  égale  à  £. 

91.  Pour  que  l'integration  s'effectue  au  moyen  des  racines  d'une  équation 
du  vingt  quatrième  degré,  il  est  nécessaire  que  les  fractions  X,  p,  v  aient 
pour  dénominateurs  2  et  s.  En  excluant  les  combinaisons  où  la  somftie  de 
deux  de  ces  fractions  serait  supérieure  a  1,  on  ne  peut  admettre  que  les 
combinaisons  suivantes,  abstraction  faite  de  l'ordrc  des  termes,  qui  est 
indifférent  : 

4      i      1.1       1      l.     à       I      2 
2»    8»   I  >     8»    V    l>     8»    8'   V 

Nous  avons  étudié  (n.  53)  la  première  combinaison  en  prenant  v  a  1  f 
X»fx  «1,  et  nous  avons  trouvé  que  l'équation  (1)  s'intègre  algébriquement, 
au  moyen  des  racines  d'une  équation  du  vingt-quatrième  degré.  Nous  avons 
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obtenu  le  méme  resulta  t  par  la  dentière  combinaison,  en  psenant  X  =  f*  =  ±, 
v  «  |  (n?  53).  Quant  a  la  deuxième  combinaison  X  «  f*  =  v  =  £,  comme  elle 
verifie  la  condì tion  X  +  jx  +  v  »  i,  elle  rentre  dans  le  cas  où  l'èqua tion  (i) 
adraet  comme  solution  particulière  une  raciue  d'une  fonction  rationnelle.  Donc 

XIV.  Pour  que  V  équation  différentielle  vériftée  par  la  fonction 
F  («»P>7»^)>  s  intègre  algébriquemeut  au  mojren  des  racines  d'une  équa- 
tion irréductible  du  24roe  degré,  à  coefficients  rationnels,  il  est  nécessaire 
et  suffisant  que  les  trois  nombres  X",  p",  v",  auxquels  on  parvient  en  ap- 
pliquant  le  théorème  IX,  présentent  dans  un  ordre  quelconque  Vun  des 
deux  sjrstèmes  de  valeurs 

4      4     4.     1      I      2 
2»   I'   V    V  I»    8* 

92.  Lorsque  l'un  des  nomhres  X,  p,  v  est  égai  a  (  ou  a  |,  la  fonction  p 
(ii°  89)  renferme  en  facteur  la  racine  carrée  d'une  fonction  rationnelle,  de 
sorte  que  l'équation  du  vingt-quatrifeme  degré,  a  laquelle  satisfait  l'intégrale^, 
ayant  pour  coefficients  des  fonctions  rationnelles  de  cette  racine  car ree,  se 
ramène  a  une  équation  du  quarante  huitième  degré  a  coefficients  rationnels. 

Prenons  d'abprd  v  »  J  et  considérons  d'abord  les  combinaisons  où  aucun 
des  deux  nombres  X,  p,  n'est  égal  a  \.  Gomme  on  doit  exclure  les  cas  où 
la  somme  de  deux  des  trois  nombres  X,  /x,  v  seraft  supérieure  a  i,  ainsi 
que  celui  où  la  somme  de  ces  trois  nombres  serait  égal  a  I,  il  ne  reste 
pour  les  deux  nombres  X  et  /x  que  les  combinaisons  suivantes  : 

4       4.     1       4.     4       4.     4       2.     2       4.      4       t 

2»  V   I'   ¥>   I»   I'  V  I*  I*  V    V   V 

À  la  valeur  v  =  |  correspondent  Las,  M  =>  -  i,  de  sorte  que  les  équa- 
tions  (13)  deviennent 

(is)  5  =  É  +  /  +  P9     3$  «  4?  +  m  +  mr  +  i. 

La  condition  d'obtenir  pour  I  et  £  des  valeurs  entiferes,  positives  ou  nulles, 
nous  permet  d'exclure  imraédiatement  plusieurs  des  six  combinaisons  pré- 
cédentes. 

Si  l'on  prend  X « \9  fi =  {  ou  déduit  des  formules  (k\ /  «=  3,  /f  =  2,  m»-i, 
m' =  -  2,  et  les  formule.  (ìz)  donnent  5  =  0,  4£»2,  £«5.  Cette  com bi- 
na isou  est  donc  inadmissible. 

De  méme  les  combinaisons  X  «  f*  =  Jj  X«|,  fi  —  |i  X  =  £,  /a^j  donnent 
moyennant  les  formules  (A)  et  (B),  /  =  /'  «  3,  de  sorte  que  l'équation 
5=»{  +  /+i'  determino  pour  £  un  valeur  negative,  ce  qui  n'est  pa.s 
admissible. 
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Il  ne  reste  ainsi  que  deux  combinaisons  possibles,  savoir  ±,  ±;  |f  \.  Or 
si  Ton  prend  à-f,  {*-£•  Ics  formules  (A)  et  (B)  donnent  /-*.  m«*-s, 
Ni,  to'  »  i;  les  formules  (13)  déterminent  des  valeurs  nulles  pour  £  et  g. 
Les  deux  polynómes  X,  Z  se  réduisent  donc  a  des  constantes  a,  b.  et  les 
deux  fonctions  q9  Q  sont 

bK  (x  -  i) 


7  «  axa  (x  -  i)1,  Q 


a3x* 


Nous  nous  sommes  occupe's  de'ja  de  cette  combinaison  et  nous  avons  trouvé 
(n°  56)  que  l'intégrale  de  lVquation  (ì)  est  algébrique  dans  ce  cas. 

93.  Il  ne  reste  ainsi  qu'une  seule  combinaison  a  exaroioer,  savoir  X  =  |, 
^«=,1.  On  déduit  des  formules  (A),  (6)  et  (G) 

/  =  2,  m  =  o  ou  2,  t  =  3,  m!  «  -  i; 

les  équations  (13)  deviennent  £  =  o,  4(  +  m  =  o,  el  Ton  en  conclut  que  C 
et  m  sont  nuls.  Les  deux  fonctions  q  et  Q  sont  donc 

q~ax  (x  -  l)3,     Q  «  -j  — -, 

a    or  —  t 

a  el  b  désignant  les  deux  constantes  auxquelles  se  réduisent  les  polynó- 
mes X  et  Z.  Les  équations  de  condition  (14)  et  (15),  où  Ton  doit  faire 
X  =  a,  Z  «  6,  X'  =  Zf  »  0,  deviennent 

3  15  3  14C*\P~Z    6a  1 


2JT2        3(^-1)*        2X  (x-l)  9  a*     X  (x-i)2 

3  16  101  t 

2  X*        9   (.r-l)*         72     X  (X  -  l)  " 

La  dernière  se  réduit  a  une  identità  lorsqu'on  fait 

Mca  t/Ti  b*       7        a  ra  a     / — 

1 5  =  — ,  a  =  16  6aca  1/-  3 

9  a       72  T 

La  première    devient    aussi    identique,    lorsqu'k    la  dernifere  condition    on 

ajoute    celle-ci    M=-a3.  La  constante  e  e'tant  arbitra  ire,    nous  prendrons 

1 
b  =  i,    a=»-i,    c«     4 — .   On  a  donc 

4  y-  3 
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q  -  -  x*  (x  - 1)3,  Q  = — ,  p  =  \  {/37  x'>-i)', 

et  l'intégrale  y  est  de  termi  né  e  par  la  formule 


en  fonction  des  racines  de  l'équation 

* 

a4  +  \  {/-3  x*  (x  -  i)a  k  +  x2  (x-i)3  =  o. 

Ainsi  lorsque  les  nombres  A,  p,  v  présentent  dans  un  ordre  quelconque 
les  valeurs  ±,  ±,  ±,  l'integrale  generale  de  l'équation  (i)  est  algébrique.  Comme 
la  résolvante  en  u  peut  se  résoudre  au  moyen  de  radicaux  algébriques, 
l'intégrale  y  peut  s'exprimer  en  fonction  explicite  de  x9  au  moyen  de 
radicaux. 

94.  Il  nous  reste  a  examiner  le  cas  où  l'un  des  trois  radicaux  serait 
égal  a  |.  Dans  ce  cas,  aucun  des  deux  autres  radicaux  ne  peut  étre  égal 
a  |  ou  a  j,  parce  que  les  sommes  i+\,  y  +  \  sont  supérieures  a  i.  Ces 
deux  radicaux  doivent  donc  étre  égaux  a  j.  Soit  donc 

Les  formnles  (B)  et  (B')  donnent 

/  «*  /'  «  3,  m  =•  ni  «,i,  L  =  i,  M  =  -  3, 

de  sorte  que  les  équations  (13)  deviennent 

7  «  £  +  6,      -  3  -  4£  -  35  +  2, 

et  Ton  en  déduit  {°i,  £  =  —  \,  ce  qui  est  inadroissible.  • 

En  réunissant  ce  résultat  a    ceux  des    deux  derniers  numéros    nous  obte- 

nons  le  tkéorfeme  suivant: 

XV.  Pour  que  Véquation  différentielle  vérifiée  par  la  fonction  F  (a,  |3,  y,  x) 
s'intègre  algébriquement  au  moyen  des  racines  dune  équation  irrédu- 
ctible  du  48me  degré  à  coefllcients  rationnels,  il  est  nécessaire  et  sufli- 
sant  que  les  trois  nombres  A",  p,ff  v",  auxquels  on  parvient  en  appli- 
quant  la  règie  énoncée  dans  le  théorème  IX,  présentent ,  abstraction 
fa  ite  de  Vordre  des  termes,  Tun  des  deux  systèmes  de  valeurs 


I       A       4.       2       1       1 

I»  I*  V    ì>  4>  *• 
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Ch.  V,  Des  cas  oà  la  sèrie  hypergéometrique 

représente  une  fonction  algébrique 

dépendant  d'une  équation  irréductible  du  i20me  degre. 

95.  Nous  avons    va  (a0  68)  que  tout  le    problème  se  ramène    a  trouver 
deux  fonctions  rationnelles  q  et  Q  de  manière  a  vérifier  les  deux  équations 

W  7       11    q*       300   Q  (Q  - 1)  ' 

(•)  7 q!5~' 

La  fonction  P,  dans  le  cas  qui  nous  occupe,  est  exprim&  par  la  formule 

u  *ra       4(07-1)*  *r  (ar-i) 

Les  deux  fonctions  q  et  Q  sont  donntfes  par  les  formules 

Z3 

q  «  Xx'  (x  -  1)",     Q  «^t  x"  (x  -  i)1»', 

dans  lesquelles  X  et  Z  designent  deux  polyudmps,  /,  /',  mf  m1  des  expo- 
sants  entiers  determina  par  les  formules  suivantes  : 

(A)  /  «»  6  -  sX,    ,  m  =  -  sX, 

(B)  / ■  -  6  -  eX,     m  «  3 A, 

(C)  /  s=  6  -  6X      m  «  0,    v  =  -: 

* 

on  déduit  /'  et  m!  de  ces  mémes  formules,  en  rempla^ant  X  par  p.  Les 
degras  L  et  M  des  deux  fonctions  q  et  Q  se  déduisent  de  l9un  des  sy- 
stem es  de  formules  (n°  Ti) 

(A!)  L  «  e  +  sv,     M  =  sv, 

(B')  L  =  «  +  cv,     M  «  -  3V, 

(C')  L  »  6.  +  6V,      M  =  0,    v»-. 

Dans  ces  formules,    corame    dans  les    précédentes,  le  nomhre  i  est     entier 
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pair  ou  impair.  Enfia  les  degras  £,  £  des  deux  polynómes  X,  Z  s'obtien- 
nent  au  moyen  des  deux  équations 

(ta)  L  =  £ +  /  +  /',     M  «3É-5É  +  m  +  m'. 

Cornine  les  nombres  /,  /'»  L  sont  de  la  forme  6  -  akì  6  -  fcp,  e  +  cv,  a,  b 
et  e  désignant  chacun  Fun  des  nombres  5  ou  6,  la  première  des  formules 
(i2)  donne  la  relation 

r  •  6  6  6 

Puisque  5  est  positif  ou  nul,  et  que  chacun  des  coefficients  -,  -,  -  est  au 

plus  égal  a  i,  on  déduit  de  la  dernière  formule  que  les  trois  nombres  X, 
P,  v  doivent  Wrifier  la  condition 

X  +  f£+  v  >  i. 

Nous  eicluons  le  cas  où  la  somme  des  trois  nombres  est  tfgale  a  i,  parce 
que  nous  savons  (n°  86)  que  l'équation  (i)  s 'intègre  dans  ce  cas  au  moyen 
d'une  racine  d'une  fonction  rationnelle. 

Pour  calculer  les  deux  polynómes  X,  Z,  nous  remplagons  les  équations  de 
condition  (5)  et  (e)  par  les  équations  équivalentes  (5')  et  (m)  du  n°  7*,  qui 
deviennent  dans  le  cas  actuel 

(m)  J -L-  +  —  —,x    3     (a:  -  «)    3     «  12  P, 

*     '  ^         12  ya        300    X1  *  ' 

/  1  w  !±*2  if+2m' 

(15)    Z3o:m(x-irf-X'=[3XZfHsZXf+XZ/-  +  -^Hx    3     (x-t)    3    . 

96.  On  voit  aussi  par  les  formules  précédentes  que  les  exposants  /  et 
m  ne  peuvent  étre  entiers  qu'autant  que  Je  denomina teur  de  X  est  égai  a 
l'un  des  nombres  1,  2,  3  ou  5.  Il  en  est  de  méme  pour  p  et  v.  D'ailleurs 
aucun  de  ces  nombres  ne  peut  étre  nul;  car  .  corame  la  somme  de  deux 
d'entre  eux  doit  étre  au  plus  égale  a  1,  si  l'un  des  trois  nombres  X,  p,  v 
était  nul,  la  condition  X  +  p  +  v  >  1  serait  impossible. 

Nous  examinerons  d*abord  les  cas  où  Tun  des  trois  nombres  caraetéris- 
tiques  X,  p,  v  est  égal  a  i.  D'ailleurs  on  ne  peut  pas    supposer  que  Tun 

des  deux  autres  soit  aussi  égal  a  |,  car  dans  ce  cas    l'équation  -y-y  «  Vj 

48 
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s'intfegrerait  ari  moyen  des  racines  d'une  équation  trinóme  (n°  88).  Les  seules 
combinaisons  admissibles  sont  doac  : 

i     1.    i      4.    i     s.    i     s.    t     t 

8»     V    V     V     V   ì*     I'      5'      &>     I* 

Or  la  première  correspond  au  cas  où    Féqttótion  ^-^-Vjr  s'fiftègre  algébri- 

quement  au  moyen  d'une  équation  du  24me  degré  (n°  9i).  Nous  avons  trouve 

(n°  68,  id  et  3°)    que  les    deux  combinaisons  |,  |,  ^;  |,  |,  |  correspondent  a 

d*r 
des   valeurs  de  P  pour  lesquelles   l'équation  -=£  —  Yy  s' intègre  algébrique- 

ment  au  moyen  d'une  équation  irréductible    du  i20me  degré.  Il  suffit  donc 
d'examiner  les  deux  combinaisons  £,   p  f;  £,  §,  |. 

Soìt  X«fx«|,  v~±.     Les    formules  (A)  donnent  /  «  t  =*  4,  m  =  m'*-2,. 
et  les  formules  (C),  L  *=  9,  M  =»  o.   Les  équations  (12)  deviennrent 

et  l'on  eu  déduit  {«1,  £  =  3.  Les  deux  fottótions  q  et  Q  sont  donc 

X  et  Z  designane  deux    polynòmes,    Kun  du    premier  degré    et  Fa u tre    du 
troisième 

Au  lieu  de  l'équation  (5)  nous  emploierons  l'équation  (14)  du  n?  95,  savoir 

/    *         ?"      fl  <ì*       fi     Z  t 

1    '         q       12    q*      aoo    X2  x*  (ar-i)2 

la  valeur  de  P  est,  dans  le  cas  actuel 


«-il  /JL  +         *       \ 
100  \.r2  +   (a:  -  i)2  / 


93 


100  jc  (a:-  i) 

Or  si  fon  pùse  x  **  a  {pc  +  m)f  on  trotfve 

?!  V         4  (2x  - 1)     q^      g^  1  4  {ye-fcr*  1) 

q       x  +  m      x  (x  -  if    q        q2  (x  +  /»)*  xf  (x  -  i)2 

En  snbstituant  dalia  la  formule  (14)  et  réduisant,  ou  trouve 

il     Z  63  .  k  .  279 

—  -,  « (x  +  in)2  (2or  -  20:  +  ì)  *  —  lx  +  m)2  .r  (a:  —  n 

300  a         25  '   *  '25  ' 
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||  g  o 

+  —  (xa -x)a  *-  (x  +  m)a  (xf-  x  +  i)  —  (x  +  m)  (x*  -  x)  (2x  - 1). 

12  3  3 

Comme  le  polyndme  Z  devrait  étre  du  troisikne  degré,  le  coefficient  de  x4 
devrait  élre  nul  daas  le  second  membre.  Bien  loia  de  là,  nous  trouvons 
que  ce  coefficient  est  égal  a 

278-2X63       il       8       4        153        il 

+  —  4- »  +  —  +  2. 

85  1*       3       3        SS        12 

L'iale'grale  de    l'équation  -j^  =  Vj  n'est  donc  pas  algébrique  dans    le  cas 

actuel. 

tfr.  Dans  la  conibinaison  ±,  J,  |,  nous  prendrons  A«|,  **=  j»  v=|.  Les 
formules  (C),  (B)  et  (Af)  donnent  respectivement  /  «=  3,  m  =  o,  /'  =  4,  z»1  «  i, 
L  =  8,  M  =  2.  En  substituant  ces  valeurs  dans  les  équations  (12),  on  en 
déduit  £  =  i,  £  =  2.  de  sorte  que  l'on  peut  prendre 

X  =*  a  (x  +  m),  flf  -  a  (x  +  ro)  or3  (x  - 1)\  Q  =  -~n tv 

a    \x  ■+■  in) 

Calculons  d'abord  le  polynóme  Z  au  moyen  de  l'e'quation  (14)  du  n°  95, 
qui  devient,  dans  le  cas  actuel, 

qu      il    ql*       11     Z  1  9   18       1  719        i 

^        12    ^f       300    a%    (x  +  iw)*  (xa-x)         4xa      3(x-l)*      12.25  xa-x" 

En  substituant  dans  cette  formule 


7 

1                  7  X-  ; 

x  +  m      xa  —  j 

on  en  d&Uiit 

li    Z       , 

(x  — 

100  aa  * 

ar)  ■=  (jc  +  ro)a  1 

-->->■-:- 

3 
f 


719 
+ 
12 


—  (xa-x)l 

.25  *  '  J 


+  ~  (Xa  -  X)a  -  -  (X  +  m)  \X    -  X)  (7X  -  3)  + (35X    -  30X  +  27) 

12  6  12 

119  (x  +  m)1  (xa  -  x)      xa  -  x  r     .   a 

"    ' ;2^     ' +  — ^ —  C*1  (*  -*)-t(**«)(w-s)]f 

li  z 

— -  «  119  (x  +  m)a  +  25.  il  (xa  -  x)  -  50  (x  +  m)  (7X  -  3), 


I 

* 
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-  .,       m       ,  ,         il2m  +  125  11901*+  150TO 

Zatf1  (kx%  - bx  +  cu    6  » ,  e • 

fi  il 

Il  ne  reste  aitisi  que  deux  coefficients  arbitraires  pour  satisfaire  a  la  deu- 
xifeme  conditi  od,  exprimée  par  l'équation  (15)  du  n°  95,  sa  voi  r 

Z3  (x  -  i)- a%  (x  +  m)'=.  [ia  (x  +  m)  Z'  -  5  al  +  *  (*  *  ^  Z]  x(x-i)\ 

a(Ax2-bx+c)*  (x-i)  -  (x+n»)*=tf  [s(x+m)  (8,r-&)  (x-i)  -  5  (x-i)  (Ax2-bx+c) 

+  (x  +  ro)  (4x*  -  bx  +  e)  ]*  a:. 

Si  1  od  égale  entre    eux  Ies    coefficients  de  x*  dans  les  deux   membres  de 
cette  formule,  od  trouve 

-  64  -  i.  itb  =  16  (281»  +  &  -  4), 


£«-  7/H 


412/»  +  125  125  1    /VV 

il  '  189  ^  ""7    \3/ 


On  a  donc 


,       /5\3  25  i    /bV 

b  «I  -  I   ,cb  7m,  —  «  -  -  I  -  I  • 

\V  *7        «  \3/ 

4--(D3H(D>-<>-H$7= 

«[•*>-T*'+7(!y*-ioy]" 


33 


On  detenni  ne  la  constante  a  en  posant  x  -  o,  ce  qui  donne  a  »  — ,  ,  de 
sorte  qu'en  posant,  pour  abréger,  /=/-!,  la  formule  précédente  deyient 

(iSX*  -  3/x  -  -  /a)3  (or  -  1)  +  (7JC  -  /)' 

[,    161      ,       70  .           35  „  V 
24  X5 X   +  —  ÌX Ir     I     • 
S                 3               27        J 

Àprès  avoir  effectué  les  calculs  indique's,  on  égale  entre  eux  les  coeffi- 
cients des  mémes  puissances  de  x  dans  les  deux  membies;  puis  Fon  ef- 
fectue  une  première  réduction  en  remplagant  27/  par  125 »  et  enfin  on  sub- 
stitue  a  /  sa    valeur  ±|ij  on    reconnait    ainsi  que  toutes  les  équations    de 
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condition  se  réduisent  a  des  identités.  Par  conse'quent  lorsqu'on  donne  a  P 
l'une  des  valeurs  qui,  dans  la  formule  (2)  du  n°  05,  correspondent  aux  va- 
leurs  |,  \f  §,  attribuées  dans  un  ordre  quelconque  aux  radicaux   caractéri- 

stique  A,  fi,  v,    l'équation  -~^  »  fy  s'intègre  algébriquement,  au  moyen  des 

racines  d'une  equa  ti  on  du  i20m*  degré,  a  coefficients  rationnels,  et  dont  la 
résolvante  est  du  sixième  degré. 

98.  Dans  les  corabinaisons  qui  nous  restent  a  examiner,  les  dénorainn- 
teurs  des  fractions  X,  p,  v  sont  3  et  5  exclusivement.  Nous  les  partagerons 
en  trois  groupes,  dont  le  premier  compre ndra  toutes  les  combinaisons  où 
1  un  des  trois  termes  est  égal  a  |f  le  second,  celles  où  lun  des  termes  esi 
égal  a  \  sans  qu'aucun  des  deux  autres  soit  égal  a  §,  le  troisifeme,  celles 
ou  les  trois  termes  ont  le  raéme  denominateur  5. 

Soit  v  =  |  et  cberchons  parmi  les  fractions  qui  ont  pour  denorainateurs  3 
et  5  les  valeurs  de  X  et  de  fi  qui  satisfont  aux  deux  conditions 

X  +  f^i,     A  +  fft  +  f  >  ft. 

La  premier  condition  exclut  les  valeurs  |,  \,  f ,  |j  il  ne  reste  ainsi  que  les 
deux  valeurs  \  et  f  qui    fournissent   trois  combinaisons  \,  {;  -,  {;  |,  |.    La 

première  \9  |,  f  correspond  au  cas  où  lequation  -j^-iy  s  intègre  algébri- 

quement  au  moyen  des  racines  d9une.  èqua t io n  du  24e  degré  (n°  91).  Il  est 
inutile  de  considerar  la  combinaison  |,  |,  |,  car  nous  avons*  deja  vu  qu'elle 
correspond  a  une  équation  algebriquement  intégrable  sous  la  forme  énon- 
cée.   Il  ne  reste  ainsi  a  examiner  que  la  combinaison  |9  £,  |. 

Prenons  A»£,  p=»f»  v»|.  Les  formules  (B)  donnent  /°i,  m«t,  ^«2, 
m!  =  2.  On  déduit  des  formules  (A')  L  «  7,  M  «  1,  et  des  formules  (12), 
t  »  i,  C  =  t.  Nous  pouvons  donc  poser 

Xea(x+m),  Z » b  ( x  +  n)9 

bò  (x  +  n)3 
a  -a  (x  +  m)xh(x-  il*,  Q  =*  -r; rs x  (x -  i)a. 

Le  valeur  correspondante  de  P  est 

2   i         5         1  109  t 

P« +  —   , + 7 r» 

9  X*       36   (X-l)*       900     X  \X  -  i) 

et  l'équation  (14)  devient 

9"      il  qì%       li  Z  1  n 

2 i-5  + —t rj  —  «  i2  P. 

q       12    7       300  a*(x+m)     x 
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q  i  e  (ix  -  2) 

2-  =  +  - ', 

a      x+m       x2  ~  x 


II  A  A       .J*  A  A  A  .~»        M~^* 


q"      il  (fM         il 


1  IX  -4X+ z        ,  3 X  -  2 


»+i 


y       12  qra         12  (x  +  m)a       (x^-x)        *  (x+m)  (x2~x)f 

il     Z       il  x  +  j» 

r  -  —  x (25  (3x  -  2)  -  9  (x+m)  ). 

100    fl1         12  75  (x-l)  '  *  ' 

Pour  que  Z  soit  entier,  il  est  nécessaire  que  l'un  des  deux  facteurs  x  +  m9  ou  25 
(3x-2)-9(x+m),  soit  divisible  par  x-i,  ce  qui  exige  que  l'on  ait,  ou  bien 
/7i=— i,ou  bien  m—  -|.  Nous  essaierons  d'abord  cette  dentière  valeur  a  la- 
quelle  correspond  Z  =  a*  (x  -  tp),  i  =  a2>  rc  «-  ±p.  Il  ne  reste  ainsi  qu'une 
seule  quantità  arbitraire  pour  véri  fi  e  r  la  deuxième  condition,  exprimée  par 
l*équation  (15)  du  n°  05.  En  substituant  dans  cette  formule  les  valeurs 
précédentes  des  exposants  et  des  deux  polyndme  X,  Z,  on  trouve 

a  I  x 1  x  (oc-i)2  -  I  x  +  -  I  »  aV\ 

v-[.(x.';)-5(x-i2)](^).(,^)/,.?)(lr..) 


,  a       lfr!6  16.128 

—  X6  +  97X X  -F « 
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Lorsqu'on  fait  x  =  o,  on  trouve  0^-nii  ^e  sorte  (lue  l'équation  précé- 
dente devient 

l   x 1  (x  -  i)a  x  +  324  I  x  +  —  1  «Lr34.  97.ra x  «i- 1  ; 

en  eflfectuant  les  calculs  on  reconnait  que  cette  formule  est  véri  fi  ée  iden- 
tiquement. 

Ainsi  la  combinaisoa  £ ,  -J,  i  correspond  a  des  équations  différentielles  qui 
s'intfegrent  algébriquement  sous  la  forme  énoneée. 

99.  Considérons  le  se  con  d  groupe  de  valeurs  des  radica ux  caraetéristi* 
ques,  dans  lequel  l'un  de  ces  radicaux  est  égal  a  {  sans  qu'aucun  des  deux 
autre.  soit  égal  a  |  ou  a  |.  La  somme  des  deux  autre6  radicaux  doit  étre 
supérieure  a  |  et  au  plu6  égal  à  i.  Les  senWs  combLnaisons  des  fractions 
ì'   I*  h  i>   5  <IU*  satisfassent  a  ces  couditions  sent: 
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i     *.    i    i.    i     a.    i    *.    *    • 

8>    *f     %t    *f     \y    5»     5>  ì*     5*  V 


Nou  avons  omis  (|9 1)  parce  que  la  somme  {  +  \  est  supórieure  a  t . 

Pour  la  première  cortibinaison  {,  |,  f,  la  question  est  deji  résolue;   nous 

avons  vu  au  n?  68  (2°)  que  lVquation  correspondante  -j^  =  Vjr  s'integre  al- 

gébriquement  sous  la  forme  énoncée  dans  le  titre  de  ce  chapitre. 

Pour  la  deuxifeme  combinaison,  prenoos  l=»/i=j,  v  «=  |.  Les  formules 
(B)  et  (Af)  donnent  respectiveraent  /«/'  =4,  /w=  m1  «  i;  L  =  9,  M  «  3.  On 
déduit  par  conséquent  des  formules  (12)  £  =  1,  C  =>  2.  Les  fonctions  ^  et  Q 
sont  exprimées  par  les  formules 

a  =  a  ( x  4  m)  ^c4(ar-i)4,     0  =  -^ -.  x  (x  -  1). 

7  '  «r  i#  +  m)*  ' 

L'éqttatioR  (u)  devient 

(14)     Z3  x  (r-i)  -  a9  (x+m)5  =  a  [(3  (x+/rc)  Z'-sZ)  (x-.r)+(.r-hro)  Z  (2x-i)]', 

et  l'équation  (5'), 

8T1  i  ITU  I  2  2JC-1 

3  Lxa      («r-i)a      x  (x  -  1)  J      12  (.r  +  m)a      3  (a:  +  m)  (x2  -  .r) 


+ 


li  Z  1  8    T   1  1  32  IT 

300  aa(jc+j»)f  ara-x        3  Lxa      (x-i)a      25  or  (.r-i)  J 


On  déduit  de  cette  dernière  formule 

/  v  i{     Z  U  /     2  x         56    /  va        2  /  v/  v 

(7) -  «  —  (,ra  -  .r)  + (x  +  my  —  (fc*-i)  (x+m). 

'         300   a*        12  *  '       3.25  *  3 

D&ignons  par  Z0,  Z„  Zm    les  valeurs  de  Z  pour  x=»o,  1  -  ra;  en    don 
a  x  ces  trois  valeurs  successi  ve  8  dans  les  formules  (15)  et  (7),  on  trouve 

-  a5m5  »  af/wsZa0,  11  Z0  =  taa/tf  (28/1»  +  25), 

-fls(i  +  /nf  =  fll(i  +  m)a  Vv  ìiZj  «  aa  (224ma  +  248m  +  24), 

Z3m  (m*  +  m)  =  25  aa  (m1  +  m)a  Z^,  nZ,,  =  275  aa  (/»a  +  m). 
Les  deux  derniferes  équations  sont  équivalentes  ;  les  autres  donnent 

(s)  —  «  -  —  (%$m  +  is)1,  — —  ±> ^-  (2Sm  -p  s)a. 

a  121  a  121  *  ' 
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Ces  deux  formules  déterminant  les  valeurs  de  ut  et  de  a.  Pour  trouver 
une  autre  relation  entre  a  et  m,  nous  prendrons  la  dérivée  de  lVquation  (u), 
et  nous  ferons  x  =  0  dans  le  résultat  obtenu.  En  posant  pour  abréger, 

V  =  (3(x+  m)  Z' -  sZ)  (x9  -  x) -i- (x  h- m)  Z  (&v  -  f), 

V  «  (2x  -  i)  (3  (x  +  ro)  Z'  -  sZ)  +  (x*  -x)  [-2  Z'  +  3  (x^m)  Z"] 
+  Z  (2x  -  i)  +  2  (x  -♦■  m)  Z  +  (x  +  m)  (2x-  i)  Z', 

nous  trouvons 

-Z30-5a>/**-2a>V0V0\  V0--mZ0, 
Vrac=(2m  +  4)  Z0  -  4/»Z'0,  V0V0  -  4/n'  ZQ  Z'0  -M(^  2)  Z%. 
-  Z30  -  5a*ro4  »  sa2m*  Z0Z'0  -  4aa/n  (ro+2)  Zf0 

Nous  rempla§ons  d  abord  ZJ  par  -  a3  m3;  puis  dans  le  resultai  divise 
par  a2  m2ì  nous  substituons  a  Zd  et  a  Z'0  leurs  valeurs  déduites  de  l' é- 
quations  (7):  nous  trouvons  ainsi 

8af/n  ,  8a*nt  a* 

am.   (2301  +  25)  =  8 (281»  +  25)    —  (481»  -  75) 

+  a?m%  (4/1*  +  13), 

sm  t  m  (48/n  -  75) 

—  (28m  +  25)  — +  m  Um  +  13). 

il  28/w  +  25 

La  deinière    formule  se    dtfduit  de    la  précédente,  divisee  par    a3  ra,  eu  y 

m 

rem  placati  t  le  facleur  77?  par  sa  valeur-; 1  déduite  de  la  première 

r    v  4tl  *  (28  m  +  25)  r 

des  érjuations  (s).  Ainsi  le  nombre  m  doit  verifier  V  equation 

8  (28/1»  +  25)a  -  Il  (km  +  13)    (28m  +  35)  +  11  (48/71  -  75)  -  0. 

IV  ailleurs  on  déduit  des  équations  (8) 

m  +  1        /28/»  +3V 
/n      **  \28/W  +  25/  ' 

44.14  (2/w1  +  m)  +  (%%m  +  25)a  —  0. 

On  reconnait  aisément  que  ces  deux  equations  ne  sont  pas  équivalentes,  de 
sorte  que,  si  elles  avaient  une  racine  commune,  cette  racine  serait  ratio n- 
nelle.  Or  en  résolvant  la  dentière  equation  on  trouve  que  ses  racines  sont 
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irralionnelles.  Les  deux  équations  sont  donc  incompatibles,  et  lon  en  con- 
clut  l'impossibilité  de  deterrainer  les  deux  fonctions  r/  et  Q  de    manière  a 

verifier  les  deux  équations  de  condition  (5)  et  (6).  Donc  l'équation  -j-~  -  Vjr 

qui  correspond  aux  valeurs  |,  if  |  des  radicaux  caractéristiqucs,  ne  s'in- 
tègre  pas  algébriquement. 

100.  Pour  la  combinaison  \$  |f  |  prenons  X  *=  |,  y.  =  v  =  |,  auxquelles  cor- 
respondent 

/  =  4,  m  —  1,  V  «  4,  m1  =  -  2;  L  =  8,  M=2. 

Les  formules  (17)  donneut  par  conséquent  5  =  0,  £  «  i.  On  a  donc 

a  désignant  une  constante  et  Z  un  polynóme  du  premier  degré,  que  lfon 
determine  en  substituant 

q1      4  (2.r-i)     . 

q       x  (x-i) 
dans  l'équation  (14)»  sa  voi  r 

(14)  v JL    + _ «  12P. 

v   '  47       12    q*        300  aa  or  (x-i) 

(8     1         21  1  8  1         \ 

9    X*       25   (o:-l)a        *x(x-\)/ 

On  en  déduit,  après  réduction,  Z  =  4  aa  x.  Cette  valeur  est  inadmissible, 
parce  que  les  polynómes  X  et  Z  ne  doivent  renfermer  aucun  des  deux  fa- 
cteurs  x  et  j?  — 1.  Par  conséquent  la  combinaison  ±,  |,  |  ne  correspond  pas 
a  des  intégrales  algébriques. 

Au  contraire  la  combinaison  \,  \%  f  correspond  a  des  équations  qui  s'in- 
tfegrent  algébriquement.    Soit  en  effet  X  =  ±,  ^  =  |,  v  =  \  et  par  conséquent 

/  =  5,  1?»  =  —  1;  /*  =  3,  mf  =  -3j  L  =  8,  M  =  -i. 

Les  formules  (12)  donnent  ensuite  £-0,  £  =  i.  La  valeur  correspondante 
de  P  est 

6     i        4        1  8         1 


25    X*      25  (x-  i)a      45  ar  (,r  -  1) 

En  substituant  cette  valeur  ainsi    que  q  =  ax*  (x-  1)3  dans  l'équation  (13) 
on  obtient  après  quelques  réductions 

49 
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Z  =  a*  (&r  +  i). 

L'équation  (15)  devient  par  conséquent 

a6  {sx  +  7)3  -  a*x  (x  -1)3  =  a6  (8xa  +  20  .r  -  l)% 

et  elle  se  réduit  a  une  identità  lorsqu'on  fait  tf  =  -iv   Ainsi  la  combinaisoa 

d2r 
considera  correspond  a  des   équations^-^  =  Vj  qui  s'intfcgrent    alge'brique- 

mcnt  de  la  maniere  énoncée. 

10!.  Il  nous  reste  encore  une  combinaison  du  second  groupe,  savoir  |f 
§,  f,  pour  laquelle  nous  prendrons  X  =  f,  fx  =  |,  v  =  |. -Les  formules  (A)  et 
(B')  donnent 

/  =  4,  m=-2;  /  =  3,  jn  =  -3;  L=8,  M=-i. 

On    déduit    des    formules    (12)  É  =  1,    C  =  a,  de  sotte   qu*  en    posant    X 
(x  +  m)  on  a 

Z3  i 

<7  =  a  (x  +  m)  or4  (jc  -  1)3,  0  =  -r- -  - r= — -, 

7         v  ;      x         '  '  v     a1  (x  +  ro)5  (x  -  i)s  xa 


=  a 


tf       12   7*  12  (x  +  ro)"      6(.ra-r)  (ar  +  m) 


1  7.T-4 

+  - 


i     35  X   —  40.T  +  32 
12         X*  (X  -  l)a 


En  substituant  ces  expressions  dans  l'équation  (il)  du  n°  95,  savoir 

■"        il    n1         „ 

2  «  12P. 


2L-11  £+il  _J L 

*jr        12    q*      300  aa  (a:  +  m)2  (x2  -  a:) 


63     1 
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1 


25    X2        25    (.T-l)2        3.25    x2-X 


on  obtient 


11Z 


a 


-  =  275  (x2  -  x)2  +  90  x2  (x  +  m)2  + 14  (x  -  i)a  (x  4-  m)* 


-  68  x  (x  -  i)  (x  +  m)2  -  50  (7X  -  4)  (x2  —  x)  (x  +  m). 

Le  coeflìcient  de  xk  se  rdduit  a  zero,  ainsi  que  cela  est  nécessaire   pour  que 
Z  soit    du  troisième  degré.  On  trouve 

20  (i  +  ìom) 


to 


Z  =  a*(fx*  +  gxa  +  Ax  +  4ma),    /=  - 


1! 


!19  +  5i0m+75/tt* 

«— ■ — n 


A  = (28  +  sto). 

li   v 
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Il  ne  reste  que  deux  quantités  arbitraires  pour  ve'rifier  la  deuxième  équa- 
tion  de  condition  (i5),  qui  devient  ici 

(8)  Z3  -  a5  (x  +  m)5  x*  (x  -  i)3  =  a*  V2 

(9)  V  -  (3  (x+  m)  Z'  -  sZ)  (a;2  -  x)  -  (ur  -  2)  (x  +  m)  Z. 

Nous  aurons  recours  aux  derivées  de  ces  deux  formules,  savoir 

(io)     3Z2  Z'  ~a*(x  +  m)4  (x  -  *)*  x  [10  x2  +  (sm  -  7)  x  -  2m"]  =  2a*  V  V 

(11)     V  =  (%x  -  i)  [3  (x  +  m)  Z'  -  5  Z]  +  (.r2  -  x)  [-  2  Z'  +  3  (x  +  m)  Z"] 
-  (10  x  +  5/ra  -  2)  Z  -  (5.r  -  2)  (,r  +  w)  Zf. 

On  reconnait  aisément  que  les  équations  (7),  (s)  et  (9)  sont  yéri&ées  par  les 
valeurs  x  =  o,  ar  =  i,  x=-m  sans  établir  aucune  relation  entre  a  et  m. 
Pour  ,r  =  o,  les  équations  derivées  donnent 

3Z0'  Z'0  -  ni-  V0V0\     V0  =  2/»  Z0,  V0'  =  7Z0  -  ml\  -  urt0 

D'ailleurs  l'équation  (7)  donne 


Aa*m 


Z0  =  ia2m*,  ZJ  =a2h  = (sm  +  28) . 

11 

En  éliminant  Z0,  V0,  Z'0,  Vf0  entre  ces  diverses  formules  on  trouve 

27 

h  =  m  (7  -  5m),        11A  =  -  Am  (un  +  28),  m  =  — . 

5 

On  a  donc  ^=-100,  g  =  460,  A  =  -i08,  et  par  eonséquent 
Z 


■5-  =  -  100  X1  +  460.T2  -  108.T  +  4 


©■ 


V                     5                      A                      ^                        a       8748         .       /27\ 
— -  =  100  X9  -  3800  J?*  +  748U  X3  -  10368  X X  +  8 1  —  )• 

a*  5  \  5/ 

Pour  obtenir  la  valeur  de  a  il  suffit  d'égaler  entre  eux  les  coefficients  de 
xi0  dans  les    deux  membres    de  lVquation  (8),  en   ayant  égard    aux    deux 

dernières  formules;  on  trouve  ainsi  «  =  -(  —  ),  de  sorte  que    Tidentité  a 

W 
a  vérifier  devient 

(io)4  (x  +  —  |  x%  (x-i)3  -  lioo  x3  -  460  x%  +  108  x  -  4  (—)  J 

[8748  /vf\  3  T 

100JC5  -  3800JC4  +  7480X3  -  10368O:2 X  +  8  I  —  1     I  • 
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On  vérifie  aisement  l' egali  té  des  cinq  premiers  coefficients,  de  sorte  que 
cette  formule,  si  elle  ne  se  re'duit  pas  a  une  identité,  est  d'un  degré  qui 
ne  surpasse  pas  le  cinquième.  Nous  savons  qu'elle  est  vérifiée  par    les  va- 

leurs  o,  i, de  x;  d'ailleurs  on  constate  aisement  qu'il  en  est  de  méme 

5 

de  sa  dérivée   (io);  l'equa tion    elle-méme  admet  donc  trois  racines    doubles, 

et  comme  son  degré    ne  surpasse    pas  le  cinquième,  elle  se   réduit    a  une 

identità. 

Ainsi  la    combinaison  A,  |,  |  correspond  a    des    équations    différentielles 

j*  -  fy  4U*  s'intfegrent  algébriquement. 

402.  Il  nous  reste  a  étudier  le  troisifeme  groupe  de  combinaisons,  dans 
lesquelles  les  trois  radicaux  caractéristiques  sont  des,  fractions  de  méme 
dénorainateur  égal  a  5. 

Si  l'un  des  terraes  est  égal  a  |9  aucun  des  deux  autres  ne  peut  sur- 
passer  |;  il  ny  a  dans  ce  cas  qu'une  seule  combinaison  {,  £9  \. 

Si  l'uà  des  termes  est  f,  aucun  des  deux  autres  ne  peut  surpasser  |; 
ler  seules  combinaisons  possibles  sont  |9  f ,  |;  \,  |,  yj  |9  |9  \,  dont  la  der- 
nière  doit  étre  re  j  e  tèe,  parce  qu'elle  ne  vérifie  par  la  condition 

X  +  n+  v  >  i. 

Si  aucun  terme  n'est  égal  a  |  ni  a  |,  on  a  Tune  des  combinaisons  f9  |9 
fi  h  h  i>  h  £>  ì>  ì>  ?>  ì*  <*ont  'es  ^TOls  dernifcres  doivent  étre  rejete'es, 
parce  qu'elles  ne  remplissent  par  la  condition 

X  +  p  +  v  >  i. 

Quant  a  la  première  combinaison.  nous  avons  vu  (n°  74)  qu'elle  correspond 

d2r 
à  une  valeur  de  P  pour  laquelle  l'équation  —^  =  Vj    s'intègre    algébrique- 

ment  au  moyen  des  racines  d'une  équation  irréductible  du  I20me  degré.  Il 
ne  reste  ainsi  que  trois  combinaisons  a  exarainer,  sa  voi  r 

4     1     1.    ss     ».  ili 

5»     8'     %>      5>     5»    I>     5»     5»     5' 


Prenons  A  =  p  =  |,  v  =*\;  cette  combinaison  correspond  a  l'équation 

dxx 


*y  _  /  £  j_    £  _t 39      i    \ 

fX*       \     25  X%        25    (.T-i)*        100    X  (X~l)/ 
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Les  formules  (A)  et  (A')  donnent  respectivement  Z  =  /'  =  5,  m  =  ml=-  i  ;  L  =  10, 
M  =  4.  Les  formules  (12)  deviennent  par  conséquent 

10  -  X  +  10,    4  =  8$  -  5É  -  2, 

et  Ton  en  déduit  £  =  0,  £  =  2,  X  =  a,  q  =  a x*  (x  -  1)5. 
En  substituant  la  valeur  de  P  ai  osi  que 

ql!       il  £*  __       10  35  (tx  -  l)a 

q       12    q2      x*  -  x      12  (x*  -  .r)a' 

dans  l'équation  (14),  on  en  déduit 

Z  =  a2  (iax2  -  i&r +  1). 

L'équation  (15)  devient  donc 

a  (i6.ra  -  16X  +  1)8  -  (x2  -  x)  =  a  [48  (20:  - 1)  (.r*-.r)  -  (2*  -  1)  (itx2  -  ifcr  +  i)]a. 

Posons  <r=±,  ce  qui  donne  a= — ;  notre  formule  devient 

*  ^  108 

(iHX2  -  16X  +  l))3  -  108  (X2  -  X)  =  (2.T  -  i)a  (82Xa  -  323?  -  l)% 

et  l'ori  reconnait  aisément  qu'elle  se  vériGe  identiquement.  Ainsi  la  corabi- 
naison  considérée  correspond  a  une  équation  differentielle  dont  l'intégrale 
generale  est  algébrique 

103.  Dans  les  deux  combinaisons  qni  nous  restent  nous  prendrons  X  =  £, 

3  oc 

fi  =  -,  v  =  -,  a  =  1  ou  2.  Les  formules   (A)  et  (A')  donnent  /  =  4,  m  =  -  2; 
5  5 

/'  =  3,  tri  =*  -  3  ;  L  =  6  -f  a,  M  =  a.  Les  équations  (12)  deviennent  6  +  a  =  I  +  7, 

«  =  3?  -  5$  -  5,  et  Ton  en  déduit  l  =  a  -  i,  ?  =»  2*. 

i°  soit  «=  i.  On  a  1  =  0,  £  =2,  X  =  a.   Les  deux  fonctions  P  et  q  sont 

d  21     1  4  1  13  i  4/  .3 

P  = ; + ,  q  =  ax*  (x  -  i)3. 

100  x2      25  (x-i)2      100  x2  -  x   7 

En  substituant  ces  expressions  dans  l'équation  (14),  on  obtient 

qn      li   ^r/a  _       7  i    (ttc  -  4)  (fcr  -  i) 

<7       12    q2      x2  -  .r      12        (a:2  -  x)2 

il    z        i      _     /_ 21  JL  _  i.      *     4.  l3      *    \ 

100  a2    (x2-jc)a""      \    100  x2      25  (-r-i)a      ioo  x2~x) 

7  1    (7JC  -  4)  {tx  -  1) 


x2-ar      12        (x2  -  a:)2 
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=  li  X2  +  44.T  +  44,      Z  =  a*  (x  +  «)3, 


2 

a 


Nous  concluons  de  la  que  les  deux  equations  (14)  et  (i5)  sont  incompatibles, 
ou  du  raoins  ne  peuvent  etre  vérifiees  que  pour  des  valeurs  particulières 
de  x;  car  nous  avons  de'raontré  que,  dans  le  cas  où  ces  deux  equations 
peuvent  se  réduire  a  des  identiles  au  moyen  des  coefficients  arbitraires  des 
deux  polynómes  X,  Z,  ces  deux  polynómes  ont  toutes  leurs  racines  inegales. 

Ainsi  la  combinaison  |f  f,  |  correspond  a  des  equations  différentielles 
dont  les  intégrales  sont  transcendantes. 

104.  Soit  a  =  2,  c'est-h-di re  considero ns  la  combinaisons  A  =  f»  f*  =  f ,  v  =  |. 
Les  exposant  :  /,  /',  m>  mi  sont  les  raéraes  que  dans  la  dernier  cas,  mais 
on  a  L  =  8,  M  =  2,  ?  =  1,  ?  =  4,  X  =a  {x  +  m).  Les  fonctions  P  et  q  sont 

P  = i f/ -  + ; ,  q  -  a  (x  +  m)  x*  (x  -  1)3. 

100     X*       25    (x-l)a        25   X2-X     7  ' 

L'equation  (14)  devient  dans  le  cas  actuel 

.    v      q"      il    q!*       11     Z  1 

<jr       12    q%      300   aa  (x+/n)a  (xa-x)a 

En  y  substituant  les  expressions  préce'dentes  de  P  et  de  q,  on  en  déduit 

(i4;)    — T  «  (x+lìt)2  (ilOT2  -  64.T+44)  -  50  (x+m)  (7JC-4)  (x*-x)  +  275  (x*-x)*. 

Il  nous  reste  a  examiner  s'il  est  possible  de  déterminer  les  deux   quantità 
arbitraires  a  et  m  de  manière  a  vérifier  identiquement  la   formule 

(15)         Z3  -  a5  (x  +  mf  x2  (x  -  i)3  =  a2  V\ 

V  =  (x2  -  x)  [3  (x  +  m)  Z'  -  5Z]  -  (jc  +  ni)  (sx  -  2)  Z 

Pour  deterrainer    la  valeur    de  m,  nous  ferons  x  =  1  dans  cette   equations 
ainsi  que  dans  sa  dérive'e,  ce  qui  donnera 

ZS-a2V2x,  Vl=-*(i  +  m)Zl, 

zZ\  Z\  =  *a2  VJ/,  V,  =  -  (m  +  13)  Zf , 

Zi  =  oaa  (i  +  m)2,  Z\  «  2  (i  +  m)  (sto  +  13)  a*. 

D'ailleurs  on  déduit  de  l'èqua  tion  (tV)  et  de  sa  dérivée: 

Z,  -  9a2  (1  +  m)%    Z/  »  —  (1  +  m)  (87/n  +  Hi). 
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En  comparant  entre  elles  les  deux  valeurs  de  Z/  011  trouve 

41  (l  +  m)  (5/W  +  15)  =*  (i  +  m)  (87TO  +  ni). 

Cette  équation  admet  deux  solutions:  m  =-  ì,  m  =  \.  La  première  est 
inadmissible  parce  que  l'ori  aurait  X  =  a  (x—  j),  ce  qui  est  irapossible,  les 
deux  polynómes  X  et  Z  étant  premiers  avec  x2  -  x.  On  doit  donc  prendre 
ro  =  i,  ce  qui  donne 

X  =  a  (x  +  i),     Z  =  ka*  [(x  -  i)4  +  9XA  +  9x2] 
L'équation  (15)  devient  par  conséquent 

Va 

640  a[(x  -  i)4  +  9x2]3  -  (x  +  i)5  x2  (x  -  1)8  =  a  — 

V  =  3  (X  +  l)  (X%  -  X)  Z'  -  [lOO?8  -  2X  -  2]  Z, 

v 

—  =  8  [(X*  +  IX  +  l)  (X  -  l)4  -  9X3  (2.T2  -  JC  +  «)]. 

Nous  raettrons  en  évidencc  l'impossibili  le  de  vérifier  identiquement  cette 
formule,  en  montrant  qu'aprfes  la  su  press  io  n  des  raultiples  de  (.r-i)1,  les 
termes  qui  restent,  ramen&  dans  un  méme  membre,  ne  forment  pas  un  po- 
lynórae  divisible  par  (x  —  i)3.  En  effet,  en  supprimant  les  termes  divisibles 
par  (x  -  i)3  et  divisant  par  64a,  on  trouve 

92x6  -  92.r4  (*x*  -  x  +  2)2  =  6  (mod  (x  -  i)3), 

9X*  -  (%X*  -  -T  +  2)2  =  -  4  (Xk  -  JC3  -  X  +  l)  =  0, 

(xs  -  i)  (x  -  i)  =  o  (mod.  (jc  -  i)8). 

Le  polynóme  (jet3  —  ì)  (x-i)  devrait  donc  étre  divisible  par  (.r-i)3,  ce  qui 
n'a  pas  lieu.  Les  e'quations  de  condition  nVtant  pas  vériùées,  la  combinai- 
sou  consideree  |,  |9  |  ne  correspond  pas  a  une  intégrale  algébrique. 

105.  Nous  résumerons    en  quelques   mots  les    resultats    obtenus    dans    ce 

d2r 
chapitre.   Pour  que  lVquation  y~=P^-,  où  P  désigne  une   fonction  ration- 

nelle  expriraée    par    la  formule  (2)  du  n°  94,  s'intègre    algébriquement    au 
moyen  des  racines  d'une  équation  du  i20me  degré  a  coefiicients    ratioanels, 
il  est  avant  tout    necessaire    que  les  trois  radicaux    caracteristiques  X,  jx,  v 
soient  des  fractions  ayant  pour  denominateurs  les  seuls  nombres  2,  3,  5. 
Par  mi    les  combinaisons    où  figure  le    denominateurs  2,  nous   avons  de- 
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montré  (n°  96,  97)  que  trois  seulement  correspondent  a  des  integrales  algé- 
briques,  savoir 


ill.i&S.     4       42 
2'     8»     5'     2»     ì1     5'     2»     5»     5- 


Nous  avons  trouvé  (n°  98)  que,  lorsq'un  des  trois  radicaux  caractéristiques 
est  égal  a  |,  deux  combinaisons  seulement  correspondent  a  des  integrales 
algébriques,  savoir 


2    i     1.    2     i     i 

8»     5»     %>     V     8»     5* 


De  mérae,  parmi  les  combinaisons  où  ne  figure  aucune  des  deux  fractious 
|,  |,  mais  dont  l'un  des  termes  est  egal  a  \,  nous  avons  démontré  (n°*  99, 
100,  iOi)  que  les  combinaisons 


1        1       2.     £2       2.     i       18 
,1     g>     51     Sl     5»     s>    7»     5'     5» 


sont  les  seules  qui  correspondent  a  des  integrales  alge'briques. 

Enfin  nous  avons  trouve  en  dernier  lieu  que  les  deux  combinaisons 


JL      1      4.    2      2      2 
5»     5>     5*     5»     5I     5» 

sont,  parmi  celles  où  les  dénominateurs  sont  tous  égaux  à  5,  les  seules  qui 
correspondent  a  des  integrales  algébriques. 

Quant  a  la  fonction  développée  par  la  serie  de  Gauss  nos  résultats  peu- 
vent  s'exprimer  de  la  manière  suivante: 

XVI.  Pour  que  la  sèrie  F  (a,  {3,  y,  x)  soit  le  développement  d'une  fon- 
ction algébriquey  exprimable  au  mojren  des  racines  d'une  équation  ir- 
réduc tibie  du  i20me  degré,  il  est  necessaire  et  sufltsant  que  les  trois  nom- 
bres  ì!1,  fi11  ,v"  auxquels  on  parvient  par  l'application  du  théorème  IX  (n°  83), 
presentent  dans  un  ordre  quelconque  Vun  des  sjrstèmes  suivants  de  valeurs  : 

li    i.   1     12.   1    i    2 

2'     8»     ì>     2'     2'     5'     2»     5'     5 

2        t        1,     2        1        1.     1        1        2.     jl        2       2.     t        &       8. 
8»     5»     ?J     8»     8'     5'     8»     8*     S>     8»     5'     ft>     8»     5'     5' 

I        1       *.     2       2       2 
5>     5»     J9     5»     s»     s- 

d2r 
106.    Quoique  les  équations  différentielles    j^=Vjr,  qui  correspondent  aux 

valeurs  précédentes  des  trois  radicaux  caractéristiques  admettent  comme  So- 
lutions particulières  les  racines  d'une  équation  irréductible  du  I20me  degré, 
il  peut  se  fai  re  qu'il  n'en  soit  pas  de  méme  de  l'équatiou  irréductible  vé- 
rifiée  par  la  fonction  F  (a,  {3,  y,  x)>  parce  que  les  transformations  algébri- 
ques indiquées  dans  le  chapitre  premier,  pour  passer  de  cette  fonction  a 
le  fonction  j  ne  sont  pas  toutes  rationnelles. 

Nous  ajouterons  une    observation  relativement    au    résultat    obtenu   dans 
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le  deuxième  chapitre.  Nous  avons  vu  (n°  86)  que  la  condition  nécessaire  et 

soffisante  pour  que  l'équation  y—2  =  Py  admette  cornine    intégrale   particu- 

lifere  une  racine  d'une  fonction  rationnelle,  est  que  la  somme  des  troia  nom- 
bres  X",  p",  v"  auxquels  on  parvient  par  l'application  du  théorfeme  IX  (n°  83), 
soit  égale  a  i .  L'intégrale  generale  correspondante  est  exprimée  par  la  formule 


.  _  C       dx 

y  -  Ax"  (x  -  i)"  +  B  x»  (x  -  1)» J  ^  (j?_i 


5;» 


) 

où  les  exposa  nts  m  et  n  sont/n  = ,  n  = — .  M.r  Scbwartz  a  trouvé 

dans  le  mémoire  ci  té  que  l'intégrale  generale  est  transcend ante.  On  le  con- 
state aisément  dans  le  cas  le  plus  sinopie,  où  Fon  a  X"  ==  pn  =  |,  vf/  =  0; 
nous  avons  trouvé  (n°  83)  que  l'intégrale  generale  est  exprimée  dans  ce  cas 
par  la  formule 

jr  =  A  \Sx  (x-i)  +  B  \/x  (jt-i)  log  (x  -  \  +  ^r  (x-i)  ). 

CONCLUSION 

107.  Nous  pouvons  résumer  de  la  manière  suivante  les  resultate  obtenus 
dans  cette  troisiéme  partie,  relativement  a  la  nature  de  la  fonction  déve- 
loppée  par  la  formule  de  Gauss  F  («,  (3,  y,  x).  Pour  que  cette  fonction 
soit  algébrique,  il  est  avant  tout  nécessaire  que  les  trois  nombres  a,  (3,  y 
soient  rationnels.  Si  cette  condition  est  remplie  on  calcule  les  trois  nom- 
bres positifs 

*(t -?)  =  >,  *(«  +  £- y)  =  p,  *(«-P)  =  v, 

en  les  réduisant  a  leur  plus  simple  expression. 

I.  Si  le  dénominateur  de  l'une  de  ces  fractions  est  supérieur  a  5,  sans 
que  les  dénominateurs  des  deux  autres  soient  égaux  a  2  l'intégrale  ge- 
nerale de  l'équation  différentielle,  vérifiée  par  la  fonction  F  (a,  |3,  y,  x),  est 
transcendante. 

II.  Si  les  dénominateurs  de  ces  trois  nombres  sont  inférieurs  ou  égaux 
a  5,  on  efièctue  le  calcul  des  nombres  A",  p",  v"  d'après  le  théorfeme  IX  y 
on  prend  d'abord  les  résidus  min  imums  absolus  des  nombres  X,  ^,  y9  suivant 
le  module  ry  désignant  ces  résidus  par  *Ar,  on  forme  les  quatre  systèmes 

*',f*\V    i-X',  i-^v'; 

et  l'on  choisit  celui  de  ces  quatre  systèmes  où  la  somme  des  termes  est  la 

50 
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plus  petite.  D&ignant    par  A",  p"»  v"  les    trois  termes  de  ce  système   pris 
dans  un  orci  re  quelconque;  on  distingue  quatre  cas: 

i!  Si  la  somme  ì!1  +  pff  +  v"  est  inférieuré  a  if  la  fonction  F  (a,  0,  y,  x) 
est  transcendante. 

2?  Si  la  somme  in  +  fxfl  +  v"  est  égale  a  4,  l'équation  difftrentietle  vérifiée 
par  la  fonction  F  (a,  0,  y,  x)  adtnet  une  intégrale  particolare  égale  a  une 
racine  d'une  fonction  rationnelle  ;  mais  l'intégrale  generale  est  transcendante. 

3?  Si  la  somme  1"  +  p"  +  vH  est  plns  grande  que  i,  sans  que  le  système 
A",  p",  v"  coincide,  abstraction  faite  de  l'ordre  des  termes,  avec  l'un  des  15 
systèmes  renfermés  dans  le  tableau  ci-joint,  la  fonction  F  (a,  (3,  y,  x)  est 
transcendante. 

4?  Si  au  contraire  le  système  X",  p",  v'f  coincide,  a  l'ordre  près,  avec  l'ira 
des  15  systèmes  suivants,  la  sèrie  F  (a,  0,  y,  a:)  est  le.  ddveloppement  d'une 
fonction  algébrique. 


1 

I 

1        4       „ 

2»      2»     n 

VI 

vn 

ili 

2»    7»     5 

XI 
XII 

112 

8»     8»     5 

II 

111 
2»     8»     8 

i       2       1 

12       2 
8»    ?*     5 

III 

*       1        1 
8>     I'     « 

Vili 

9 

IX 

i       1        2 

?»  • 8>     $ 

■     ■    ■ 

XIII 
XIV 
XV 

118 

IV 

ili 
2>    .«>     4 

•        • 

*        11 

i     .1      .4 

V 

t    i    i 
i»  *»  i 

X 

1 

2       11 

2       2       2 

Ce  tableau  coincide  avec  celui  que  M.r  Scliwartz  a  donne  dans  le  Me'- 
moire  cité  (Journal  de  M.  Borei) ard.  t.  75,  p.  323).  Le  premier  système  cor- 
respond  a  l'équation  trinóme;  n  designe  un  nombre  positif  et  rationnel 
quelconque.  Les  deux  systèmes  suivants  correspondent  a  féquation  du  24me 
degré;  le  quatrième  et  le  cinquième,  k  l'équation  du  48me  degré.  Enfin  les 
dix  derniers  se  rapportent  a  l'équation  du  i20mc  degré.  L'accord  de  nos  re- 
sultats  avec  ceuz  de  l'éminent  geometre  allemand  doit  étre  consideré  comme 
une  veriflòatkm  sudante  de  la  méthode  par  laquelle  nous  les  avons  obtedus. 
Au  point  de  vùe  algébrique  ces  resultais  sont  fort  intéressants,  parce  qu'ils 
font  connaitre  des  équations  dbrtt  les  raéines  jouisseot  de  propriétés  singu- 
lières,  provenant  de  ce  que  ces  rackitfs  satìsfotit  k  une  méme  equation  dif- 
férentielle  du  second  ordre,  ainsi  que  nous  Lavoro  exposé  dans  k.  première 
partie  de  ce  Memo  ire. 
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CATALOGO  SISTEMATICO  E  SINONIMICO 

DEI    MOLLUSCHI   TERRESTRI    E    FLUVIATILI 

VIVENTI  NELLA  PROVINCIA  ROMANA 

PER  L'INGEGNERE 

CAV.   AUGUSTO  STATUTI 


D 


esideroso  di  offrire  una  qualche  contribuzione  alla  Fauna  Malacologica 
Italiana,  volli  accingermi  a  compilare  il  presente  Catalogo  dei  Mol- 
luschi terrestri  e  fluviatili  viventi  nella  Provincia  Romana,  nell'intendi- 
mento che  questo  mio  benché  tenue  lavoro  potesse  tornare  di  un  qual- 
che interesse  ai  cultori  di  questo  ramo  speciale  di  Zoologia:  e  tanto 
più  mi  confortai  in  tale  fiducia  inquantochè  mentre  quasi  tutte  le 
provincie  d'Italia,  sulle  uorme  di  quanto  trovasi  praticato  anche  nelle 
altre  nazioni,  furono  già  qual  più  qual  meno  completamente  illustrate 
anche  sotto  1*  aspetto  Malacologicp  (i)  la  nostra  provincia  di  Roma  era  tut- 
tora realmente  in  difetto  di  una  pubblicazione  qualsiasi  sopra  questo  impor- 
tante oggetto.  Non  devesi  peraltro  argomentare  da  ciò  che  fino  al  presente 


•+»*m 


(1)  A  titolo  di  Bibliografìa  Malacologica  Italiana  si  possono  consultare  le  pubblicazioni  degli 
autori  qui  sotto  notati  per   le  diverse  regioni    dell'Italia  geograficamente  e  non  politicamente 
considerata. 
Lombardia.  —  Porro  1838  —  Villa  1844,  1871  —  Rena  1848  —  Strobel  1856,  1857  —  Adami 

1875  —  Tommasi  1875  —  Pini  1876. 
Piemonte.  —  Stabile  1364. 
Luganese.  — •  Stabile  1845,  1S59. 
Carso  ed  Istria.  —  Brumali  1838  —  Prada  1852. 
Veneto.  —  Lanfossi  1825  —  Strobel  1848  —  De  Betta  e  Mattinati  1851  -*-  Menegazti  1855—* 

Spinelli  1855;  1856»  1869  —  Pirona  1865  —  De  Betta  1870  —  Sordelli  Ì870  —  Adami  1876. 
Trentino.  —  Strobel  1851,  De  Betta  1852  —  Gredler  1856; 
Nizzardo.  —  Risso  1826,  Verany  1846,  Mortillet  1851. 
Liguri*.  —  Tapparone-Canefri  1870. 
Emilia.  —  Strobel  1877. 
Toscana.  —  Issel  1866,  1872  —  Gentiluomo  1868  —  De  Stefani  1871.  1875,  1879  —  Targ  ioni - 

Tozzetti  1873  —  Bonelli  1873  —  Del  Prete  1875,  1879. 
Umbria.  —  Issel  1870  —  Pantanelli  1877. 
Marche.  —  Valentini  1879. 

Campania.  —  Costa  1829  —  Delle  Gbiaje  1824  —  Scacchi  1836  —  Philippi  1836  —  Cesati  1875, 
Abruzzi.  —  Tiberi  1878,  1879  —  Paolucci  1881. 
Calabria.  — •  Paulucci  1880. 
Sicilia.  —  Poli  1791  —  Costa    1829,   1840  —  Maravigna   1836,    1838    —   Philippi   1836   — 

Bivona  1839  —  Aradas  e  Maggiore  1839  —  Piraino   1840  —  Calcara  1842,  1845  —  Bru- 

gnone  1873  —  Benoit  1875. 
Sardegna.  —  Villa  1836  —  Gestro  ed  Issel  1873  —  Adami  1877. 
Corsica.  —  Payraudeau  1826  *—  Reqnien  1845  —  Moquin-Tandon  1855. 
Malta.  —  Marno  e  Caruana  1867  —  Issel  1868,  1873. 
Italia  continentale  ed  Isole.  —  Paulucci  1878. 
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verun  naturalista  siasi  occupato  appo  noi  di  questo  interessante  ramo  dì 
storia  naturale,  dappoiché  a  prescindere  dalle  molte  ed  erudite  opere  pub- 
blicate sui  molluschi  fossili  del  nostro  territorio,  a  tutti  è  noto  che  fin  da 
remote  epoche  non  pochi  illustri  conchiologi  si  dedicarono  espressamente 
anche  nella  nostra  Provincia  allo  studio  dei  molluschi  viventi»  come  ne  fan 
fede  le  grandiose  e  magnifiche  raccolse  tra  le  quali  primeggia  ai  giorni  no- 
stri quella  dei  signori  fratelli  Rigacci  di  Roma  (i).  Ciò  nonostante  siccome 
egli  h  positivo  che  fino  ad  ora  mancava  realmente  «  Una  enumerazione 
»  specifica  dei  Molluschi  viventi  nella  nostra  Provincia  »  quindi  è  che 
informandomi  al  noto  principio  proclamato  già  magistralmente  dall'  insigne 
Naturalista  Svedese  che  cioè  «t  il  primo  studio  deve  essere  fatto  sui  prodotti 
»  del  proprio  paese  »  compatibilmente  colle  mie  limitate  cognizioni  mala- 
cologiche  mi  dedicai ,  con  queir  impegno  per  me  possibile ,  alla  compila- 
zione di  questa  reclamata  Fauna  locale  (2)  ed  animato  in  seguito  dagli  ec- 
citamenti di  parecchi  rispettabili  Malacologi  italiani,  della  cui  amicizia  al- 
tamente mi  onoro  ,  mi  decisi  renderla  di  pubblica  ragione.  E  di  tal  mia 
deliberazione  mi  terrò  ben  pago  ove  questo  mio  modesto  lavoro  possa  in 
qualche  modo  essere  riconosciuto  di  una  qualche  opportunità  a  colmare 
se  non  altro  in  parte  una  delle  lacune  ,  che  come  si  è  detto  ,  finora  esi- 
stevano nella  distribuzione  geografica  dei  molluschi  viventi  nelle  diverse 
regioni  della  nostra  penisola. 

Sotto  il  nome  di  Provincia  Romana  intendo  considerata  la  superficie  di 
tutto  il  territorio  compreso  nella  circonscrizione  (amministrativa)  omonima. 
Essa  si  estende  parallelamente  al  mare ,  da  Terracina  ad  Acquapendente  , 
per  circa  200  chilometri  di  lunghezza  sopra  una  larghezza  media  di  chilo- 
metri 60;  abbracciando  in  assieme  una  superficie  di  chil.  quad.  H,917,13: 
la  medesima  h  limitata  al  settentrione  dal  corso  del  fiume  Tevere  e  pre- 
cisamente dalle  falde  meridionali  del  monte  Amiata  e  monti  di  Radicofani 
•  

(i)  La  colleiione  dei  Slgg.  fratelli  Rigacci  in  proprietà  attualmente  del  Sig.  Enrico  Rigacci 
•  erede  dei  suoi  germani  Giovanni  e  Giuseppe  conta  ben  10,273  specie  ed  oltre  all'essere  for- 
nita delle  conchiglie  le  più  rare  e  pregiate  è  ricca  straordinariamente  in  mutazioni  e  dnplicati 
di  esemplari  tanto  marini  che  terrestri  e  fluviatili.  Può  consultarsi  il  Catalogo  della  suddetta 
collezione  pubblicato  uel  1874  e  l'appendice  al  catalogo  suddetto  pubblicata  nel  1881, 

(2)  La  mancanza  di  una  illustrazione  qualsiasi  sulla  Fauna  locale  Romana  die  motivo  al 
eh.  sig.  Edoardo  von  Martens,  nelle  sue  «  Note  bibliografiche  riguardanti  i  molluschi  terrestri 
e  fluviatili  dell'Italia  »  di  rimarcare  che  <c  alcune  parti  0  regioni  fanno  desiderare  ancora  mol- 
tissimo su  questo  rispetto  e  sono  principalmente  quelle  che  appartengono  od  appartenevano  agli 
Stati  Pontifici  1».  L'esimia  malacologa  sig.  marchesa  M.  Paulucci  nella  sua  memoria  a  Estratto 
del  Catalogo  generale  della  Sezione  Italiana  all'Esposizione  internazionale  di  Berlino  »  nel- 
l'anno 1880  confermava  quanto  sopra  dichiarando  «  che  non  si  hanno  ragguagli  sul  Lazio  ». 


—  391  — 

(Provincia  di  Siena)  ;  a  levante  dai  monti  di  Veroli,  Filettino,  Subiaco  ecc. 
(Abruzzo  ulteriore  II  e  Provincia  dell'Umbria)  ;  a  mezzogiorno  dal  mare  Me- 
diterraneo, e  finalmente  a  ponente  per  un  tratto  confina  col  mare  e  pel 
resto  colle  maremme  Toscane  (Provincia  di  Grosseto). 

Per  quanto  si  attiene  alla  costituzione  geologica,  mi  limiterò  ad  accen- 
nare che  la  massima  parte  del  suolo  racchiuso  nel  perimetro  della  Provin- 
cia h  formato  da  terreni  vulcanici  derivanti  dai  noti  quattro  sistemi  dei 
vulcani  Laziali,  Sabatini,  Cimini  ed  Ernici  (1)  essendoché  in  unione  alle 
lave  ,  ceneri  e  lapilli  ,  il  tufo  vulcanico  è  appunto  quello  ehe  occupa  la 
maggior  estensione  della  medesima.  Il  rimanente  del  paese  h  costituito  per 
una  buona  porzione  da  terreni  alluvionali  dei  fiumi  Tevere  ,  Aniene  ecc. 
spiaggie  marine,  torbe  e  travertini  dell'epoca  quaternaria  antica  e  moder- 
na (2)  e  per  una  più  ristretta  zona  dai  terreni  pliocenici  ,  miocenici  ed 
eocenici  dell9  epoca  terziaria  (3)  non  che  dai  calcari  a  rudisti  e  calcari  giu- 
rassico e  liassico  dell'epoca  secondaria  (4)  figurando  appena  per  una  esten- 
sione relativamente  minima  i  terreni  trachitici  (5). 

Essendo  estraneo  all'oggetto  prefissomi  di  una  semplice  enumerazione  di 
molluschi  Io  intrattenermi  paratamente  sulla  distribuzione  dei  medesimi  in 
dipendenza  dell'  altimetria  dei  luoghi  e  delle  diverse  qualità  dei  terreni 
sui  quali  abitualmente  vivono,  ho  creduto  potermi  dispensare   nel  redigere 

(1)  Le  lave  dei  vulcani  Laziali  appariscono  nei  territori  di  Velletri,  Civita  Lavinia,  Gen- 
zano,  Nemi,  Ariccia,  Albano,  Marino,  Grottaferràta,  Rocca  di  Papa,  Monte  Porzio,  Monte 
Compatri,  Colonna  ecc. 

Quelle  dei  vulcani  Sabatini  a  Bracciano,  Oriolo,  Campagnano,  Anguillara,  Forroello, 
Scrofano  eec. 

Quelle  dei  vulcani  Cimini  a  Ronciglione  Vetralla  ecc. 

Finalmente  quelle  dei  vulcani  Ernici  a  Ticchiena,  Monte  Cacume,  Giuliano,  Pofi  ecc. 

(2)  Il  quaternario  antico  è  rappresentato  da  quel  di  Civitavecchia,  Selva  di  Nettuno,  di 
Cisterna,  di  Terracina,  Palidoro,  Castel  Porziano  ecc. 

La  torba  occupa  una  rilevante  estensione  alle  foci  del  Tevere  ed  alle  Paludi  Pontine. 

I  travertini  si  rinvengono  nei  circondari  di  Tivoli,  Piano,  Civita  Castellana,  Sgurgola  ed 
anche  ai  Monti  Parioli  presso  Roma.  * 

(3)  Il  terreno  pliocenico  si  trova  ai  Monti  Gianicolo  e  Vaticano  in  Roma,  a  Monte  Mario, 
Mentana,  Palombaro,  Monte  Libretti,  Ceprano  ecc. 

II  miocene  a  Frosinone,  Ripi,  Anagni,  Paliano  ecc. 

L'eocene  a  Monte  Romano,  contorni  di  Civitavecchia,  Viano,  Rota,  Ceccano,  Falvaterra, 
Trevigiano,  Alatri,  Ferentino,  Fumone  ecc.,  ecc. 

(4)  I  calcari  a  rudisti  occupano  la  regione  dei  Monti  Lepini  e  Pontini,  Terracina,  Monte 
Circeo,  Sonnino,  Piperno,  Maenza,  Pisterzo,  Sene,  Bassiano,  Sermoneta,  Norma,  Cori,  Rocca 
massima,  Giulianello,  Monte  Fortino,  Segni,  Sgnrgola,  Morolo,  Supino,  Subiaco  ecc. 

I  calcari  Liassici,  Monte  Gennaro,  Monte  $oratte,  Montorio  Romano,  Civitella,  Monti 
Cornicolani,  Serrone,  Guarcino,  Collepardo,  Monte  S.  Giovanni,  Monti  Tiburtini,  Tivoli,  Ca- 
stel Madama,  Guadagnalo,  Poli. 

(5)  1  terreni  Trachitici  si  presentano  alla  Tolfa,  Monte  Virginio,  Viterbo,  Soriano  ecc. 
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il  presente  catalogo  dall'  entrare  in  qualsiasi  dettaglio,  sopra  questo  argo- 
mento, pur  riconoscendo  che  sarebbe  assai  commendevole  che  a  comple- 
mento di  un  trattato  generale  di  Malacologia  indigena  {che  forma  tuttora 
il  desiderio  di  molti  malacologi  italiani  (t)  )  anche  questo  studio  corologico 
venisse  regolarmente  coltivato  ed  esteso  a  tutti  i  molluschi  viventi  nelle 
diverse  regioni  d'Italia  (2). 

Per  ciò  che  riferisce  alla  classificazione  dei  generi  ho  preferito  attener- 
mi al  sistema  adottato  dal  Gli.  Dottor  Wilh.  Kobelt  (Catalog  der  im  euro- 
pàischen  Faunengebiet  lebenden  Binnenconchylien)  salve  lievi  modificazioni 
introdottevi  da  autori  ad  esso  posteriori. 

Oltre  poi  alle  indicazioni  delle  diverse  località  di  dimora  o  come  dicesi 
dell'  Habitat  dei  singoli  molluschi  riportati  nel  seguente  Catalogo  ,  ho  sti- 
mato conveniente  richiamare  per  ciascuno  le  relative  figure ,  riferendomi 
alle  opere  più  accreditate;  e  sopratutto  ho  voluto  corredare  la  nomencla- 
tura di  ogni  singola  specie  di  una  estesa  e  copiosa   sinonimia    nella    vista 

(1)  Mi  riferisco  in  proposito  a  quanto  fa  scritto  recentemente  dall'illustre  Commendatore 
Edmondo  De  Betta  nel  suo  discorso  «  intorno  agli  stadi  per  una  Malacologia  terrestre  e  flu- 
viatile dell'Italia  »  non  che  dalla  Cb.  Sig.  Marchesa  Paulucci  nei  suoi  «  Matériaux  pour  ser- 
vir à  l'étude  de  la  Faune  Malacologique  ». 

(2)  Come  semplice  saggio  di  Corologia  Malacologica  aggiungo  un  cenno  sulla  distribuzione 
di  alcuni  elici  nella  nostra  Provincia. 

Gruppo  Campylea  —  Specie  Helix  plawospira,  Lamk. 

La  forma  tipica  è  stata  raccolta  presso  noi  : 

In  un  terreno  calcare  ippuritico:  Monti  Sublacensi  —  Subiaco  a  metri  408  sul  mare. 

In  un  terreno  ad  ammoniti:  Monti  Tiburtini  —  Tivoli  a  metri  245  sul  mare. 

In  un  terreno  calcare  ad  ammoniti:  (Lias):  Monti  Corniculani  —  Monticelli  a  metri  412 
sul  mare. 

In  un  terreno  calcare  eocenico:  Colline  di  Civitavecchia  a^raetri  251  sul  mare. 

In  un  terreno  vulcanico  a  base  feldspatica   (Sistema  Cimino):  Colline  di  Civita  Castellana 

a  metri  152  sul  mare. 

La  var.  Setulosa  Briganti  è  stata  raccolta  in  un  terreno  vulcanico  a  base  silicea  (Sistema 
Laxiale^nei  pressi  di  Monte  Cavo  a  metri  949  sul  mare. 

La  var.  fubescens  liberi  vive  col  tipo  in  un  terreno  come  sopra  (Lias)  a  Monticelli. 

Gruppo  Iberna  —  Specie  Helix  Carsoliaha*  F*r. 

Abita  un  terreno  calcare  ippuritico  a  Subiaco  a  metri  418  sul  mare. 

La  var.  Uziellana  Paulucci  vive  unitamente  al  tipo  nella  suindicata  località. 

Gruppo  Helioogena  —  Specie  Helix  lucorum  MUll. 

Abita  in  un  terreno  calcare  ad  ippuriti;  Monti  Lepini  —  Cori  a  metri  330  sul  mare. 
»     in  un  terreno  calcare  ad  ammoniti  (Lias  medio):  Monte  Soratte  —  S.  Oreste  a  metri 
090  sul  mare. 

»     in  un  terreno  calcare  eocenico:  Monti  Eroici  —  Porciano  a  metri  63S  sai  mare. 
»     in  un  terreno  calcare  ad  ippuriti  :  Monti  Krnici  —  Contorni  di  Anticoli  a  metri 
747  sul  mare* 
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esclusiva,  che  ove  questo  mio  qualsiasi  lavoro  per  avventura  fosse  per  ca- 
dere sotto  gli  occhi  di  qualche  giovine  che  amasse  d'iniziarsi  allo  studio 
della  conchiologia  locale  Romana  potesse  in  qualche  modo  servirgli  di  guida 
a  più  facilmente  statili  re  1*  identità  delle  specie,  sciìti*  tema  di  confondersi 
o  smarrirsi  nel  caos  delle  sinonimie,  in  grazia  del  quale  può  avvenire  a 
chi  non  è  provetto  nella  scienza  e  talora  anche  a  chi  non  può  disporre 
di  una  sufficiente  biblioteca  malacologica  di  qualificare  diversamente  un*  i- 
dentica  specie  per  la  ragione  che  si  trova  designata  sotto  differenti  nomi 
specifici. 

Del  resto,  quantunque  nella  redazione  del  presente  Catalogo  sia  stato 
coadiuvato  da  parecchi  distinti  malacologi,  i  quali  cortesemente  mi  furono 
larghi  dei  loro  consigli  e  dei  loro  lumi  nella  determinazione  di  talune 
specie,  tra  i  quali  per  debito  di  gratitudine  sicordo  per  prima  la  sig.  M. 
Paulucci  di  Firenze  e  quindi  il  sig.  B.  Donati  di  Civitavecchia,  il  sig.  Dr 
Del  Prete  di  Viareggio,  il  sig.  D.r  Tiberi  di  Napoli,  il  sig.  comm.  De  Betta  di 
Verona  ecc.  ecc.  tuttavia  sono  ben  lungi  dal  presumere  the  questo  mio  mo- 
desto lavoro  d'interesse  meramente  locale  riunisca  in  sé  tutte  quelle  condi- 
zioni di  esattezza  «e  precisione  desiderabili  al  grado  in  cui  ora  sono  perve- 
nute le  cognizioni  malacologiche,  per  meritare  una  considerazione  qualsiasi  t 
che  anzi  a  prescindere  da  qualche  incertezza  quasi  inevitabile  nell'enumerazione 
di  talune  (poche)  specie,  in  causa  dei  non  conformi  giudizi  su  di  esse  propu- 
gnati da  alcuni  fra  ipiù  eminenti  malacologi,  non  esito  fin  d'ora  di  ammettere 
che  il  mio  lavoro  possa  essere  soggetto  a  censure,  e  che  come  .tale  sia  me- 
ritevole forse  di  non  poche  mende  vuoi  pel  fatto  di  qua&rhe.  equivoco 
inavvertentemente  incorso  nella  determinazione  delle  .specie»,,  *uui  .per  quello 
di  qualche  omissione  nel  novero  delle  medesime?  io  conferà**  di  questa 
possibile  eventualità,  premessa  una  formale  <tichia**au9*é  che  .realmente 
tutte  le  parti  montuose  del  nostro  territorio  non  soi\0  stole  «per  aoao  ba- 
stantemente esplorate,  io  stesso  riconosco  che  il  presente  Catalogo  debba 
considerarsi  ben  altro  che  Complèto,  essendo  anzi  mia  ferma  convinzione 
che  non  poche  specie  omesse  nella  seguente  EnumeNtiÀone,  perchè  non  rin- 
venute finora  presso  noi,  per  analogia  di  condizioni  geognostiche  e  eli* 
matologiche  con  altre  regioni  d'Italia,  dappresso  indagini  più  estese  e  mi- 
nuziose si  possano  altresì  trovare  viventi  nella  nostra  provincia. 

Faccio  voti  che  altri  più  edotto  di  me  nette  cognizipqi  a^alaooljogichie 
abbia  e  voglia  avere  la  pazienza  di  <  riandare  sul  presente  ^mio  lavoro, 
sia  per  rettificarlo  ove    occoura^  sia    per  confpfetaxlo  ove  iperUi,   coll'ag- 
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giunta  di  tutte  quelle  altre  specie  che  una  più  accurata  e  diligente  ricerca  1 

nelle  diverse  località  della  nostra  provincia  potrebbe  porre  in  evidenza; 
ben  soddisfatto  per  mia  parte  di  aver  dato  per  il  primo,  se  non  altro  l' im- 
pulso alla  compilazione  di  una  «  Fauna  Halacologica  Romana  ». 

GLASSE  I.  gasteropoda  Cuvier. 

DIVISIONE  I.  Gasteropodi  iroperculata.   . 

ORDINE    I*     PULMONATA    TERRESTRI! 

FAMIGLIA    A  ri  oh  Ida    Grajr    1840. 
Genere I.    Ario*   Féru$sac    1819. 
Seiiooe  I.  Prolipis  Moquin-Tan4on  1855. 

1.  ARION  HORTENSIS. 

1774  Limax  ruscus  Muli.  Verni,  hist.  Voi.  II,  pag.  ti  n?  909. 

1819  Arion  HORTENSIS  Fér.  Hist.  nat.  Moli.  pag.  65. 

1821  Limax  HORTEifsis  Grajr  Nat.  arrang.  Moli.  Voi.  XV,  pag.  sto» 

1812     »       fasciatos  Nils.  Moli.  Suec.  pag.  s. 

1855  Arion  fuscus  Moq.  Tana.  Hist  Moli.  Fr.  pag.  14. 

Figure 

Fèr.  Hist.  Nat.  Moli.  Tay.  II,  fig.  4-6. 
Drap.  Hist.  MoU.  Tav.  X,  fig.  5. 
Moquin-Tandon  Hist.  Moli.  Tav.  If  fig.  28-30. 

Specie  comune  nella  Provincia  Romana.  Vive  negli  orti,  nei  giardini  e 
nei  campi  e  si  rinviene  di  preferenza  sotto  gli  ammassi  di  pietre  nei  luoghi 
umidi  ed  ombreggiati. 

FAMIGLIA   Limacida   Lamk.  isoa. 

Genere  II.  Limai    Linneo    1740. 
Sezione  I.  Heyene»annia  Malm.  1870. 

*.  UMAX  CINERBUS. 

1678  Limai  cmereus  Lister  Hist.  anim.  angl. 

1758       »       maximus  Lina,  (partim)  Hist.  nat.  Ed.  X,  Voi.  I.  pag.  652. 

1774       *       cinjbreus  Miitt.  (partim)  Verm.  Hist  Voi.  II.  pag.  s 
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1815  Limacella  parha  Brard.  Coq.  Paris  pag.  m. 

1819  Limax  àhtiquorcm  Fér.  (partim)  Hist.  Moli.  pag.  68. 

1853       »     coerulans  Bielz  Bei t rag  zur  Kanut. 

1876  Limacella  maxima  Iouss.  Malac.  Paris  Bull.  Soc.  Zool.  pag.  97. 

Figure 

Lister  A  nini.  Angl.  Tav.  II,  fig.  15. 
Brard  Coq.  Paris  Tav.  IV,  fig.  9-io. 
.    Fér.  Tabi.  Syst.  Tav.  IV,  fig.  a,  3,  7,  8. 
Drap.  Hist.  Moli.  Tav.  IX,  fig.  io. 
Moquin-Tandon  Hist.  Tav.  IV,  fig.  1-8. 
Ious seccume  Mal.  Paris  Tav.  IV.  fig.   1-3. 

Specie  assai  comune  còme  la  precedente. 

Sezione  II.  Agriolimax  Malm.  1870. 

3.  LIMAX  AGRESTIS. 

1758  Limax  agrkstis  Linn.  Syst.  nat.  Ed.  X,  Voi.  1,  pag.  652. 

1774  Limax  reticulatus  Muli.  Verm.  Hist.  pag.  io. 

1815  Limacella  obliqua  Brard  Coq.  Paris  pag.  118. 

1831  Limagellus  obliquus  Turtou  Sfaells  Brìt.  pag.  26. 

1876  Limacella  agrestis  Iouss.  Malac.  Paris  Bull.  Soc.  Zool.  Fas.  II,  pag.  105. 

Figure. 

Brard  Coq.  Paris  Tav.  IV,  fig.  5,  8,  13,  14,  15. 
Drap.  Hist.  Moli.  Tav.  IX,  fig.  9. 
Moq.   Tand.  Hist.  Tav.  Ili,  fig.  1-2. 
Fér.  Hist.  Moli.  Tav.  V,  fig.  7,  8,  11. 

Spcie  abbondantissima  soprattutto  negli  orti  di  Roma,  ai  quali  ap  porta 
talora  danni  gravissimi  nelle  ore  notturne. 

Genere  III.  Amalia  Moq.  Tand.  1855. 

4.  AMALIA  GAGATES. 

1805  Limax  gagates  Drap.  Hist.  nat.  pag.  122,  n°  1. 

1855  Amalia      j>       Moq.  Tand.  Hist.  moli.  Voi.  II,  p.  19. 

51 
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Figure. 

Fér.  Tabi.  syst.  Tav.  VI,  fig.  i-x. 
Drap.  Hist.  Moli.  Tav.  IX,  fig.  4~a. 
Menegazzi  Malac.  Veronese  Tav.  XI,  fig.  i. 
Moq.  Tand.  Hist.  Moli.  Tav.  II;  fig.  1-8. 

Non  rara  specialmente  nel  territorio  di  Civitavecchia. 

FAMIGLIA  Testacbllida  Kob.  I87i. 

Genere  IV.   Testacella  Cuvier  1800. 

5.  TESTACELLA  HALIOT1DEA. 

1802  Testacellus  haliotideus  Faure  Big.  Bull.  Soc.  Pliil.  pag.  98,  n?  et. 

1804  Testacella  Europea  Roiss.  In  Buff.  Sonn.  Moli.  pag.  252. 

1805  »  haliotidba  Drap.  Hist.  moli,  pag.  121,  n?  1. 
1815           »          Gallio        Oken  Lehrb.  uat  Voi.  Ili,  pag.  212. 

Figure. 

Drap.  Hist  moli.  Tav.  IX,  fig.  12-14. 

Vive  entro   la  terra,   non    rara   nei   fossati    di  Castel    S.    Angelo    den- 
tro Roma. 

* 

6.  TESTACELLA  BISULCATA. 

1826  Testacellus  bisulcatus  Risso    Hist.   nat.  Europ.  merid.  Voi.  IV,    pag. 

58,   n?   126. 
1847  Testacella  bisulcata  Dupujr  Hist.  Moli.  Voi.  I,  pag.  44. 
1855  »  Galloprovincialis  Grateloup  Lunac.  pag.  15. 

1855  »  haliotidea  var.  vi  bisulcata   Moq.    Tand.    Hist.  Moli.  Voi. 

II,  pag.   39. 

Figure. 

Dupuy.  Hist.  Tav.  I,  fig.  2. 

Bourguignat  Spie.  Malac.  Tav.  XIII,  fig.  17,  18,  10. 

Moq.  Tand.  Moli.  Fr.  Tav.  IX,  fig.  23. 

Vive  entro  la  terra    come  la  precedente  :    rinvenuta  nelle    alluvioni  dei 
corsi  d'acqua  ebe  bagnano  il  territorio  di  Civitavecchia. 
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FAMIGLIA  Hélicidìe  Grajr  1324. 

Genere   V.  V'urina  Draparnaud  1801. 

Sezione  I.  Semilimax  Stabile  1859. 

7.  VITRINA  ELONGATA 

1802  Helix  semilimax  Fér.  (pére)  in  Naturf.  Fas.  XXIX,  pag.  236» 

1805  Vitrina  elongata  Drap.  Hist.  moli.  pag.   120. 

1815  Testacella  GermaniìE  Oken  Lehrb  nat.  Voi.  Ili,  pag.  212. 

1820  Hyalina  elongata  Hartm.  In  Stud  Kurz.  Verz.  pag.  86. 

1821  Limagea        »         Hartm.  Syst.  Gast.  Voi.  XII,  pag.  54. 

1821  »        vitrea  var.  j3  Hartm.  In  Netie.  Alp.  Voi.  I,  pag.  246. 

1822  Heligolimax  elongata  Fér.  Tabi.  syst.  pag.  25. 

1855  Vitrina  semilimax  Moq.  Tand.  Moli.  Fr.  Voi.  II,  pag.  45. 

Figure. 

Fér.  (pére)  Naturforsch  Tav.  1/  fig.  A.  D. 

Fér.  Hist.  Tav.  IX,  fig.  1. 

Drap.  Hist.  moli.  Tav.  Vili,  fig.  40-42. 

Rossm.  Icon,  Voi.  I,  Fig.  26. 

Moq.  Tand.  Hist.  Tav.  VI,  fig.  1-4. 

Rarissima  nella   Provincia.  Finora    fu  trovata  nelle  macchie    che  sovra- 
stano Civitavecchia  verso  Tolfa  ed  Allumiere  ed  anche  al  piede  di   un  al- 
bero secolare  di    faggio    che    esiste    nel  centro  del  piazzale  sulla  vetta  del 
H  monte  Cavo. 

Genere  VI.  Hyalina  Gray  1840. 
Sezione  I.  Euhyalina  Alberi  1850. 
\  8.  HYALINA  CELLARIA. 

1774  Helix  gellaria  Muli.  Verm.  hist.  pag.  38,  n?  230. 

4803       »      lucida  Mont.  Test.  Brit.  pag.  425  (non  Drap,  nec  Stud.) 

1807       »      nitens  Mot.  et  Rak.  Cat.  Brit.  Test,  in  Trans.  Linn.  Vili,  pag. 

198  (non  Gmel.  nec  Shepp.) 
1815  Vortex  gellarjub  Oken  Lehrb.  nat.  Voi.  Ili,  pag.  314. 
1831  Zonites  lucimjs  Leach  Brit.  moli.  pag.  104,  (ex  Turton). 
^  1834  Onychilus  cellarius  Fttz.  Syst.  Verz.  pag.  100. 

1817  Beliceila  gellaria  Beck.  Ind.  Moli.  pag.  6. 
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18S7  Polita  »        Held.  in  Isis  pag.  916. 

1840  Zonites  cellàrius  Gray  in  Turton  Shells  Brit.  pag.  no. 

1851  Hyalina  cbllaria  Alher.  Die  Helicen  p.  68. 

1870  Helix  rubroflàva  Chierig.  in  Brus.  Prin.  ladra nsk.  p.   101. 

1876  Hyalina  nitens  Hartm.  (teste    Pfeif.)    Mon.    Hel.    viv.   Voi.  VII,    pag, 

178,   n?   1078. 

Figure . 

Montagli  Test.  Tav.  XXIII,  Cg.  24. 

Forbes  et  Hanlejr  Brit.  .moli.  Tav.  CXX,  fig.  1-3. 

Drap.  hist.  Moli.  Tav.  VII,  fig.  11-12. 

Rossm.  Icon.   Voi.  I.   Fig.  32. 

Moq.  Tand.  Moli.  Fr.  Tav.  IX,  fig.  1-2. 

S'incontra  non  raramente  nei  tummoleti  presso  il  mare  (Palo,  Fiumicino, 
Corneto,  Civitavecchia)  sotto  i  sassi  ilei  luoghi  umidi  (Paleslrina,  Pi  perno, 
Frascati)  e  nelle  trombe  delle  cisterne  (Roma). 

0.  HYALINA  LUCIDA 

1801  Helix  lucida  Drap.  Tabi.  Moli.  pag.  96,  n?  46  (nou  Mont.  nec  Stud . 

nec  Drap.  Hist.   1805). 
1805       »      nitida  Drap.  Hist.  moli.  pag.  11 7,  n?  54  (non  Muli.  nec.  Gmel.) 
1837  Helicellà  Draparnaldi  Beck  Ind.  moli.  pag.  6,  n?  10. 
1855  Zonites  lucidus  Moq.   Tand.  Moli.  Fr.  Voi.  II,  pag.  75. 

Figure. 

Drap.  Hist.  Tav.  Vili,  fig.  23-25. 

Moq.   Tand.  Hist.  moli.  Tav.  Vili,  fig.  32-33. 

Vivente  nel  territorio  di  Albano  Laziale  secondo  che  ne  assienra  il  Ch. 
Sig.  Ed.  von  Martens  nelle  sue  <c  Note  bibliografiche  riguardanti  i  mollu- 
schi terrestri  e  fluviatili  dell'Italia   ». 

10.  HYALINA  NITIDA 

1774  Helix  nitida  Muli.  Hist.  verm.  Voi.  II,  pag.  32  (non  Drap,  nec  Gmel.) 
1789       »      succinea  Stud.  Faunul.  Helv.  in  Coxe  Voi.  Ili,  pag.  429  (non  Muli.) 

1805       »       lucida  Drap.   Hist.  moli.  pag.  103,  n?  34  (non  Drap.  Tabi.) 
1826  Helicellà  nitida  Risso  Hist.  nat.  Europ.  merid.  Voi.  IV,  pag.  72. 
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1833  Oxychilus  lucidus  Fitz  Syst.  Verz.  pag.  100. 

1834  Tanychlamys     »       Bens.  in  Proceed.  zool.  pag.  89. 
1837  Helicella  succinea  Beck  Ind.  moli.  pag.  7. 

1837  Polita  lucida  Held.  in  Isis  pag.  916. 

1851  Hyalina  nitida  Alb.  Die  beliceli  pag.  69. 

1855  Zonites  nitidus  Moq.  Tand.  Hist.  moli,  pag.  72. 

1877  Oxychilus    j>       Iouss.  Malac.  Paris  Bull.  Soc.  Zool.  Fas  6,  pag.  416. 

1878  Zonitoides  >i       Lehmann.  in  Nomenc.  bel.  viv.  Glessin  Fas.  2,  pag.  70. 

Figure. 

Drap.  Hist.  Moli.  Tav.  Vili,  fig.    11-12. 
Rossm.  Jcon.  Tav.  I,  fig.  25. 
Moq.   Tand.  Moli.   Tav,  II,  fig.  11,  15. 
lous se aum eMahcoì.  Paris  Tav.  I,  fig.  47-48. 

Non  rara  nei  tummoleti    presso  la  spiaggia  del  mare,   soprattutto  nelle 
località  molto  umide. 

Sezione  IL  Vitrea  Fitzinger  1833. 
11.  HYALINA  CRYSTALLINA 

1774  Helix  crystallina  Muli.  Verm.  Hist.  Voi.  II,  pag.  23,  n?  323. 

1777       »     pellucida  Penn.  Brit.  Zool.  pag.  138  (non  Muli.) 

1822       »     eburnea  Harlm.  in  Neue  Alp.  Voi.  I,  pag.  234. 

1827       »     vitrea  Brown  Desc  new  Shells  in  Edimb.  Journ.  Voi.  I,  p.  12. 

1831  Zonites  crvstallinus  Leach  Brit.  Moli.  pag.  105  (ex  Turton). 

1833  Discus  »  Fitz.  Syst.  Verzeiscli.  pag.  99. 

1837  Helicella  crystallina  Beck  Ind.  Moli.  pag.  7. 

1837  Polita  »  Held  in  Isis  pag.  926. 

issi  Hyalina  »  Alber.  Die  helicen  pag.  69. 

1877  Oxychilus  crystallinus  Iouss.  Malac.  Paris  Bull.  Soc.  Zool.  VI,  pag.  421. 

Figure. 

Rossm.  Icon.  Tav.  IXL,  fig.  531. 
Drap.  Hist.  Tav.  Vili,  fig.  13,  14,  15. 
Bour%.  Amen  Malac.  Tav.  XX,  fig.  19-24. 
Moq.   Tand.  Hist.  Tav.  IX,  fig.  26-29. 

Specie  trovata  nei    terreni    aquitrinosi  delle  Paludi  Pontine  e  nei    fossi 
del  territorio  di  Civitavecchia. 
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12.  HTALINA  PURA. 

1822  Helix  nitidosa  Far.  Tabi.  Syst.  pag.  45. 

1830      ))      nitidula  var.  |3  Jeffr.  Syn.  Test,  in  Trans.  Linn.  XVI,  pag.  340. 
1830  Hvalina  pura  Alder  Catal.  Northumberland  pag.   12. 
1837  Helicella  nitidosa  Beck  Ind.  moli.  pag.  6. 
1837  Polita   .         »        Held  In  Isis  pag.  916. 

1840  Zonites  purus  Grajr  in  Turt.  Shells  Brit.  pag.   m  (non  Fe'r.  nec    Beck 
nec  Held). 

Figure . 
Moquin   Tandon.  Hist.  Tav.  IX,  fig.  22-25. 

Raccolta  nei  terreni  macchiosi  sul  litorale  di  Terracina. 

13.  HYAL1NA  HYDATINA. 
1836  Helix  diaphana  Muhlf.  (teste  Pfeiffer)  Mon.  hel.  v.  Voi.  VII,  pag.  ìoe. 

1838         »         HYDATINA    RoSSTTl.    IcOQ.    FaS.    VII,    pag.    36. 

1851  Hyalina  hydatina  Alber.  Die  belicen  pag.  69. 

1855  Zonites  crystallinus  var.  (3  Moq.  Tand.  Moli.  Fr.  pag.  89. 

1856  Zonites  hydatinus  Bourg.  Amen.  Malacol.  Voi.  I,  pag.  190. 
1870  Helix  semina  et  cuma  Chier.  in  Brus.  Prin.  Iandrans.  pag.  101. 

Figure . 

Rossm.  Icon.  VII,  VELI  Tav.  IXL,  fig.  529. 

Raccolta  sulla  spiaggia  del  mare  presso  il  Promontorio  Circeo,  asportata 
senza  meno  dalle  alluvioni  dei  corsi  di  acqua  Pontini. 

Genere  VII.  Zomtis  Montfort  1810. 
14.  ZONITES  KRALIKI. 

1878  Zonites  Kraliki  Letourneux  in  litteris  1878. 

1880        »  »         Servala  Etud.  Moli.  Espag.  et  Port.  pag.   18. 

Il  Sig.  Servain  nel  suo  ce  Etude  sur  les  mollusques  recuellis  en  Espagne 
et  en  Portugal  1880  »  ha  pubblicato  una  Zonites  Kraliki  Letourneux  come 
vivente  in  diverse  località  di  Spagna  e  Francia  senza  accennare  che  que- 
sta specie  sia  stata  rinvenuta  anche  in  Roma:  esistendo  peraltro  nella  col- 
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lesione  della  Sig.1  Marchesa  Paulucci  un  individuo  trasmessole  sotto  tal 
nome  dal  Marchese  di  Saint  Simon  e  co\Y  Habitat  «  Roma  »  comprendo 
questa  specie  nel  presente  Catalogo,  sull'assicurazione  favoritami  dalla  sul- 
lodata  Malacologa  che  la  descrizione  sembra  convenirle  assai  bene. 

Genere  Vili.  Helix  Linneo  1758. 

Sezione  I.  Patula  Beld.  1637. 

15.  HEL1X  ROTUNDATA. 

1774  Helix  rotundata  Muli.  Verm.  bist.  Voi.  II,  pag.  29,  n?  231. 

«778  Helix  radiata  Da  Costa  Test.  Brit.  pag.  57. 

1831  Zonites  radiatus  Leach.  Brit.  moli.  pag.  102. 

1833  Discus  rotundatus  Fitz.  Syst.  Verz.  pag.  90. 

1837  Eyryomphala  roturdata  Beck  Ind.  Moli.  pag.  9. 

1837  Patula  »  Held.  in  Isis  pag.  916. 

1840  Zonites  rotundatus  Gray  in  Turt.  pag.  165. 

Figure. 

Dupuy.  Moli.  Fr.  Tav.  XII,  fig.  4. 
Chenu.  Man.  Conch.  Pag.  424,  fig.  3137. 
Drap.  Hist.  Moli.  Tav.  Vili,  fig.  4-7. 
Rossm.  Icon.  Tav.  XXXII,  fig.  454. 
Da  Costa  Test.  Brit.  Tav.  IV,  fig.  15-16. 
Moq.   Tand.  Moli.  Tav.  X,  fig.  9-12. 

Var.  1/ 
1864  Helix  abietina  Bourg.  Malacol.  Alg.  pag.  179. 

Figure. 
Bourg.  Malac.  Alg.  Tav.  IXX,  fig.  17-19. 

Il  tipo  è  comune  nelle  alluvioni  dei  fiumi  tributari  del  Mediterraneo, 
più  spesso  ancora  si  trova  nei  crepacci  dei  muri  esposti  a  tramontana. 
Rinvenuta  a  Civitavecchia,  Givitacastellana  presso  il  Ponte  dementino, 
Rocca  di  Papa,  Subiaco,  Monte  Cavo  e  nell'interno  stesso  di  Roma  a  S. 
Croce  in  Gerusalemme. 

Ho  citato  Yff.  abietina  Bourguignat  che  ritengo  essere  una  semplice 
varietà  della  H.  rotondata  Muli,  a  sfiatare  più  forti  ed  ombilico    meno 
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espanso  sulla  fede  dei  Sig.  Marchese  di  S.  Simon  che  la  rinvenne  nella 
suindicata  località  di  S.  Croce  in  Gerusalemme,  quantunque  tale  varietà 
non  esista  né  presso  la  collezione  Rigacci,  nfe  in  quella  della  R.  Università 
di  Roma,  né  in  quella  del  Sig.  B.  Donati  a  Civitavecchia,  ne  tampoco 
nella  mia. 

Sezione  11.  Acanthinula  Beck.  1837. 

16.  HELIX  AGULEATA. 

1774  Helix  aculeata  Muli.  Verm.   hi  si.  Voi.  II,  pag.  81,  n?  279. 

1778  Trochilus  terrestris  Da  Costa  Test.  Brit.  pag.  166. 

1786  Helix  spinulosa  Lightf.  Phil.  Trans  LXXV,  pag.  166. 

1831  Teba  »  Leach.  Brit.  Moli.  pag.   ìoo  (ex  Turton). 

1837  Fruticicola  aguleata  Held.  in  Isis  pag.  914. 

1839  Helix  Granatelli  Bivona  (figlio)  in  Giorn.  Occhio  Maggio  15  n?  9. 

Figure. 

Dupuy  Hist.  Tav.  XI,  fig.  il. 

Lightf.  Phil.  Trans.  LXXVI  Tav.  II,  fig.  2. 

Da  Costa  Test  Brit.  Tav.  II,  fig.  1-5. 

Rossm.  Icon.  Tav,  1XL,  fig.  536. 

Drap.  Hist.  Tav.  VII,  fig.  io-n. 

Giornale  Occhio  Palermo,  N?  9,  fig.  2. 

Moq.   Tandon  Hist.  Tav.  XV,  fig.  6-9. 

Finora  la  suddetta  specie  è  stata  designata  in  una  sola  località  della  nostra 
Provincia  e  precisamente  dal  distinto  naturalista  Sig.  Marchese  Gualterio, 
presso  Bagnorea. 

Sezione  HI.  Trigonostoma  Fitzinger  1833. 

17.  HELIX  LENTICDLA. 

1822  Helix  lenticula  Fér.  Tabi.  System,  pag.  41,  n?  154. 

1822  Helicigona  »        Fér.  Prodr.  pag.  37  n?  154. 

1830  Caracolle   »        Menk.  Syn.  moli.  pag.  24. 

1830  Helix  striatula  Colard.  Bull.  Soc.  Linn.  Bordeaux  Voi.  IX,  pag.  98. 

1833       »     subtilis  Lowe.  Prim.  Faun.  Mad.  in  Trans.  Camb.  IV,  pag.  45. 

1836  »     Pintorelli  Bonétti  (fide  Villa)  Conch.  insetti  Sardegna. 

1837  Caracollina  lenticula  Beck.  Ind.  Moli.  pag.  28. 


u 
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Figu  re. 

Lowe.  Faun .  Mad.  Tav.  V,  fig.  43. 
Mich.  Compi.  Drap.  Tav.  XV,  fig.  45-17. 
Fér.  Hìst.  Tav.  LXVI,  fig.  i. 
Bossm.  Icon.  Tav.  XXXII,  fig.  452, 
Moq.   Tand.  Hist.  Tav.  X,  fig.  13,  16. 

Abita  a  piedi  degli  antichi  bastioni  di  Civitavecchia. 

18.  HELIX  OBVOLUTA. 

1774  Helix  obvoluta  Muli.  Vena.  hist.  Voi.  II,  pag.  27.  n.°  229. 
1788      »      olosericeà  Gmelifi  Syst.  nat.  pag.  3641  n?  186  (non  Stud.) 

1792        »        BILABIATA    Olwì   Zool.    Adrìat.    pag.    177. 

1792      »       trigonophora  Lamk.  in  Journ.  Hist.  nat.  Voi.  II,  pag.   349. 

1801  Planorbis  obvolutus  Poir.  Prodr.  coq.  p.  88-89. 

1803  Trigonostomà  obvolutum  Fitz.  Syst.  Verz.  pag.  98. 

1826  Helicodokta  obvoluta  Risso  Hist.  nat.  Europ.  mer.  Voi.  IV,  p.  65. 

1837  Vortex  obvolutus  Beck  Ind.  Moli.  pag.  29. 

1837   GONOSTOMA    OBVOLUTA    Héld.    in   IsÌS    pag.    915. 

Figure. 

Gualt.  Test.  Tav.  Ili,  fig.  B. 

Fér.  Hist.  Tav.  LI,  fig.  4. 

Chemn.  Conch.  Tav.  LXVII,  fig.  1128,  a,  b,  e. 

Blainv.  Malac.  Tav.  XL,  fig.  7. 

Drap.  Hist.  Moli.  Tav.  VII,  fig.  27,  29. 

Bossm.  Icon.  Tav.  I,  fig.  21. 

Moq.   Tandon  Hist.  Tav.  X,  fig.  26,  30. 

Non  comune;  nel    territorio  di  Civitavecchia  sotto  le  pietre    nei  luoghi 
umidi. 

Sezione  IV.  Vallonia  Risso  1826. 
19.  HELIX  PULCHELLA. 

1774  Helix  pulchella  Muli.  Verm.  hist.  Voi.  II,  pag.  30,  n?  232. 
4778      »      paludosa  Da  Costa  Brit.  Conch.  p.  59. 
1819  Turbo  paludosus  Turton.  Dict.  pag.  228. 
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1821  Lucena  pulchellà  Hartm.  Syst.  Gasterop.  p.  si. 

1826  Vallonia  Rosalia  Risso  Hist.  nat.  Europ.  merid.  Voi.  IV,  pag.  102. 

1827  Àmplexus  paludosus  Brown.  111.  Conch.  p.  441. 

1831  Zurama  pulchellà  Leach.  Brit.  Moli.  pag.  108  (ex  Turton). 
1833  Cbilostoma  pulghelluh  Fitz.  Syst.  yerzeiscb.  p.  98. 
1837  CmciifARiA  pulchellà  Beck.  Ind.  moli.  pag.  23. 
1837  Corneola  »         Held.  in  Isis  pag.  912. 

1867  Vallonia  »         Tryon.  in  Ara.  Journ.  Conch.  III. 

1876  Helix  nitidulà  Stud.  (teste  Pfr.)  Mon.  Hel.  viv.  Voi.  VII,  pag.   428. 
1876      »      crystallina  Dillw.  (teste  Pfr.)  loco  citato. 

Figure. 

Dupujr.  Hist.  moli.  Tav.  VII,  fig.  3. 
Fér.  Hist.  Tav.  LXIX  E  fig.  12,  14. 
Brown.  IH. ,  Conch.  Tav.  XLI,  fig.  76-77. 
Drap.  Hist.  Moli.  Tav.  VII,  fig.  30-32. 
Rossm.  Icon.  Tav.  VII,  fig.  430-440. 
Pfeiffer.  Syst.  anord.  Tav.  II,  fig.  31. 
Moq.  Tand.  Hist.  Tav.  XI,  fig.  34. 

Non  comune  nella  Provincia:  habita  ordinariamente  le  regioni  vallive  nei 
luoghi  ombreggiati  sotto  i  sassi  e  sulle  foglie  secche.  Se  ne  rinvengono  an- 
cora delle  spoglie  sulla  spiaggia  tra  i  porti  di  Terracina  e  Badino  e  sul 
litorale  di  Civitavecchia  rigettate  dal  mare  dopo  le  piene  dei  fiumi  che  hanno 
foce  in  quei  paraggi.  Il  Sig.  Cantraine  la  designa  eziandio  di  Roma. 

Sezione  V.  Trichia  Hartmann  1840. 
20.  HELIX  GINCTELLA. 

1801  Helix  cinctella  Drap.  Tabi.  moli.  pag.  87. 

1826  Hygromia     »       Bisso  Hist.  nat*  Europ.  mer.  IV,  pag;  67. 

1829  Caracolle  albella  O.  Costa  Cat,  pag.  516  (non  Lamk.) 

1837  Fruticicola  cinctella  Held.  in  Isis  pag.  914. 

1837  Bradybaena  »  Beck     Ind.  Moli.  pag.  18,  n.°  8. 

i840  Helix  limbata  var.   Cantr.  Malac.  Med.  pag.  124  (non  Drap.) 

1855  Zenobia  cinctella  Moq.  Tand,  Moli.  Fr-  pag.  215. 

1868  Helix  Ranzani  Orsini  (teste  Martens)  in  Malac.  Bl.  XV,  pag.  77. 

Figure. 
Dupuj  Hist.  Tav.  VI,  fig.  39-40. 


—  405  — 

Rossm.  Icod.  VI  Tav.  XXVI»  fig.  363. 

Drap.  Hist.  Tav.  IX,  fig.  io. 

Moquin  Tand.  Moli,  Fr.  Tav.  XVI,  fig.  39-40. 

Vaueta9 
1848  Var.  {3  fusga  Pot.  et  Mich.  Gal.  Douai  pag.  78. 

Vive  nei  luoghi  assai  ombreggiati.  Frequente  alle  Paludi  Pontine,  Civi- 
tavecchia, Civitacastellana,  Rocca  di  Papa,  Monte-Porzio,  Subiaco,  ed  in  altre 
località  della  Provincia.  Si  trova  vivente  anche  nell'interno  di  Roma  presso 
S.  Croce  in  Gerusalemme. 

La  var.  (3  fosca  citala  da  Moq.  Tand.  (Moli.  Fr.)  è  stata  raccolta  a 
Tivoli. 

21.  HELIX  VILLOSA. 

1802  Hblix       pilosa  A Iten.  Syst.  Aband.  pag.  46. 
1805      »  villosa  Drap.  Hist.  moli.  pag.  104,  n?  36. 

1837  Bradybaena  »       Beck  Ind.  moli.  pag.  so. 
1837  FjiuTicicaLA  »       Held.  in  Jsis  pag.  9i4. 

Figure. 

Alien*  Syst.  Àbandl.  Tav.  X,  fig.  7. 
Drap.  Hist.  Tav.  VII,  fig.  18. 

Il  Sig.  Can traine  nella  sua  «  Malacologie  Medi t erra n^enne,  Bruxelles  1841  » 
asserisce  cjie  VH.  villosa  Drap,  vive  eziandio  sul  Monte  Testacelo  (Mons 
Testaceus  degli  antichi)  in  Roma;  ed  h  ùnicamente  sull'autorità  del  medesimo 
che  io  ho  ricordato  qui  sopra  la  detta  elice,  tuttoché  finora  si  ritenga  es- 
sere una  specie  esclusivamente  del  Nord.  Del  resto  ad  onta  di  ripetute  ed 
accurate  ricerche  nella  suindicata  località,  né  a  ine  né  ad  altri  che  io  mi 
sappia  (escluso  il  Sig.  Cantraine)  è  stato  dato  fin  qui  di  rinvenire  la  detta 
specie  in  Roma. 

Sezione  VI.  Monaca  Hartmann  1844. 
22.  HELIX  GREGARIA. 

1839  Helix  onychzba  var.  Rossm.  Icton  Voi.  IX,  pag.  7. 

1842      )>      Olivieri  Pirapio  Nota  Moli.  Sic  pag.  *,  (non  Mioh,  nec  Fór.) 

1848     »     Syriaca  var.  B  Pfr.  Mon.  Bel.  viv.  Voi.  I,  pag.  usi,  (non  Eh  rem.) 
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1859  Helix  gregaria  Ziegler  in  Rossm.  Icon  IX,  pag.  7,  a.9  569. 
1859      »      occulta  Bivona  (pater)  olim,  teste  Pira j no  in  Benoit  Moli,  estra- 
niarmi, Sicilia. 

Figure 

Rossm.  Icon.  Tav.  XLIII,  fig.  569. 

Benoit.  IH.  Sist.  Grit.  Icon.  Sic.  Tav.  Ili,  fig.  19. 

Non  rara  nei  luoghi  incolti  nel  territorio  di  Civitavecchia  e    Terra  ciò  a. 

10.  HELIX  OLIVIERI. 

1821  Helicella  Olivieri  Fér.  Proci.  n.°  255  (non  Mich.) 
1837  Helix  Olivieri  Rossm.  Icon.  VI,  pag.   37. 

Figure. 
Rossm.  Icon.  Tav.  XXVII,  fig.  365. 

La  specie  di  cui  sopra  h  piuttosto  rara  nella  Provincia.  Tuttavia  può 
raccogliersi  alle  Paludi  Poutine  e  sul  cratere  di  un  antico  vulcano  Laziale, 
oggi  detto  Campi  di  Annibale.  Essa  corrisponde  precisamente  alla  Var. 
nana  designata  dall'esimia  malacologa  Sig.*  Marchesa  Paulucci  nella  sua 
«  Fauna  Malacologica  della  Calabria  1879,  pag.  7i   ». 

24  HELIX  CARTHUSIANA. 

1774  Helix  Carthusiana  MùH.  Verm.  hist.  Voi.  II,  pag.   15. 

1792      »       arenaria  Olivi  Zool.  Ad  ria  t.  pag.   178  (non  Ziegler). 

1801       j>       carthusianella  Drap.  Tabi.  Moli.   pag.  86. 

I821       »      rimarginata  Grajr  Nat.  arrang.  Moli,  in  Med.  rep.  Voi.  XV,  p.  239. 

1826  Thera  Carthusianella  Risso  Hist.   nat.  Eur.  mer.  Voi.  IV,  pag.  75. 

1831  Tera  d  Leach.  Brit.  Moli.  pag.  95,  (ex  Turton). 

1833  Helix  Girsii  Leach.  in  Brown  Illust.  Condì. 

1833  Monacha  Carthusianella  Fitz.  Syst.   Verz.   pag.  95. 

1837  Bradyraena  Carthusiana  Beck  Ind.  Moli.  pag.  19. 

1837  Frutticola  Carthusianella  Held.  in  Isis  pag.  914. 

1870  Helix  lucina  Chier.  in  Brusina.  Ipsa  Chier.  Conch.  pag.  222. 

1876  »      claustrale  Ziegler  in  Pfeiffer.  Mon.  Hel.  viv.  pag.  221. 

1877  Hygrohia  Carthusiana  Iouss.  Malac.  Paris  Bull.  Soc.  Zool.  Fas.  Vili. 
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Figure. 

Rossm.  Icod.  Tav.  XXVII,  fig.  366  b. 
Hidalgo  Cat.  le.  Tav.  XXIII,  fig.  249-251. 
Drap.  Hist.  moli.  Tav.  VI,  fig.  31-32. 
Iousseaume  Mal.  Paris  Tav.  III.  fig.   i,  s. 
Àlbin.  Gras  moli.  Fr.  Tav.  II,  fig.  24. 
Moq.   Tand.  Hist.  Tav.  XVI,  fig.  20-26. 

Varietà'  i.1 

1830  Helix  rufilabris  Jeffr.  in  Trans.  Linn.  XVI,  pag.  509. 

Figure . 
Jeffrejrs  in  Trans.  Linn.  XVI,  fig.  25-26. 

Il  tipo  delle  suddette  specie  è  comune  e  trovasi  sparso    ovunque    esiste 
una  vegetazione  rigogliosa  :  la  var.  rufilabris  non  h  rara  in  quel  di  Terracina. 

25.  HELIX  ADIECTA. 

1832  Helix  adiecta  De  Crist.  in  Rigacci  Cat.  Co  neh.  pag.  32,  n?  2631. 
1837  Theba       »       Bech  Ind.  Moli. 

Cito  la  suddetta    elice  sotto  la    suindicata    denominazione  specifica  fide 
Rigacci  nella  cui  collezione  esiste   come  proveniente    da  Palestrina    (Con- 
.  torni  di  Roma). 

Serione  VII.  Eulota  Hartmann.  1844. 
26.  HELIX  GANTIANA 

i80i  Helix  carthusiana  Drap.  Tabi.  Moli.  pag.  86  (non  Muli.) 

1801  »      cantiana  Mont.  Test.  Brit.  pag.  422. 

1803  »      pallida  Donovan.  Brit.  Moli.  pag.  94  (ex  Turton). 

1831  Teba  cantiana  Leach.  Brit.  Shell.  V. 
1837  Bradybjsna  »     Beck  Ind.  Moli.  pag.  19. 

Figure . 

Rossm.  Icon.  Tav.  XXVII,  fig.  364,  b. 
Montagli  Test.  Brit.  Tav.  XIII,  fig.  i. 
Drap.  Hist.  Tav.  VI,  fig.  3t. 


_  /f08  — 

C.  Pfr.  Naturg.  Ili,  Tav.  VI,  fig.  a-3. 
Rossm.  Kob  elt  Fig.  1201. 

Vaiieti    1/ 

1826  Tbeba  rubella  Risso  Hist.  nat.  Enrop.  mer.  pag.  75,  n!  169. 
1871  Helix  Da  Campo  Villa  in  schedis  Bull.  Malac.  It.  pag.  83. 

Varietà9  2/ 

1826  Theba  cemenelea  Bisso  Hist.  uat.  Euiop.  mer.  pag.  75,  n°.  168. 
1848  Helix  Galloprovincialis  Dup.  Hist.  moli.  Voi.  II,  pag.  204,  n?  52. 
is72      »      Ancona  Issel.  Àpp.  Cat.  moli.  Pisa  pag.  63,  ri?  «. 

Figure . 

Drap.  Hist.  Moli.  Tav.  IX,  fig.  5. 
Dupuy.  flist.  Moli.  Tav.  IX,  fig.  5. 

Varietà*  3/ 

» 

1881  Helix  gantiana  var.  Camparica  Panlucci  Bull.  Malac.  Ital.  pag.  87. 

Figure. 
Bull.  Malac.  Ital.  1881  Tav.  II,  fig.  1. 

Vamsta'  */ 
1881  Helix  cantiana  var.  Almonis  mihi. 

UH.  cantiana  Moni,  tipica  si  presenta  assai  frequentemente  nella  nos- 
tra Provincia  e  fu  raccolta  a  Mori  te  rotondo,  Tivoli  ed  altrove. 

La  var.  rubeUa  Bisso  oon  è  rara  a  Monticelli  e  Terraciaa. 

La  var.  cemenelea  Risso,  scontrasi  .sovente  parimenti  a  Terracina  ed 
anche  a   Frosifcoae. 

La  var.   Campanica  Paulucci  ai) ita  i  dintorni  di  Roma, 

Finalmente  sotto  la  denominatone  di  B*  cantiana  var.  Almonis  ho  cre- 
duto opportuno  di  segnalare  una  mutazione  oltremodo  interessante  della 
suindicata  specie  che  si  rinviene  in  preferenza  nella  zona  dei  vigneti  che 
che  circondano  la   nostra  citta. 

Togliendo  ad  esame  questa  varietà,  a  primo  aspetto  sì  giudicherebbe  par- 
tecipare in    egual  proporzione    dei  caratteri  specifici  detta  H.  cartkusiami 
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Muli,  e  della  H.  cantiana  Moiit.  var.  Cemenelea  Risso,  di  guisa  che  si 
potrebbe  ritenere  quasi  come  l'anello  di  coagi  unzione  tra  le  anzidette  due 
specie.  Infatti  per  quanto  attiensi  alla  forma  presso  die  piana  superiormente 
non  che  per  l'insieme  dello  svolgimento  della  spira,  (juesta  conchiglia  ras- 
somiglia assai  da  vicino  la  H.  carthusiana  var*  (3  major  Drap.  (Hist.  MolL 
Fr.  pag*  ìqi)  mentre  per  converso  sia  pei  suo  ombelico  sia  per  la  forma 
inferiore  dell'ultimo  anfratto,  sia  pel  colore  rossigno  che  notasi  in  pros- 
simità dell'apertura  e  soprattutto  per  la  sagoma  dell'apertura  medesima, 
che  relativamente  può  dirsi  grande  e  quel  che  più  monta,  sempre  inferior- 
mente tondeggiante,  non  può  revocarsi  in  dubbio  che  presenti  una  glande 
affinità  col  H.  cantiana  Var.  Cemenelea  Risso:  ciò  posto,  a  prescindere 
che  la  nostra  Uelix  é  fortemente  sagrinata  in  tutta  il  suo  guscio»  come  et* 
l' incirca  lo  sono  altresì  le  due  specie  summentovate,  fatto  riflesso  che  YH. 
carthusiana  anziché  essere  ombelicata  h  piuttosto  semplieemente  rimata, 
poiché  in  sostanza  sono  maggiori  i  caratteri  che  l'avvictneiio  alla  Can- 
tiana Mont.  anziché  alla  Carthusiana  Muli,  in  attesa  che  da  altri  venga 
più  accuratamente  studiata,  ho  preferito  designarla  conte  una  varietà  della 
prima,  anziché  della  seconda  delle  suindicate  specie,  indicandola  sotto  il 
nome  di  H.  cantiana  var.  Mmonis,  avendo  frequentemente  constatato  la 
sua  presenza  nelle  ripe  erbose  dei  fossi  di  scolo  delle  vigne  che  occu- 
pano di  presente  la  valle  dello  storico  fiume  Aimone. 

La  Chiarissima  Signora  Marchesa  Paulucci  alla  quale  comunicai  parecchi 
esemplari  della  suddetta  elice,  associandosi  al  suesposto  opinamento,  si 
compiacque  altresì  dichiararmi  ritenerla  positivamente  come  una  forma  lo- 
calizzata, tanto  più  che  a  suo  giudizio  veruna  specie  né  d'Italia  né  di 
Francia  potrebbe  esserle  paragonata- 

27.  HKLIX  ORSINI 

1841  Helix  Orsini  Porro  in  Villa  Disp.  Si&t.  pag.  54,  n?  3. 

1869      »       Orsinii  Tiberi  in  Bull.  Soc.  Malac,  It.  pag.  66,  n?  4. 

Figure. 
Bull.  Malac.  Ital.  18G9  Tav.  ìli*  fig.  9— ti. 

La  suddetta  specie  fino  ad  ora  e  stata  trovata  unicamente  nei  terreni 
vallivi  e  cespugliosi  del  territorio  di  Sezze. 
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Seiione  Vili.  Campyljba  Beck  1837. 
28.  HEL1X  PLANOSPIRA. 

1826  Helix  zonata  C.  Pfr.  Naturg.  moli,  pag.  19.  (non  Stud.) 

1832  »       vittata  Jan  Cat-  rerum  Nat.  pag.  3,  n?  107  (non  Muli,  nec  Villa). 

1837  Campyljea  planospira  Beck  Ind.  Moli.  pag.  25. 

1838  Helix  »       *   Lamk.  Anim.  sans  vert.  Voi.  Vili,  pag.  48,  n?  48. 

1838  »      umbilicaris  Brumati  Cat.  sist.  con  eh.  Monfalcone  (non  Olivi). 

Figure 

Daud.  Hist.  Tav.  LXVIII,  fig.  7-10. 

Rossm.  Icon,  Tav.  II,  fig.  90. 

Mich.  compi.  Drap.  Tav.  XIV,  fig.  3-4. 

Varietà*  i/ 

1825  Helix  setolosa  Briganti  Desc.  due  nuove  elici.  Atti  R.  Accad.  Scienze 

Napoli,  Voi.  II,   pag.   168. 
1835  Helix  setipila  Ziegler  in  Rossm.  Icou.  pag.  2  (non  Bourg.) 

1839  »      se  tosa  Costa  (senior)  Faun.  Gast.  pulm.  pag.  9  (non  F4r.) 

Figure. 

Paulucci  Fauna  Calabria  Tav.  IV,  fig.  1,  2,  5. 
Bourg  Amen  Malacol.  Tav.  XII,  fig.  5-6. 
Uberi  Quelq.  Moli.  Tav.  I,  fig.  2. 
Rossm.  Icon.  Tav.  VI,  fig.  89. 

Varietà*  2.* 

1829  Helix  planospira  Costa  Cat.  test.  Due  Sic.  pag.  105,  109  (non  Lamk.) 
1869      »      pubescens  Tiberi  Note  add.    Con  eh.  Abruzzi    Bull.   Malac.  Ital. 
Anno  II,  p.  A4. 

Figure. 
Tiberi  Quelque  Moli.  Neap.  Tav.  I,  fig.  3. 

Varietà'  3/ 
isso  Helix  planospira  var.  Alifìensis  Paulucci  Bull.  Soc.  Malac.  issi,  p.  95. 

Figure. 
Bull.  Soc.  Malac.  Ital.  1881  Tav.  II,  fig.  3. 
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Sull'autorità  della  Ch.  Sig.  Marchesa  Paulucci,  la  quale  nella  sua  «  Fauna 
Malacologica  della  Calabria  »  rese  già  di  pubblica  ragione  un  suo  detta- 
gliato ed  interessantissimo  studio  sulP  H.  pian os pira  Lamk.  e  sue  muta- 
zioni, sono  in  grado  di  poter  assicurare  che  le  Elici  di  questa  specie  vi- 
venti nella  Provincia  Romana  (Subiaco,  Civitavecchia,  Civitacastellana,  Pi- 
perno  ecc.)  appartengono  realmente  alla  forma  tipica  :  lo  che  peraltro  non 
esclude  che  nella  Provincia  stessa  si  trovino  altresì  le  tre  varietà  suindicate. 

La  var.  setulosa  Briganti  già  segnalata  da  Rpssmassler  come  vivente 
nello  Stato  Romano  (Ròmisches  Gebiet)  vive  in  preferenza  nei  boschi  che 
attorniano  il  Monte  Cavo  in  una  ragione  assolutamente  vulcanica. 

La  var.  pubescens  Tiberi  è  comune  a  Monticelli. 

La  var.  Jlifasnsis  Paulucci  abita  Tivoli. 

29.  HELIX  MACROSTOMA. 

1818  Helix  macrostoma  Muhlf  in  Mus.  Caes  Vindob. 

1836      »       planospira  Phil.  Moli.   Sicil.  pag.   130. 

1875      »       sic u lina  Ziegler    fide    Benoit,  Catal.  Condì.  Sic.    n?  18  in  Bull. 

Soc.  Mal. 
1875      »       pervia  et  didyma  Muhlf.  fide  Benoit  loco  citato. 

Figure. 
1857  Benoit  III.  Sicil.  Tav.  IV,  fig.  18. 

Il  Sig.  Ed.  v.  Martens  ammette  che  la  suddetta  specie,  la  quale  in  so- 
stanza sembra  possa  riferirsi  ad  una  var.  pilosa  della  H.  planospira  Lamk. 
abiti  Subiaco  (Provincia  Romàna). 

Vedi  note  bibliografiche  riguardanti  i  molluschi  terrestri  e  fluviatili 
d'Italia.  Bollettino  Malacologico  Italiano  Voi.  III.  Suppl.  1870. 

Sezione  IX.  Xerophila  Held.  1837. 
30.  HELIX  PISANA 

1774  Helix  Pisana  Muli.  Verm.  hist.  Voi.  II,  pag.  60. 

1777  »       zonaria  Penn.  Brit.  Zool.  pag.  137. 

1778  Cochlea  viRGATA  Da  Costa  Test.  Brit.  pag.  70. 

1702  Helix  petholata  Olivi  Zool.   Àdrìat.  pag.  178. 

1801       »       rbodostoma  Drap.  Tabi.  Moli.  pag.  74. 

1803      »       cingenda  Mont.  Test.  Brit.   pag.  418. 

53 
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1817       »      strigata  Dillw.  Descr.  Cat.  Shells  pag.  Oli  (non  Muli.) 

1826  Thbba  Pisana  Risso  Hist.  nat.  Eur.  merid.  Voi.  IV,  pag.   75. 

1831  Teba  cingenda  Le  a  eh.  Brit.  Moli.  pag.  99  (ex  Turton). 

1837  Xeropbila  Pisana  Held.  in  Isis  pag.  913. 

1840  Euparypba  RBODOSTOHA  Hartm.  Erd.  Sììbsw.  Gast.  Voi.  I,  pag.  204. 

Figure. 

Gu alt.  Ind.  Test.  Tav.  XII,  fig.  G. 
Hidalgo ^Cat.  Icon.  Tav.  XIII,  fig.  116-127. 
Chemn.  Kust.  Tav.  XXII,  fig.  5-6. 
Drap.  Hist  Moli.  Tav.  V,  fig.  13-15. 
Moq.  Tand.  Tav.  IXX,  fig.  18-19. 

Varietà'  !.■ 
183?  Helix  Pisana  var.  major  Rossm.  Icon.  Voi.  VI,  Tav.  XXVI,  fig.  359,  a. 

Varietà9  2/ 

isso  Helix  Pisana  var.  b  Menke  Syn,  Moli.  pag.  3. 

1855      »      Ziegler  in  Moq.  Tand.  Hist*  Moli.  Frane,  pag.  259. 

Varietà'  3.a 
1855  Helix  Pisana  var  alba.  Moq.  Tand.  Hist.  Moli.  Fr.  pag.  260. 

Varietà*  4." 

1869  Helix  Pisana  var.  Capitolina  Fon  te  maggi  Rigacci  in  schedis. 

Il  tipo  è  abbondantissimo  in  tutta  la  zona  litorale  ed  anche  in  altre 
località  della  nostra  Provincia,  come  le  pianure  delle  acque  Àlbnle  ecc. 
Quest'  elice,  la  quale  come  h  noto,  vive  in  numerose  famiglie  sugli  steli 
delle  piante,  è  commestibile  in  Roma  a  prezzo  vile,  ove  si  vende  ordina- 
riamente cotta  per  consumo  del  basso  popolo  che  ne  è  ghiotto  soprattutto 
nella  notte  della  vigilia  di  S.  Giovanni.  Oltre  le  varietà  J.%  2*,  e  s,a  di 
sopra  notate  ho  aggiunto  per  semplice  notizia  che  esiste  nella  Collezione 
Rigacci  in  Roma  un  magnificò  esemplare  registrato  col  nome  di  Helix  Ca- 
pitolina Font  emaggi ,  il  quale  presenta  la  specialità  di  una  serio  di  fascie 
ben  nette  e  continuate  in  tutti  gli  anfratti,  di  color  fulvo  più  o  meno 
carico  e  che  affetta  l'apparenza  esteriore  di    una  vera  H.  nemoralis  anche 
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per  la  sua  grandezza.  Il  suddetto  esemplare  venne  raccolto  dal  Sig.  Fon- 
temaggi  nei  giardini  sottostanti  il  Campidoglio. 

31.  HELIX  AL1BRANDI. 

1874  Helix  Alibrandi  Rigacci  Gat.  conch.  n?  2649. 

Noto  come  specie  YH.  Alibrandi  Rigaceli  perchè  sono  stato  ripetuta- 
mente assicurato  dai  suddetti  signori  Rigacci  che  quest'elice  fu  già  accet- 
tata con  il  suindicato  nome  da  molti  illustri  conchigliologi  italiani  e  stra- 
nieri senza  osservazioni  in  contrario. 

Non  pertanto  mi  corre  l'obbligo  di  far  rilevare  che  la  suddetta  elice 
ha  molta  analogia  colla  H.  Pisana  var.  alba  Moq.  Tandon  ricordata  anche 
dal  Ch.  Dott.  Gentiluomo  nel  suo  Catalogo  dei  Molluschi  Toscani,  colla 
quale  tuttavia  non  potrebbe  assolutamente  identificarsi  per  la  ragione  che 
manca  in  essa  uno  dei  caratteri  distintivi  della  Pisana,  ammesso  dallo 
stesso  Moquin  Tandon,  cioè  a  dire  della  bocca  più  o  meno  rosea,  carat- 
tere che  non  rilevasi  affatto  nella  nostra  elice.  Del  resto  fatta  astrazione 
dal  colore  della  conchiglia  che  h  di  una  candidezza  totalmente  ni  ve  a,  per 
amor  di  verità  non  posso  omettere  di  dichiarare  che  tutti  gli  altri  carat- 
teri dell'//.  Pisana  Muli,  si  rinvengono  anche  in  quest'elice  a  modo  che 
per  quanto  almeno  io  ne  penso,  non  andrebbe  lungi  dal  vero  chi  amasse 
sostenere  che  la  medesima  in  sostanza  sia  una  mutazione  albina  della  //. 
Pisana  comune. 

La  suddetta  elice  piuttosto  rara  vive  in  comunione  colla  H.  Pisana  tipica 
nelle  regioni  marittime  della  nostra  Provincia  e  più  precisamente  nei  pressi 
di  Civitavecchia  ove  fu  raccolta  fin  dal  1366  dal  distinto  conchigliologo 
Sig.  Avv.  Cesare  Alibrandi  di  Roma  (ì)  in  omaggio  al  quale  piacque  al 
Rigacci  (Giovanni)  d'intitolarla  col  nome  di  lui.  , 

32.  HELIX  ANXURINA 

1874  Helix  Anxurina  Rigacci  Catalog.  Rigacci  n?  2672. 

Ho  riportato  come  specie  questa  bellissima  elice  che  fa  parte  della  ricca 
collezione  dei  signori  Rigacci,  sull'autorità  del  Ch.  Prof.  Achille  Costa  di 
Napoli,  il  quale  secondo  che  mi  fu  riferito  dai  prefati  Signori  si  sarebbe 
esternato  nel  senso  di  ammetterla  realmente  come  una  nuova  specie.  La 
suddetta  conchiglia  fu  raccolta  nelle  vicinanze  di  Terracina  (antica  Anxur) 
e  misura  in  larghezza  mm.  12  in  altezza  mra.  11.  Del  resto  questa  concili- 
li) Il  sunnominato  naturalista  Sig.  Alibrandi  ha  dovuto  abbandonare  ora  è  già  qualche  anno 
i  suoi  prediletti  studi  Malacologici  a  seguito  di  una  penosa  ed  incurabile  malattia  dalla  quale 
è  stato  sventuratamente  colpito. 
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glia,  che  per  quanto  riguarda  la  forma  si  potrebbe  a  prima  vista  carat- 
terizzare per  una  semplice  anomalia  della  H.  Pisana  Muli,  differisce  in 
qualche  modo  da  questa  per  avere  i  suoi  giri  nella  parte  superiore  più 
appiattiti;  l'ultimo  poi  dei  suddetti  giri  essendo  assai  meno  sviluppato  in 
larghezza  e  più  rigonfio  in  altezza  che  nella  Pisana  ne  modifica  sensibil- 
mente la  bocca,  la  quale  per  conseguenza  risulta  ben  più  arrotondata  che  nel 
tipo.  Inoltre  quest'elice  non  solo  h  fortemente  malleata  ma  si  scorge  al- 
tresì sotto  la  lente  (inamente  striata  tanto  nel  senso  longitudinale  che  in 
quello  trasversale  (decussata). 

Quello  poi  che  conferma  l'eccezionalità  di  questa  conchiglia  si  è  il  ve- 
dere sulla  medesima  nettamente  distinti  su  tutti  gli  anfratti  a  cominciare 
dal  primo,  i  successivi  strati  di  accrescimento,  marcati  ciascuna  da  una 
linea  cenerina  vagamente  sfumata,  colorito  che  si  mantiene  costante  anehe 
nell'interno  e  nel  peristoma  in  cui  manca  affatto  il  color  roseo  tipico  della 
Pisana:  inoltre  a  vieppiù  accrescere  l'eleganza  di  questa  colorazione  spe- 
ciale, la  conchiglia  è  ornata  da  una  fascetta  tinta  in  castagno  scuro  che 
ricorre  andantemente  alla  base  di  ciascun  anfratto  compreso  l'ultimo  sul 
quale  se  ne  scorgono  tre. 

Ho  voluto  dare  un  semplice  cenno  intorno  a  questa  conchiglia  affinchè 
possa  aversi  un'idea  della  H.  Ànxurina  Iiigacci  ricordata  unicamente  nei 
succitato  Catalogo,  ma  non  mai  fin  qui  pubblicata. 

33.  HELIX  AMMONIS. 

1837  Helix  Ammonis  Schm.  (in  litt.) 

1854  Helix  candicans  Menegazzi  (partira)  in  spec.   Mus.   Accad.   Veron. 
»         ebicetorum  Auct*  plur  (non  Drap.) 

Figu  re . 
Rossm.  Kobelt.  Tomo  V,  Tav.  CXL1II,  fig.  1423-1424. 

Abita  Terracina,  Acuto,  Palestrina,  sopra  gli  steli  secchi  del  grano  e  si 
trova  eziandio  nei  contorni  di  Roma. 

34.  HELIX  DISCREPANS. 
1860  Helix  bathyomphala  TiberilUill-  Malac.  It.  Anno2?pag.  io,  li  (non  Charp). 
1878      »     discrepans  lìberi  Quelq.  Moli.  Napol  pag.   u. 

Figu  re . 
Tiberi  Quelq.  Moli.  Nap.  Tav.  II,  fig.  a. 
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Vive  in  numerose  famiglie  sopra  ì  monti  calcarei  che  attorniano    il  ba- 
cino lacustre  di  Anticoli. 

35,  HELIX  VABIABILIS 

1800  Helix  bonària  Donow.  Brit.  Shell.  Voi.  II,  pag.  LXV  (non  Penn.) 

1801  »       vABiABiLis  Drap.  Tabi.  Moli.  pag.  73. 
1803      »       virgata  Mont.  Test.  Brit.  pag.  411. 

1817       »      elegans  Brown  "Wero.  Trans.  Voi.  VI,  pag.   524  (non  Drap.) 

1826  Helicella  variabilis  Risso  Hist.   nat.  Europ.  merid.  Voi.  IV,  pag.  71. 

1831  Teba  virgata  Leach.  Brit.  Moli.  pag.  93  (ex  Turton). 

1837  Xerophyla  variabilis  Held.  in  Isis  pag.  913. 

1879  Theba  virgata  Iouss.  Malac.   Paris  Bull.  Soc.  Zool.   Fas.  IX,  pag.  211. 

Figure. 

.  Brown  Wern.  Trans.  Tav.  XXIV,  fig.  9. 
Gualt.  Ind.  Tav.   II,  fig.  A. 
Drap.  Hist.  Moli.  Tav.  V,  fig.  11-12, 
Rossm.  Icon.   Tav.  VI,   Fig.  356. 
Moq.  Tand.  Hist.  Moli.  Tav.  XIX,   fig.  21-26. 
Iousseaume  Malacol.  Paris  Fas.  IX,  Tav.  Ili,  fig.  7-8. 

Varietà'  i.a 
1876  Helix  obsoleta  Ziegler  (in  Pfeiffer)  Mon.  Helic.  viv.  Suppl.  IV. 

Varietà*  2.* 
1876  Helix  agreabilis  Ziegler  (in  Pfeiffer)  loco  citato. 

Varietà*  3." 
1876  Helis  disjuncta  Turton  (in  Pfeiffer)  loco  citato. 

Varietà'  4.a 

1876  Helix  monilifera  Menk.  (in  Pfeiffer)  loco  citato. 

Varietà'  5.* 

1855  Helix  Istriensis  Ziegler  (in  Moq.  Tand).  Moli.  Fr.  pag.  263. 
1855      »       variabilis  var.  albicans  Moq.   Tand.     loco  citato. 

Varietà'  6.* 

1876  Helix  variabilis  var.  |3  Pfeiffer  Mon.  Hel.  viv.  Suppl.  IV- 
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Speqie  coraunissiraa  in  tutta  la  Provincia,  Le  varietà  i.%  i.%  4.%  6.a  sono 
state  designate  nel  Catalogo  Rigacci  coli' habitat  Roma. 

La  varietà  3/  proviene  da  Monticelli,  la  varietà  s.a  da  Castel  Madama. 

36.  HELIX  PROFUGA, 

1801  Helix  striata  Drap.  Tabi,  Moli.  pag.  91  (non  Mi  eh.) 

1854      »      profuga  À.  Schm.  Malak.  Blatter  Voi  I,  pag.  28. 

1870      »      fimbriata  Chier.  (in  Brusi na)  Ipsa  Chier.  Conch.  pag.  224. 

Figure. 

Rossm.  Icon.  VI.  Tav.  XXVI,  fig.  354  b. 
Drap.  Hist.  Moli.  Tav.  VI,  fig.  18-19. 

Specie  comune  .quasi  come  la  precedente:  riscontrasi  a  Roma,  Civita- 
vecchia, Velie  tri,  ecc.,  ecc. 

37.  HELIX  HAMILGARIS 

1877  Helix  Hamilcaris  Kobelt  in  Rossaiassler  pag.  ios« 

Figure. 
Cont.  Rossmàssler.  V.  Tav.  CXLV,  fig.   1449. 

Specie  rappresentata  finora  nella  nostra  Provincia  da  una  sola  spoglia 
rinvenuta  sulla  spiaggia  del  mare  presso  Terracina,  forse  proveniente  dagli 
scoli  dei  corsi  di  acqua  Pontini. 

38.  HELIX  MARITTIMA. 

1801  Helix  marittima  Drap.  Hist.  Moli.  pag.  85.   n?  13. 
1837  Theba        »         Beck  IikL  Moli.  pag.   ir. 

Figure. 

Rossm.  Icon.  Tav.  XLVII,  fig.  612  e. 
Drap.  Hist.  Tav.  V,  fig.  9-10. 

Rara,  sulla  spiaggia  del  Mediterraneo. 

39,  HELIX  AP1CINA 

1822  Helix  apicina  Lamk.  Anim.  sana  vert.  Voi.  VI,  pag.  93,  n?  102. 
1827      »      cenisja  Gharp.  Moli.  Suiss.  pag.  tf,  n?  42. 
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1827  Toeba  apigina  Beck.  Ind.  Moli,  pag.   12. 
1837  Xerophyla  apigina  Held.  iu  [sis  pag.   913. 

Figure . 

Hidalgo  Cat.  Icon.  Tav.  XVI,  fig.   155-157. 
Rossm.  Icon.  Tav.  XXVI,  fig.  312. 
Fér.  Hist.  Tav.  LXXXV,  fig.  19,  22. 
Mich.  Compi.  Drap.   Tav.  XV,  fig.  9-10. 
Charp.  Moli.  Suisse  Tav.   I,  fig.  21. 
Moq.   Tand.   Hist.  Tav.  XVII,  fig.  29,  35. 

Non  rara  nella  Provincia.  Cora  unirsi  ma  al  Cimitero  di  Roma  (GàtHpo  fu- 
rano) sopra  i  tumuli  dei  sepolcri* 

40.  HELIX  CONSPURCATA. 

1801  Helix  conspurcata  Drap.  Tabi.  Moli.  pag.  93. 

1826  Tbeba  »  Risso  Hist.  Europ.   merid.  Voi.  IV,  pag.  74. 

1832  Helix  radiolata  Jan  (fide  Benoit)  Cat.  Moli.  Sic.  n.°  92. 

Figure. 

Rossm.  Icon.  Voi.  VI    Tav.  XXVI>  fig.  351. 
Drap.  Hist.  Tav.  VII,  fig.  23-25. 
Bourg.  Malac.  Alg.  I  Tav.  XX,  fig.  1-8. 
Moq.   Tandon  Hist.  Moli.  Tav.  XVIII,  fig.  1-6. 

Frequentissima  sotto  le  pietre  ammassate  e  nelle  fessure  dei  vecchi  muri 
in  campagua.  Roma,  Subiaco,  Frascati,  Civitavecchia,  Rocca  di  Papa,  Ter- 
racina,  Anticoli,   Velletri,  Viterbo  ecc.  ecc. 

41.  HELIX  PYRAMIDATA 

1805  Helix  pyramidata  Drap.  Hist.  Moli.  pag.  so,  n?  4. 

1826  Theba  »  Risso  Hist.  nat.  Eur.  mer.  Voi.   IV,  pag.  74  n°   164. 

1837  Xerophyla  »  Beck  lnd.  Moli.  pag.  u< 

1869  Helix  meridionale  O.   Costa  (fide  Tiberi)  Note  addizz.  Martens. 

1875  »      rugosiuscola  Calcara  (fide  Benoit)  Conch.  Sicil.  n?  93. 

1876  »      litoralis  et  spectabilis  Zieglèr  (in  Pfeiffer)  Mon.  hel.  viv.  pag. 

234,   n?   1488. 
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s 

Figure. 

Bourg.  Malac.  Alg.  Tav.  XXX,  fig.  26-32. 
Rossm.  Icon  VI.  Tav.  XXVI,  fig.  349. 
Drap.  Hist.  Tav.  V,  fig.  6. 
Moq.  Tand.  Ilist.  Tav.  XX,  fig.  1-5. 

Si  trova  piuttosto  frequentemente  sopra  i  rami  delle  piante  secche,  spe- 
cialmente sulla  spiaggia  del  mare  che  bagna  la  nostra  Provincia:  vive  al- 
tresì nelle  pianure  della  Valle  del  Sacco  presso  Prosinone. 

42.  HELIX  ELATA 

1822  Helix  elata  Faure  Biguet  in  Feruss.   Prodrome. 

1836  Càràcolle  elata  Fér.  (fide  Philippi)  Enum.  Moli.  Sic. 

1875  Helix  elegans  Delle  Chiede  (in  Benoit)  Conch.  Sicil.  ti?  ìoo. 

Figure. 
Rossm.  Icon.  Tav.  XVI,  fig.  344. 

La  specie  di  cui  sopra,  h  rappresentata  nella  mia  piccola  raccolta  da  un 
solo  esemplare  che  rinvenni  sulla  spiaggia  del  mare  in  mezzo  alle  spoglie 
di  altre  elici  fra  il  Porto  di  Badino  e  Torre  Olevola  :  ritenendo  possa  es- 
sere stata  convogliata  in  mare  dai  fiumi  Pontini,  comprendo  questa  elice 
nel  presente  Catalogo,  quantunque  uh  da  me  né  da  altri,  per  quanto  io 
conosca,  sia  stata  finora  trovata  vivente  nella  nostra  Provincia. 

43.  HELIX  TROCHOIDES. 

1789  Helix  trochoides  Poir.   Voy.  Barb.   Voi.   II,  pag.  29. 

1801       »       conica  Drap.  Tabi.   Moli.  pag.  69. 

1826  Helicella  »  Risso  Hist.  nat.  Europ.  mer.   Voi.  IV,  pag.  65. 

1837  Theba  conica  et  trochoides  Beck.  Imi.  Moli.  pag.   10—11 . 
1837  Xebophyla  conica  Held.  in  Isis  pag.  913. 

1841  Helix  turritella  et  rejhissa  Parr.  io  Villa  Disp.  syst.  Conch.  pag.  is. 

1841  »       pyhamidella  Jan  in  Villa  loco  citato. 

1846  »       pumilio  Pfr.  Symb.  Voi.  II. 

1870  »      algira  Chier.  in  Brusina  Prin.  Jaudransk  pag.    ìoo. 

Figure. 
Rossm.  Icon.  Tav.  VI,  fig.  347. 


—  .449  — 

Drap.  Hist.  Tav.  V,  fig.  *-4-5. 

Moq.  Tand.  Hist.  Tav.  XX,  fig.   13-17. 

Bourg  Malacol.  Alger.  I,  Tav.  XXXII,  fig.  23-23. 

Varietà'  i.V 

•         •  •  * 

is37  Helix  sulculata  Jan.  in  Rossra.  Icon.  pag.  25. 

1839      a      rugosa   Aradas  e  Maggiore  Cat.  pag.  68. 

1843       1»       rugosdla  Phil.  Moli.   Utr.  Sic-  Voi.  II,  pag.  207. 

1846      »      trochoides  var.  Chemn.  Kuster  Ediz.  II,  Helic  n!  .134. 

Figure. 

Chemn.  Ed.  2.a  Tav.  XXIII,  fig.  12-13. 
Rossm.  Icon.  Fig.  348. 

Varietà'  2/ 

1836  Helix  catenata  Parrejss.  Phil.  Enum.  Moli.  Sic.  Voi.  I,  pag.  134,  n?  10. 

UH.  trochoides  abita  in  preferenza  le  località  marittime  della  nostra 
provincia:  si  trova  in  abbondanza  tra  le  sabbie  ed.  i  detriti  sul  lido.  Può 
raccogliersi  anche  lungo  le  sponde  del  canale  delle  acque  Albule. 

La  var.  sulculata  Jan  è  piuttostn  rara  e  si  trova  talora  sulla  spiaggia 
del  mare  tra  Terracina  ed  il  promontorio  Circeo.  La  var.  catenata  Parr. 
vive  nei  contorni  di  Palo. 

■ 

44.  HELIX  TERRESTRE. 

1774  Helix  crenulata  Muli.  Verm.  hist.  Voi.  II,  pag.  68  n?  263. 
1777  Troghus  terrestris  Penn.  Brit.  Zopl.  pag.  127. 
1801   Helix  elegans  Drap.  Tabi.  Moli.  pag.  70  (non  Brown.) 
I822  Caracolla  »     Lamk.  Anim.  sans.  vert.  Voi.  VI,  pag.  100. 
1826  Helicella  »     Bisso  Hist.  nat.  Europ.  merid.  Voi.  IV,  p.  69. 
1828  Helix  terrestris  Flem.  Brit.  anim.  pag.  260. 

1837  Turricula  elegans  Beck.  Ind.  Moli.  pag.  10,  n?  7. 

Figure 

Chemn.  Conch.  Tav.  CXXII,  fig.  1045,  a,  b,  e. 

Drap.  Moli.  Tav.  V,  fig.  1-2. 

Moq.  Tand.  Hist.  Tav.  XX,  fig.  6-1 1. 
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Varietà*  i.a 

1789  Helix  trocmlus  Poir.  Vay.  Barb.  VeL  II*  pag.  ». 
1832      »      scitula  Crist.  et  Jan.  Cat.  pag.  4,  n!  161* 
1846      »      terrestris  var.   Chemn.  Kost.  Concb. 

1848        »  »  VAR   DEPU0SA   -P/K    M©B.    bd.    VÌV.    Voi.    I„  pag.     180. 

Figur e. 

Chemn.  Kust.  Cotìcfb.  Tav.  XXIII,  flg*  34-» 
Moq.   Tand.  Hist.  Tav.  XX,  Gg.  12. 

Varietà*  2/ 
1874  Helix  terrestris  var.  canaliculata  Rigacci  Catal.  coite,  n?  s687. 

Varietà*  3/ 
1874  Helix  terrestris  var.  ferruginea  Rigacci  Catti,  cerne.  n.oì  3688. 

Vive  esclusivamente  sopra  i  cespugli  secchi  presso  fa  spiaggia  del  mare. 
Il  tipo  non  h  raro  a  Civitaveccbia  e  Terracina.  te  tre  suindicate  varietà 
si  trovarono  in  preferenza  a  Civitaveccbia. 

43.  flBLIX  GONOWEAU 

1801  Helix  coroidea  Drap.  Tabi.  Moli.  pag.  69,  n«*  1,  (non  Cox  nec  Sow.) 

1835  Bulimus  conoideds  Rossm*  fam.  VoL  Vi. 

1837  Theba  conoide  a  Beck.  Ind.  Moli.  pag.  11 . 

1840  Obelus  conoideus  ffartm.  Gast.  Voi.  I,  pag,.  159. 

1842        »       soLiTARius  L.  Pfr.  Symb.  Helix  Voi.  II,  p..  122. 

1848  Helly  fibula   PPood..  in  Bfr.  Mon.  bel.  viy.,  Voi.  II»  pag.  216,  n.°  592. 

Figure, 

Blainv.  Malac.  pag.  40,  fig*  5. 
Rossm.  Icon.  Tav.  XXXIII,  fig.  376. 
Drap.  Hist.  Tav.  V,  fig.   7-8. 
Moq.   Tandon  Hist.  Tav.  XX,  fig.  18-20. 

Si  trova  abbastanza  frequente  tra  l'erba  dei  terreni  safìm  in  prossimità 
{M  mare  da  Civitavecchia  a  Terracini. 
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46.  HEUX  VENTRKGSA. 

1801  Bulimus  VENTRICOSV8  Drap.  Tabi.  Moti.  p.  68  (aon  Brus.) 

1821        »       variabilis  var.  ventricosus  Hartmann  Syst.  Cast.  pag.  51. 

18S2  Helìx  ventricosa  Fér.  Tabi.  syst.  pag.  56. 

Ì886   CoOttÙCBIAA    YJM'nOSA    MUSO  Jfa'ftt.  fiat.  EutX>p.  «Wìr.  Vpl.  IV,  p.  77,  a?  «93. 

1837  Cocblicellus  ventrosus  Beck  Ind.  Moli.  pag.  62,  n.°  2, 
1846  Bulimus  »         Z.  //r.  Symb.  Helix,  Voi.  Ili,  pag.  57. 

1855  Helìx  bulimoides  Moq.  Tand*  Hist.  moli.  Voi.  II,  p.  277. 
1864      »      barbara  Lin.  (fide  Bourg.)  Malac.  Àlg.   Voi.  I,  pag.  276. 

Figure. 

Albin  Grav.  <Deser.  Afoll.  T*v.  Ili,  fig.  25. 
Bourg.  Malac.  Àlg.  Tot.  XXXII,  fig.  36,  41. 
Guatt.  Test.  Tav.  IV,  fig.  L.  N; 
Drap.  Hist.  Moli.  Tav.  IV,  fig.  iH-32. 
Moquin  Tand.  Moli,  Tav.  XX,  fig.  21-2&. 

Comune  tra  i  sabbioui  del  litorale  :  nell'interno  di  Roma  vive  anche  alla 
passeggiata  pubblica  del  monte  Pineta. 

47.  HEUX  ACUTA. 

1774  Helìx  acuta  Muli.  Verm.  hist.  Voi.  II,   pag.  100,  n*  297,  (non  Lamk). 

1777  Turbo  fasciatus  Penn.  Brit.  Zool.  pag.   131. 

1789  Bulimus  acutus  Brug.  Encyc.  method.  Voi.  VI,  pag.  323»  n?  42.. 

1799  Helìx  bifasciata  Pultn.  Cat.  dors.  pag.  49. 

1821  Bulimus  variabilis  Hartm.  Syst.  Gaat.  pag.  51. 

1826  Cochlicella  meridional  Bisso  Hist.  nat.  Eqrop.  mer.  Voi.  IV,  pag.  78. 

1830  Limnea  fasciata  Fl&m.  Edinb.  Encyc.  Voi.  VII^  pag.  78. 

1831  Elisma         »         Leach.  Syn.  Brìi.  Moli.  pag.  119  (ex  Turton.) 
1831  Bulimus  fasciatus  Turt.  Men.  Brit,  Shells  pag.  84,  n.  67. 

1837  Cochlicellus  acutus  Beck.  Ind.  Moli.  pag.  63,  a.  $. 

1838  Bulimus  litoralis  Brumati  Cat.  Conch.  Monfalcone. 

1848  Longeva  turrita  Muhlf.  in  Pfr.  Man.  bel.  viv.  Voi.  II,  pag.  215,  n.  590. 

Fig  une. 

Gualt.  Test.  Tav.  IV,  fig.  I. 
Albin.  Moli.  Pr.  Tav.  Ili,  fig,  24. 


„  422  — 

Penn.  Brit.  Zool.  Tav.  LXXXII,  fig.  519. 
Rossm.  Icon.  Voi.  VI.  Tav.  XXVIII,  fig.  378. 
Drap.  Hist.  Moli.  Tav.  IV,  fig.  29-30. 
Moq.  Tand.  Hist.  Moli.  Tav.  XX,  fig.  27-32. 

Comune,  come  la  precedente,   soprattutto    nelle  località  marittime    della 
Provincia. 

Sezione  X.  Tachea  Leaeh  1820» 
48.  HELIX  NEMORÀLIS. 

1759  Helix  nemoralis  Limi.  Syst.  nat.  Ed.  X.  Voi.  I,  pag.  773. 

1778  Cochlea  pasciata  Da  Costa  Test.  Brit.  pag.   76. 

1801  Helix  hybrida  Poir.  Prodr.  coq.  Aisne  et  Paris,  pag.  70-71 

1820      »      turturuh  Stewart  Hist.  nat.  Voi.  II,  pag.  413. 

1826  Helicogena  nemoralis  Risso  Hist,  nat»  Eur.  mer  Voi.  IV,  pag.   60- 

1831  Tachea  »         Leach.  Brit.  Moli.  pag.  84. 

1833  Helix  quinque  fasciata  Shepp*  Linn.  Trans.  XIV,  p.  163. 

1837  Coepea  nemoralis  Held.  in  Isis,  pag.  910. 

i  i 

Figure . 

Fér.  Tabi.  syst.  Tav.  XXXIV,  fig.  4.  W 

Da  Costa  Test.  Brit.  Tav.  V,  fig!  1,.  2,  3,  8,  19* 

Drap.  Hist.  Tav.  VI,  fig.  3,  5. 

Rossm.  Icon.  Tav.  I,  fig.  &. 

Moquin   Tand:  Moli.  Fr.  Tav.  XIII,  fig.  3,  5. 

Varietà*  1.*    . 

j 

isso  Helix  leucostoma  Stabile  Prosp.  sist.  Moli.  Lugano,  pag.  26-54. 
»       hortensis  Porro*  Pilla ,  Spinelli  (non  Muller). 

Vabieta'  2/ 
1850  Helix  pudica  Stabile  loco  citato. 

Varietà9  3/ 

1774  Helix  lucifuga  Ziegler  in  Rigacci  Catalog.  conch.  pag,  41. 

Quest'elice  si  trova  abbondantemente  diffusa  nei  luoghi   umidi  e  cespu- 
gliati delle  nostre    valli.    Mi  dispenso    dall'enumerare    la  serie  delle    note 
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varietà  per  colorito  e  numero  delle  fascie  che  non  mancano  nella  nostra 
Provincia.  Solamente  noterò  che  la  mutazione  unicolore  inornata  non  è 
rara  tra  i  cannucceti  delle  terre  in  colmata  alla  bonificazione  Pontina. 

La  varietà  flava  inornata  con  peristoma  interamente  bianco  (Helix  hor- 
tensis  Porro ,  Prilla  ecc.  non  Muller)  fu  da  me  trovata  a  Fiuggi  presso 
Ànticoli  di  Campagna.  La  varietà  rosea  inornata  non  h  rara  ai  Grecili 
sotto  Sezze  e  nella  macchia  che  attornia  i  laghi  di  Castel  Gandolfo  e  Nemi. 
A  Subiaco  poi  esiste  una  varietà  a  fàscie  1-2-3 — 4,  5.  (Mutazione  Rikardia 
Moq.  Tand.  Hist.  Moli.  Fr.  pag.  1 66)  assai  notevole  tanto  pel  suo  colorito 
rufo-fuscescente  quanto  per  la  forma  minore. 

Sezione  XI.  Maculari  a  Alberi  1830. 
49.  HELIX  VERMICULATA 

1774  Helix  vermiculata  Muli.  Verm.  hist.  Voi.  II,  pag.  20,  n.f  fcte. 
1837  Heligogena  »  Beck.  Ind.  Moli  pag.  38. 


Figu 


re. 


Chemn.  Conch.  Tav.  CXIX,  Fig.  H4S,  a,  b,  e» 

tester  Conch.  Tav.  XLIX,  fig.  47. 

Gualt.  Test.  Tav.  I,  fig.   G;  H. 

Rossm.  Icon.  Tav.  VI,  fig.  301.  . 

Drap.  Moli.  Tav.  VI,  fig.  7-8* 

Moq.   Tand,  Moli.  Tav.  XII,  fig.  27-28. 

Il  tipo  di  questa    specie  è    comunissimo   ovunque    non  meno  che  le  sae 
mutazioni  ed  anomalie:  edule  nella  nostra  Provincia. 

Sezione  XII.  Ibertjs  Montfort  18*0. 
50.  HELl^  MURALIS. 

1774  Helix  muràlis  Muli.  Verm.  Hist.  Voi.  II,  pag.  14,  n.°  213  (nou  Stud.) 
1810  Iberus  »     Montf.  Conch.  system.  Voi.  IJ. 

1837  Helicogenà  »     Beck.  Ind.  Moli.  pag.  4  0. 

Figure. 

Lister.  Ànim.  Angl.  Tav.  LXXIV,  fig.  74. 
Hidalgo  Cat.  Icon.  Tav.  IV,  fig.  42-45. 

Rossm.  Icon,  Fig.  230-23*. 

Moq.  Tand.  Hist..  Tav.  XI,  fig.  35,  37,  38*. 
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Varietà'  1/ 

issi  Helix  undulata  Mich.  Comp.  Drap.  pag.  22. 

1868      »      orgonensis  Philbert  mss.  Mabille  ftev.  Mag.  pag.  ib. 

Figure 

Mich.  Comp.  Drap.  Tav.  XIV,  "fig.  9-10. 

Comonissima  roeUa  Provincia  anch^  io  Roma  stessa,  ove  vive  sempre  in 
numerose  famiglie  specialmente  sopra  i  tetti  delle  case. 
La  varietà  non  h  rara. 

51.  HELIX  SIGNAIA. 

1821  Helix  sigiata  Fér.  Pradrrom.  65. 

1837  Ueucogcdu  »    Beck.  index  Moli.  pag.  #9. 

1876  Helix  ficum  Muhlf.  in  Pfr.  Mom.  liei.  viv.  jpqg.  338,  n.°  2381. 

Figure . 
jptfr.  Hist.  Tav.  XXX,  fig.  3. 

Abita  i  contorni  di  Terracina:  rara. 

27.  HELIX  CARSOIUNA 

1812  Helix  carsoliana  Fér.  Prodr.  n.°  67. 

1878      »    Marucciwa  Tiberi  fide  Paul  ucci  Matèria»*  pag.  e,  n,  <i«. 

Figure. 
Fér.  Mist.  Ta*.  XU,  *g.   1. 

Varietà*  l* 

1878  H.  Carsoliana  var.  Ugelli***  Paulucbi  Loco  citato. 
»    Carseoliana  Àuct. 

Figure 
JRossm.  Kobel.  Tav.  CXX1II,  fig.  1174-117$. 

S'incontra  non  raramente  la  suddetta  specie  e  sua  varietà  a  Subiaco 
ove  già  era  stata  segnalata  dal  Sig.  €3.  v.  Martens  (1).  Anche  il  Ch.  D.r 
Tiberi  la  indicò  come  vivente  nei  jgk  Siati  IVontifiti  .fa)» 


—  -    ■  —  «■    >  M".i   »  -         Pi 


(1)  Note  bibliografiche  riguardanti  i  molluschi  'terrestri  e  Sviatili  dell'Italia   inserite  nel 
Bollettino  Malacologico  Italiano,  Voi.  Ili,  Supplemento  1870. 

(2)  Note  addizionali  all'articolo  del  Sig.  Ed  v.  Marteas  intorno  ad  altane  conchiglie  d^li 
Abruzzi  inserite  nel  Bollettino  Malacologico  ItaHano,  .anno  2.*  1869,  n.°  IH,  pag.  73. 
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Nella  collezione  della  Sig.  Marchesa.  Panlucci  la.  suddetta  specie  è  rap» 
presentata  da  molti  individui  provenienti  de  diverse  località  italiane,  una 
delie  quali  è  segnata  *  Coniami  dò  Rotw  ». 

Sezione  XIII.  BEEreoottfA  Rino  1826. 
53.  HEL1X  ASPERSA. 

1774  Helix  aspersa  Muli.  Verm.  ttisl.  Voi.  II*  pag-  sa*  a?  803. 
1776      »      hortensis  Penti.  Brit.  ZooL  pag.  106  (nen  MuHer). 

1778    GOGHLEA    VULGAR1S    Da    Costa    T&U    Bri*,    pag.    72..' 

1788  Helix  variegata   Gmel.  Syst.  «t\  pag.  3660. 

1789  >»      lugorum  Razoum.  Hist.  nat.  Soy.  Vói.  I,  pag.  74  (ntct  Linn.) 
1820      »      secunda  Costa  Faun.  Reg.  Nap. 

1837.  Pomatia  adspersa  Beck.  Ind.  moli.  pag.  44. 
1837  Coenatoria  adspersa  Held.  in  Isis  pag..  9ii. 
1876  Helix  fluminense  Lang.  teste  Pfr.  Mon.  hel.  viv.  pag.  322,  n.°  2221. 

Figure. 

Poli  Test.  Voi.  HI.  Tav.  LIV,  Gg.  17-18. 
Gualtieri  Test.  Tav.  I,  fig.  E. 
Lister  Gonch.  Tav.  XLIX,  fig.  47. 
Chernn.  Concb.  Taf.  CXXX,  fig.  H5fr-ii&8. 
Da  Còsta  Brk.  Gonch.  tav.  IV,  fig.  1. 
Pennant  Brit.  Zool.  Tav.  LXXXIV,  fig.  129. 
Rossm.  Icon.  Tav.  I,  fig.  3. 
Moq.  Tand.  Moli.  Fr.  Tav-  XIII,  fig.  »-*9.       . 

La  suddetta  specie  t  sue  varietà  \  frequentissima  nella  Provincia,  spe- 
cialmente nei  vigneti  e  negli  orti:  è  comestibiTe. 

La  mutazione  &  scalari*  Pfr.  Mon. hel.  tw.  1848  Voi.  I,  pag.  242  esiste 
nella  Collezioni  Rigacci  co\V  Habitat  Contórni  di  Róma. 

Catalogo  Coli.  Rigacci  1884,  n.é  2708. 

19.  HELIX  APERTA. 

1742    COGHLBA    TERRESTR1S    Gltalt.    Test. 

1778  Helix  aperta  Borri.  Ind.  Mus.  Caes.  Vindobon,  pag.  099. 
1786      »      neritoides  Chernn.  Conctr.  Cab.  Vói.  IX,  pag.  150. 
isoi      »      NATicoiDEs  Drap*  Tabi.  MolL  pag.  iau  . 
1826  Cantarbus  »        Risso.  Hist.  nat.  Eur.  mer.  Voi.  IV,  pag;  64- 
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1837  Pomatia  aperta  Beck.  Ind.  moli.  pag.  44. 

1337   CofiNATORIA    NATICOIDES   Held.    in    Isis,    pag.    911. 

1876  Helix  terrestris  Forskall  in  Pfr.  Mon.  bel.  viv.  Voi.  VII,  pag.  ss,  n.  18. 

Figure. 

Gualt.  Test.  Tav.  I,  fig.  F. 
Bom.  Mus.  Vindebon  Tav.  XV,  fig.'  10-20. 
Chemn.  Co  neh.  Tav,  CXXXIII,  fig.  1204. 
Drap.  Hist.  moli.  Tav.  V,  fig.  25-27. 
Rossm.  Icon.  Voi.  V.  Tav.  XXI,  fig.  285. 
Moq.   Tand.  Hist.  Tav.  XIV,  fig.  17,  19. 

Frequente  soprattutto  tra  i  cespugli  nelle  valli  aquitrinose  Ostia,  Palo, 
Civitavecchia  e  Fiumicino. 

55.  HELIX  CINCTA. 

1774  Helix  cingta  Muli.  Verm.  Hist.  pag.  58.  n.°  251. 
»       grisea  Àuct.  (non  Linneo). 

Figure. 

Rossm.  Icon.  Tav.  XXI,  fig.  287  b. 

Gito  la  suddetta  specie  come  vivente  nella  Provincia  di  Roma  sull'au- 
torità del  Sig.  Menard  de  la  Groye,  ricordato  nella  succitata  Bibliografia 
del  Sig.  Martens. 

56.  HELIX  LIGATA. 

1774  Helix  ligata  Muli.  Verm.  hist.  pag.  58,  n.  68. 

1823      »      pomatia  Ghiaie  Mem.  Voi.  II,  pag.  286.  (non  Linneo). 

1837  Pomatia  ligata  Beck.  Ind.  moli.  pag.  43,  n.   3. 

1837    GoEIfATORIA    LIGATA    Held.    HI    Isis,    pag.    910. 

1846  Helix  Gussoneànà  Shutll.  in  Pfr.  Symb.  Hel.  Voi.  Ili,  pag.  71. 
1848      »      cingta  L.  Pfr.  Conch.  Cab.  Ed.  II.  pag.  38  (non  Mùller). 

Figure. 

Gualt.  Test.  Tav.  I,  fig.  E. 

Fer.  Tabi.  Syst.  Tav.  XX,  fig.  1,  4. 

Bourg.  Amen.  Malac.  Voi.  II,  Tav.  XXIII,  fig.  1-2. 

Comune  nelle  regioni*  montuose,  della  Provincia. 
È  comestibile,  - 
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1774  Helix  lucorum  Muli.  Verni.  Hist.  Voi.  IL  (non  Razoum  nec  Stud.) 
1817  Helicogena  »   Fér.  Prodrom.  30. 

1837  Pomàtià         n  Beck.  Ind.  Moli.  pag.  43. 

1838  Helix  mutata  Lamk.  (part)  Anim.  sans    vert.  Ed.  II,  Voi.  Vili,    pag. 
30,  n.#  7. 

1860      »      straminea  Bourg.  Amen.  Malac.  Voi.  II,  pag.  171. 

Figure. 

Gualt.  Ind.  Tav.  I.  fig.  0. 

Olivi  Voy.  Tav.  XVII.  fig.  a,  b. 

Martens  Vord.  Às.  Tav.  I,  fig.  22. 

Fér.  Hist.  Tav.  XXI,  A.  fig.  \,  3. 

Rossm.  Kob.  Fig.  1024. 

Daud.  Hist.  moli.  Tav.  XXI,  fig.  A. 

Rossm.  Icon.  Tav.  V,  fig.  291. 

» 
Comune  in  alcune  località.    Mentana,   Civitacastellana,  Cori,   Macchie   di 

Porciano  presso  Ferentino  di  Campagna  ed  altrove. 

Gli  esemplari  più  grandi  di  questa  specie  che  si  conservano  nelle  nostre 

collezioni  provengono  dalla  montagna  di  Tancia  (Sabina). 

Genere   IX.    Buliminds  Ehrenberg  1837. 

SeiioNe  1.  Zebrina  Held.  1837. 

58.  BUL1MINUS  DETRITOS. 

1774  Helix  dethita  Muli.  Verm.  Hist.  Voi.  II,  pag.  101,  n.  300. 

1788  »      sepium  et  qetrita    Gmel.    Syst.   Nat.    pag.    3654,    n.   200  e  pag. 

3660,    n.    129. 

1789  Bulimus  radiatus  Brug.  Encyc.  Vers.  Voi.  I,  pag.  312,  n?  25. 
1792  Helix  turbinata  Olivi  Zool.  Adriat.  pag.  178  (non  Gmel.) 
1814  Lymnaa  detrita  Fiera,  in  Edinb.  Encyc.  Voi.  VI,  pag.  77. 

1821  Bulimus  sepium  Hartm.  Syst.  Gast.  pag.  51. 

1820  Bulimus  detritus  et  radiatus  Stud.  Kurs.  Terz.  pag.  88. 

1822  Helix  radiata  Fér.  Tabi.  Syst.  p.  57. 

1826  Bulimulus  radiatus  Risso  Hist.  nat.  Europ.  mer.   Voi.  IV,  pag.  78,  n?  177. 
1830  Limneus  detritus  Jeffr.  Syn.  test,  in  Trans.  Li  ini.  XVI,  pag.  378. 
1837  Buliminus      »        Beck  Ind.  moli.  pag.  72. 

55 
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1837  Zebrina  radiata  Held.  in  Isis,  pag.   917. 

1838  Bulinus  detritus  Desk,  in  Lamk.  Anim.  sans.  vcrt.  Voi.  Vili,  pag.  t3t. 

Figure. 

Gualt.  Test.  Tav.  V,  fig.  18. 
Pfeiffer  Syst.  Tav.   Ili,  fig.  4-5-6. 
Chemn.  Kust.  Tav.  XVII,  fig.  18. 
Fér.  Hist.  Tav.  CXLII,  fig.  4,  6. 
Rossm.  Icon.  I.   Tav.  II,  fig.  42. 
Drap.  Moli.  Tav.  IV,  fig.  20. 
Moq.  Tand.  Hist.  Tav.  XXI,  fig.  21. 

Varietà*  i.* 

1821  Bglimus  radiatus  var  b.   C.  Pfeiffer  Dcutscb.  moli.  pag.  50. 
1837        »        detritus  var.  b.   radiatus  Charp.  Moli.  Suisse  pag.  14. 

C.  Pfr.  Deutsch.  moli.  Tav.  III,  fig.  5. 

Il  tipo  h  piuttosto  raro  presso  noi.  Si  trova  tuttavia  ma  eoa  qualche 
difficolta  nei  vigneti  di  Civitavecchia,  e  più  frequentemente  insieme  alla 
suddetta  varietà  sui  massi  delle  roccie  vive  che  fiancheggiano  la  strada  da 
Acuto  ad  Anticoli. 

Sezione  II.  Chondrdla  Beck,.  1837. 
59.  BUL1MINUS  TRIDENS. 

1774  Helix  tridens  Milli.  Verm.  hist.  Voi.  II,  pag.  106,  n.#  30. 

1788  Turbo       »        Grnel.  Syst.  nat.  pag.  atti,  (non  «Puh.) 

1792  Bulimus     »       Brug.  Encycl.  Vers.  Voi.  II,  pag.  350,  n.°  90. 

1801  Pupa  »       Drap.  Tabi.  moli.  pag.  «0  (non  Gray). 

1815     »    tridentata  Brard.  Goq.  Paris,  pag.  98.  (non  Lamk.) 

1815  Bulimus  variedentatus  Hartm.  in  Starni.  Voi.  VI  e  VII. 

1817  Chondrus  tridens  Cuvier  Regn.  Anim.  Voi.  II,  pag.  405. 

1826  Iaminia  »       Risso  Hist.  nat.  Europ.  mer.  Voi.  IV,  pag.  90. 

1837  Chondrula     »       Beck  Ind.  moli.  pag.  87. 

1837  Gonodor       »       Held.  in  Isis,  pag:  918, 

1837  Buliminus      »      Ehren.  in  Beck.  Ind.  moli. 

1841  Torquilla     »      Villa  Conch.  pag.    24. 
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Figure. 

Gualt.  Ind.  Test.  Tav.  IV,  fig.  F. 
Drap.  Hist.  moli.  Tav.  IV,  fig.  3. 
Rossm.  Icon  I.  Tav.  II,  fig.  37. 
AJpq.   Tandon.  Hist.  Tav.  XXI,  fig.  28,  80. 

S'incontra  nei  luoghi  montuosi  e  soleggiata  a  Palo,  Terracina,  Civitavec- 
chia, Palestrina,  più  spesso  però  nelle  alluvioni  dei  torrenti  in  spoglie. 

60.  BULIMINUS  QUADR1DENS. 

1774  Helix  quadridens  Muli.  Verm.  Hist.  Voi.  II,  pag.   107,  n.°  306. 

1788  Turbo         »  GmeL  Syst.  nat.  pag.  3610. 

1702  Bulimus        »  Brug.  Encycl.  meth.  Voi.  I,  pag.  351,  n.°  91. 

1801  Pupa  »         Drap.  Tabi.  moli.  pag.  60. 

1826  Iaminia  heterostropba  Risso  Hist.  nat.  Eur.  mer.  Voi.  IV,  pag.  91. 

1837  Chondrula  quadrioens  Beck.  Ind.  moli.  pag.  87. 

1887  Gonodon  »  Held.  in  Isis,  pag,  913. 

1837  BuLiMiMUs  »  Ehren.  in  Beck.  Ind.  moli. 

1840  Eucore  »  Agassiz  in  Hartm.  Gast.  Voi.  I,  pag.  50. 

1841  Torquilla  »  fòlla  Disp.  Conch.  pag.  24. 

Figure. 

Hartm.  Gast.  Tav.  XLIX,  fig-  1,  3. 
Risso  Hist.  Tav.  III,  fig.  31. 
Chemn.  Conch.  Tav.  CXII,  fig.  965. 
Rossm.  Icon.  Fig.  728. 
Drap.  Hist.  moli.  Tav.   IV,  fig.  3. 
Moq.  Tand.  Hist.  Tav.  XXII,  fig.  4,  e. 

.  Non  raro  nella  nostra  Provincia,  si  rinviene  nelle  fenditure  delle  roccie 
e  più  spesso  nei  rifiuti  dei  corsi  di  acqua  come  la  specie  precedente. 

Genere  X.  Stenogyra  Shutll  ew  0  ryth    1850. 

61.  STENOGYRA  DECOLLATA. 

1758  Helix  decollata  Linneo  Syst.  nat.  Ediz.  X,  Voi.  I,  pag.  773,  n?  608. 
1780  Bulimus  decollatus  Brug.  Encyel.  Vers.  Vói.  I,  pag.  326,  n.°  49. 
I821  Bulimus  »         .Hartm.  in  Neue  Alp.  Voi.  I,  pag.  823. 
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1826  Rumina  decollata  Risso  Hist.  nat.  Eur.  mer.  Voi.  IV,  pag.  79. 

1826  Orbitina  trurcatblla  Risso  loco  citato  (pulii). 

1837  Obeliscus  decollatus  Beck.  Iud.  moli.  pag.  6&. 

1860  Stenogyra  decollata  ShutlL  in  Alb.  Die  Helic.  p.   163. 

Figure. 

Gualt.  Test.  Tav.  IV,  fig.  0,  P,  Q. 

Chemn.  Conch.  Voi.  IX.  Tav.  CXXXVI,  fig.  1254-1255. 

Rossm.  Icori.  Tav.  XXVIII,  fig.  384. 

Drap.  Hist.  moli.  Tav.  VI,  fig.  27-28. 

Moq.  Tand.  Hist.  Tav.  XXII,  fig.  36,  38. 

Specie  diffusa  abbondantemente  in  tutta  la  Provincia. 

Genere    XI.  Cionblla  Jeffreys  1829. 
Sezione  I.  Zua  Leach.  1820. 
62.  GIONELLA  LUBRICA. 

1767  Helix  subcylindrica  Linn.    Syst.    nat.    Ed.    XII,    Voi.  II,    pag.    1248 

(non  Mont.) 
1774      »      lubrica  Mailer.  Verro,  hist.  Voi.  II,  pag.   104. 

1778  Turbo  glaber  Da  Costa  Test.  Brit.  pag.  87. 

1789  Bulimus  lubricus  Brug.  Encycl.  Vers.  Voi.   I,  pag.  su. 

I801  Bulimus  lubricus  et  subcylindricus  Poir.  Prodrom.  pag,  4t. 

1809  Achatina  subcylindrica  Desh.  ex  Anton.  Verz.  Conch.  pag.  105. 

1814  Lymnba  lubrica  Flem.  in  Edinb.  Encycl.  Voi.  VII,  pag.  78. 

1826  Cochlicopa  »       Risso  Hist.  nat.  Eur.  mer.  Voi.  IV,  pag.  80. 

isso  Cionella      »      Jeffr.  Syu.  test,  in  Trans.  Linn.  XVI,  pag.  347. 

isso  Achatina      »      Menk.  Synon.  Moli.  pag.  29. 

1831  Zua  »     Leach.  Brit.  Moli.  pag.  114  (ex  Turt.) 

1832  Columna        »      Cristo/,  et  Jan  Cat.  IX,  n.*  6. 

1833  Styloides  lubricus  Fitz.  Syst.  Verz.  pag.  105. 

1850  Glanoina  lubrica  Alb.  Die  Heliceu.  Ed.  I,  pag.   198. 

1855  Bulimus  subcylindricus  Moq.   Tand.  Hist.  moli.  pag.  304,  Voi.  IL 

1856  Ferussacia  subcylindrica  Bourg.  Amen.  Mal.  I,  p.  209, 
1858  Oleacina  lubricoides  Adams  Gen.  of  ree.  moli.  p.  ioa. 
1860  Cionblla  polita  Alb.  Die  Helicen.  Ed.  II,  p.  256. 
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Figure. 

Dupujr.  Hist.  Tav.  XV,  fig.  8. 

Rossm.  Icon.  Fig.  43- 

Moq.  Tand.  Hist.  Tav.  XXII,  fig.   18-19. 

Specie  piuttosto  rara  nella  Provincia.  Si  trova  in  preferenza  nelle  loca- 
lità boschive  solcate  da  piccoli  corsi  di  acqua. 

Sezione  II.  Ferussaccia  Rìsbo  1826. 
63.  CIONELLA  HOHENWARTI. 

1839   ACHATINA    HoHENWARTI    RoSSììl.    Icon.    X,    pag.    34. 

isso  Glandina  »  Alb.  Die  Helic.  pag.  109. 

1856  Cacilianella    »  Bourg.  Amen.  Malac.  Voi.  I,  pag.  214. 

1878  Ferussacia        »  Paulucci  Materiaux,  pag.  9,  n.  228. 

Figure. 
Rossm.  Icon.  X.  Tav.  IXL,  fig.  657. 

Abita  le  paludi  Pontine:  rarissima  presso  noi. 

Sezione  III.  Acicula  Ritto  1826. 
64.  CIONELLA  AClCUtA. 

1774  Buccinum  acicula  MulL  Verm.  hist.  Voi.  II,  pag.  I5fr. 

1789  Bulimus         »        Brug.  Encyc.  vers.  Voi.  I,  pag.  311. 

1789  Helix  *        Stud.  Faun.  Helv.  in  Coxe  Trav.  Switz.  Ili,  pag.  431. 

1803  Buccinum  terrestre  Moni.  Test.  Brit.  pag.  248. 

1820  Bulimus  acicula  Stud.  Kurz  Verzeis.  pag.  88. 

1822  Achatina  acicula  Lamk.  Anim.  sans.  vert.  Voi.  VI,  pag.  133. 

1826  Acicula  eburnea  Risso  Hist.  nat.  Eur.  mer.  Voi.  IV,  pag.  81. 

1830  Cionblla  acicula  Jefflr*  Syn.  Test,  in  Trans.  Linn.  Voi.  XVI,  pag.  347. 

issi  Achatina  pusilla  Scacchi  Cat.  conch. 

1833  Styloides  acicula  Fitz.  Syst.  Verz.  pag.  105. 

1837  Achatina  acuta  Aleron.  Moli.  Pyr.  Oc  in  Bull.  Soc.  phil.  Perpig.  Ili» 

pag.  92. 
1837  Acicula  acicula  Bech.  Ind.  moli*  pag.  79. 
1841  Polyphemus  »      Villa  Di  so.  Conch.  pag.  20. 
1846  Cecilioides  »      Beck  in  Àmtl.  Ber.  Vers.  pag.  122. 
1852  Achatina  aciculoidbs  De  Betta  Malac.  Val  di  Nona  pag.  7&. 
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1856  C&cilianella  acicula  Bourg.  Amen.  Malac.  Voi.  I,  pag.  215. 
185?  Columna  AGicuLOiDBs  Jan  fide  Strobel  Essai  pag.  20. 
1864  Glandina  acicula  De  Betta  Esame  critico  pag.  19. 
1867  Acicula  hyilina  Biel.  Fauna  Moli.  Sieb,  pag.  89.    . 

Figure. 

Rossm.  Icon.  Tav.  XLIX.  fig.  65?. 

Drap.  Hist.  Moli.  Tav.  IV,  fig.  25-26. 

Moq.   Tand.  Hist.  Tav.  XXII,   fig.  32-34.' 

De  Betta  Malac.  Val  di  Nona  Pag.  76,  fig.   111. 

De  Betta.  Esame  critico,  pag.  19,  fig.  1,  3. 

Piuttosto  comune  nei  contorni  di  Terracina  e  Civitavecchia. 

65.  CIONELLA  ACIGDLOIDES. 

1841  Polvphemus  aciculoides  Villa  Disp.  Syst.  pag.  20. 

1848  Achatina  »  Pfr.  Mon.  hel.  viv.  Vèl.  II,  pag.  tu. 

1855  Achatina  acicula  De  Betta  et  Mart.  Cat.  Moli.  Ven.  p,  57. 

1856  Cacilianella  aciculoides  Bourg.  Amen.  Malac.  Voi.  I,  pag.  222. 

1857  Columna  acicula  Jan.  iu  Strobel.  Essai  pag.  20. 
1864  Glandina  Jani  De  Betta  Esame  critico  pag.  23. 
i87i  Cionella  aciculoides  Kobelt.  Cat.  Binnen.  pag*.  29. 

Figure* 

De  Betta  Malac.  Val  di  Nona  Pag.  .75,  fig.  IL 

Bourg.  Amen.  Malac.  Tav.  I.  fig.  6. 

De  Betta  Esame  critico  pag.  28,  fig.  4,  6. 

Si  irova  nella  medesima  località  che  la  precedente.  Piuttosto  rara 

Genere  XII.    Pupa  .DrapartiQutt   1805. 
Sostane  I.  Torquilla  8tud*rs  1820. 

66.  PUPA  QDINQUEDENTATA. 

1778  Turbo  QuiNQUEDENTATus.Zfor/i,  Musr  Vindenboji  p^g.  370.    , 
1792  Bulimus  siMitis  Brug*  Encycl,  Vers.  Voi,  Uj  fwg*  355.    , 
1801  Pupa  cinerea  Drap,.  7?al)l.  Mail.  pag.  61.  «  ,'  . 
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1821  Hblix  cinerea  Grajr,  Nat.  arran*  jp  ;Med.  rep.  XV,  pag.  239. 
1826  Clausilia  »       Risso  Hist.   nat.  Eur.  mer.   Voi.  IV,  pag.  85. 

1832  Chondrus  cinereus    Crist.  et  Jaiu  Cat.  XII,  n.   il 

•       r      ' 

1837  Torquilla  ginerea  Beck  Ind.  moli.  pag.  87.'  '      .  ' 

1838  Pupa  quinquedentata  Desk,  in  Lamk.  An.  sans.  veri.  Voi.  Viti,    pag. 

174,  (non  Muhlf.) 

Figure. 

Drap.  Hist.  moli.  Tav.  Ili,  fig.  53. 
Moq.   Tand.  Hist.  Tav.  XXV,  6g.  12,  22. 

Rara:  si  trova  in  spoglie  nei  detriti  dei  fiumi  Pontini. 

67  PUPA  FRUMENTUM. 

1801  Pupa  frumentuh  Drap.  Tabi.  Moli.  pag.  50. 

1812  Turbo  tridens  Alt.  Syst.  Abb.  pag.  21. 

1821  Chondrus  varriabilis  var.  frumentuh  Hartm.  Syst.  Gast.  pag.  50, 

1822  Helix  frumentuh  Fér.  Tabi.  Syst.  pag.  ai. 

1833  Torquilla  »  Fitz.  Syst.1  Verz^  pàg.  107. 
1837  Granaria    »  Held.  in  Isis,  pag.  918. 

1840  Pupella      »  Swain.  Treat.  Malac.  pag.  334. 

Figure. 

Drap.  Hist,  Moli.  Tav.  Ili,  fig.  51-52. 
Rossm.  Icon.  V.  Tav^  XXIII,  fig.  310. 
Moq.   Tandon  Hist.  Tav.  XXVI,  fig.  12,  15. 

Si  trova  non  raramente  sopra  i  vecchi  murati  a  Civitavecchia,  Terracina, 
Roma  ed  altrove. 

68.  PUPA  GRANUM 

1801  Pupa  granuh  Drap.  Tabi.  Moli,  pag.  50. 

1820  Torquilla  »    Stud.  Kurz.  Verz.  pag.  89. 

1821  Chondrus  granuh  Hartm.  in  Neu.  Alp.  219. 

1822  Helix  »       Fér.  Tabi.  syst.  pag.  64. 

1826  Iaminia  »       Risso  Hist.  nat.  Eur.  mer.  Voi.  IV,  pag.  90. 

1836  Pupa  secale  PhiL  Enum.  moli.  Sic.  pag.  138  e  145  (non  Drap.) 
1843  Stomodonta  granuh  Mer m.  Moli.  Pyr.  Occ.  pag.  sa. 


—  434  — 

Figure. 

Drap.  Hist.  Moli.  Tav.  Ili,  fig.  45. 

Rossm.  Icon.  Tav.  XXIII,  fig.  324. 

Moq.  Tand.  Hist.  Tav.  XXVI,  fig.  34,  ss. 

Si  trova  comunemente  in  ispoglie  nei  relitti  delle  alluvioni  dei  corsi  di 
acqua  della  Provincia. 

69.  PUPA  AVENACEA. 

1789  Helix  cylindrica  Stud.  Faun.    Helv.  in  Coxe  Trav.   Switz.    Voi.    Ili, 

pag.  431  (non  Fér.  nec  Gray). 
1792  Culihus  avenaceus  Brug.  Encycl.  Voi.  I,  pag.   S55.  u.  97. 
I801  Pupa  avena  Drap.  Tabi.  Moli.  p.  59. 
1820  Torquilla»  Stud.  Kurz.  Verz.  pag.  89. 
1321  Coondrus  secale  var.  avenaceus  Hartm.  Syst.  Gast.  pag.  50. 
1822  Uelix  avena  Fér.  Tabi.  Syst.  pag.  ci. 
1837  Granaria  »    Hel.  in  Isis,  pag.  918. 
1843  Stohodonta  »  Merm.  Moli.  Pyr.  Occ.  pag.  53. 
1843  Pupa  avenacea  Moq.  Tand.  Moli.  Toulousc,  pag.  8. 

Figure . 

Rossm.  Icon.  V  Tav.  XXIII,  fig.  3iu. 
Cìtemn.  Kust.  Conch.  Cab.  Tav.  Ili,  fig.  47-48. 
Drap.  Hist.  moli.  Tav.  Ili,  fig.  47-43. 
Moq.   Tand.  Hist.  Tav.  XXVI,  fig.  1,  4. 

Vive  in  numerose  famiglie  nelle  parti   montuose  della    nostra  Provincia. 
Subiaco,  Palestrina,  Civitavecchia. 

70.  PUPA  POLTODON. 

1801  Pupa  polyodon  Drap.  Tabi.  Moli.  pag.  60. 
I822  Helix        »       Fér.  Tabi.  Syst.  pag.  64. 
it>37  Torquilla  »       Beck.  Ind.  Moli.  pag.  86. 
1837  Granaria   »       Held.  in  Isis,  pag.  918. 

Figure. 

Drap.  Hist.  Tav.   IV,  fig.  i.  2. 

Moquin  Tand.  Hist.  Moli,  Tav.  XXVI,  fig.  1,  4. 
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Vive  sulle  alture  dei  monti  Prenestini  aderente  alle  roccie,  ma  non  s'in- 
contra frequentemente.  La  detta  specie  fu  rinvenuta  altresì  dal  Sig.  Donati  alla 
foce  del  fosso  Finmaretta  presso  il  cimitero  di  Civitavecchia  quivi  convo- 
gliata senza  meno  dalle  acque  dei  terreni  superiori  allumi  nife  ri  di  Tolfa 
ed  Allumiere.  Non  sarà  senza  interesse  pei  cultori  della  Malacologia  l'ap- 
prendere che  la  suddetta  specie  viva  effettivamente  nella  Provincia  Romana, 
dappoiché  fino  ad  ora  si  era  ritenuto  che  non  abitasse  questa  regione.  Di- 
fatti il  Gh.  Sig.  Pini  la  dice  specie  di  oltre  Alpi  e  non  per  anco  rinvenuta 
in  Lombardia  e  l'esimia  malacologa  Sig.*  M.  Paulucci  nella  sua  interes- 
sante pubblicazione  «  Materiati x  pour  servir,  ecc.  »  la  cita  unicamente 
di  Nizza. 

Sezione  II.  Pupilla  Leach  1820. 
71.  PUPA  MUSCORUM 

1758  Turbo  muscorum  Linn.  Syst.  nat.  Ed.  X,  Voi.  I,  pag.  767  (non  Mont.) 

1774  Helix         »         Muti.  Verm.  Hist.  Voi.  II.  pag.   105,  n?  304. 

4789  Bulimus      »         Brug.  (part.)  Encycl.  Ver.  Voi.   I,  pag.  334. 

1801  Pupa  marginata  Drap.  Tabi.  moli,  pag,  58. 

1819  Turbo  ghrysalis  Turt.  Conch.  Dict.  pag.  220. 

1821  Pupa  muscorum  C.  Pfr.  Deuts.  Moli.  Voi.  I,  pag.  57  (non  Drap,) 

1823  Turbo  marginatus  Shepp.  Desc.  Brit.  Shel.  in  Trans.  Linn.  XIV,  pag. 

152  (non  Brown.) 
1826  Iaminia  marginata  Risso  Hist.  nat.  Eur.  mer.  Voi.  IV,  pag.  89. 

1830  AlìEA  »         Jeffr.  Syn.  test,  in  Trans.  Linn,  XVI,  pag.  357. 

1831  Pupilla        »         Leach.  Brit.  moli.  pag.  27  (ex  Turton). 
1837       j>       muscorum  Beck.  Ind.  moli.  pag.  84. 

1837  Torquatella  »     Held.  in  Isis,  pag.  919. 

1843  Stomodonta  marginata  Merm.  Moli.  Pyr.  Occ.  pag.  53. 

Figure. 

C.  Pfr.  Naturg.  Tav.  Ili,  fig.  19,  24. 

Lister  Anim.  Ang.  Tav.  II,  fig.  6. 

JRossm.  Icon.  fig.  323. 

Drap.  Hist.  Moli.  Tav.  Ili,  fig.  38,  38. 

Moq.  Tana.  Hist.  Moli.  Tav.  XXVIII,  fig.  5,  is. 

Vive  sotto    le  foglie  morte   e  sotto   le  pietre    in  diverse    località  della 

56 
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Provincia.  Ter  ratina,  Cornato,  Monte  Mario  ecc.  Pia  spesso  s'incontra  nelle 
alluvioni  dei  fiiuw. 

72.  PUPA  TRIPLICATA. 

isso  Pupa  triplicata  Stud.  Kurz,  Verz.  pag.  89. 

1822  Heilu        »         Fer.  Tabi.  Syst.   pag.  63. 

1837  Pupa  tridentalis  Mich-  Compi.  Drap,  pag;  61. 

1837  Pupilla  triplicata  Beck.  Ind%  mpU*.  pag.  84. 

1837  Torquateua  »        ffehl.  in  Iste»  pag.  919. 

1858  Vertigo  »        ff.  et.  A.  Adam*  Geji.  of  Moli.  pag.  172, 

Figure . 

Mich,  Compi.  Drap.  Tav.  XV,  fig.  «8,  30. 
Rossm.  Icon.  Tav.  XXIII,  fig.  324- 
Moq.  Tand.  Tav.   XXVIII,  Gg.  io,  19. 

Abita  le  colline  che  dominano  Civitavecchia,  Rara* 

79  PUPA  IftENTUlA. 

• 

1769  Helix  exigua  Stud.  Faun.  Helv.  in  Coxe.  Trav.  SSvitz.    Voi.  HI,  pag. 

430  (uon  Lowe  nec  Stimps). 
1805  Pupa  edentula  Drap.  Hist.  moli.  pag.  82. 
1820  Vertigo    »        Stud,  Kurz.  Verz.  pag.  89. 

1822  »       nitida  Fér.  Tabi.  Syst.  pag.  68. 

1823  Turbo  Offtoniensis  Shepp.  in  Trans.  Linn.  XV,  pag.   iss. 
1826  Iaiinia  edeutula  Bisso  Hist.  nat.  Sur.  mer.  Voi.  IV,  pag.  89. 
1828  Turbo  edentulus  FPbod  Cat.  suppl. 

1830  Aljea  nitida  Jeffr.  Syn.  test,  in  Trans  Linn.  XVI,  pag.  358. 
1837  Vertigo  lepidula  Held.  in  Isis,  pag.  307. 
1843  Stomodonta  edentula  Merm.  Moli.  Pyr.  Occ.  pag.  54. 
Pupa  columella  Auct. 

Figure. 

Drap.  Hist.  moli.  Tav.  Ili,  fig.  28-29. 
Mich.  Comp.   Drap.  Tav.  XV.  fig.  31,  38. 
Wood.  Cat.  suppl.  Tav.  VI,  fig.   14. 
Rossm.  Icon.  Tav.  XLIX,  fig.  646. 

Si  trova  con  difficolta  nel  circondario  di  Terracina,  più  spesso  in  quel  di 
Civitavecchia  nelle  alluvioni  dei  corsi  di  acqua. 
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Sezione  HI.  Vertico  Mitller  1W4. 
74.  POPA  PIGMEA. 

1780  Vertigo  quikquidentaxa  Stud.  Fann.  Helv.  hi  Coxe  Trav.  Ili,  pag.  432. 

1801  Pupa  pygmasa  Drap.  Tabi.  Mòli.  pag.  57. 

1807  Vertigo  »      Fér.  Ess.  method.  Condì,  pag.   t*4. 

1821  Helix  cylindrica  Grajr.  Nat.  arr.  moli.  pag.  239  (non  Fer.  nec  Stud.) 

1821  Pupa  quinquedektat*  tìartm.  in  Jleue  Alp,  (non  Boni,   nec  Muhlf.) 

1830  AlìKA  vulgaris  Jeffr.  Syn.  Test.   Voi.  XVI,  pag.  359. 
issi  Vertigo     »        Leach.  Brit.  moli.  pag.  129  (ex  Turton). 
1837  Al£à  pygmìEA  Beck.  Ind.  moli.  pag.  85. 

1843  Stomodonta  »   Merm.  Moli.  Pyr.  Occ.  pag.  55. 

Figure. 

Drap.  Hist.  moli,  Tav.  Ili,  fig.  30*31. 

Rossm.  Icon.  Tav.  X,  fig.  648. 

Moquin   Tand.  Hist.  Tav.  XXVHI,  fig.  37,  42/ 

Non  comune   presso   noi.  Si  trova    tuttavia   in  diver*e  località  sotto  le 
pietre  presso  i  piccoli  corsi  di  acqua. 

Sezione  IV.  Spyradium  Agwix  4837. 

75.  PUPA  BIPLICATA. 

1831  Pupa  biplicata  Mich.  Compi.  Drap.  pag.  62,  n.    7. 
1840  Sphyradium  Ferrari  Hartm.  Gasterop.  pag.   53. 

Figure. 

Chemn.  Kust.  Tav.  V,  Fig.  1-8. 

Mich.  Compi.  Drap.  Tav.  XV,  fig.  33~34. 

Moq.  Tand.  Hist.  Tav.  XXVII,  fig.  26,  28. 

Vive  tra  i  muschi  alle  paludi  Pontine  «  nelle  valli  aquitrmose  presso  lo 
sbocco  del  Mignone. 

76.  PUPA  DOLIOLUM. 

1789  Helix  coronata  Stud.  Fauna    Helv.  in  Coxe   Trav.  Voi.  Ili,   pag.  430 
(non  Desh.) 
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noi  Bulimus  doliolum  Brug.  Encycl.  Verz.  Voi.  I,  pag.  351. 
1801  Pupa  »         Drap.  Tabi.  Moli.  pag.  58. 

1817  Turbo  muscorum  var.  Dillw.  Cat.  II,  pag.  878. 
1822  Helix  doliolum  Fér.  Tabi,  system,  pag.  63,  n.    in. 
1837  Pupilla       *       Beck.  Ind.  Moli.  pag.  84. 
1837  Orcula       »       Held.  in  Isis,  pag.  919. 

Genere   XIII.    Clausilia  Draparnaud  1801. 
Sezione  1.  Marpessa  Gray  1821. 
77.  GLADSILIA  LAMINATA. 

1774  Helix  bidens  Mailer  Verm.  Hist.  Voi.  II»  pag.   111. 

1777  Turbo     »       Penn.  Brit.  Zool.  pag.  131  (non  Linn.  1758). 

1792  Bulimus  »       Brug.  Encycl.   Vers.  Voi.  II,  pag.  352. 

1801  Pupa        »       Drap.  Tabi.  Moli.   pag.   61. 

1803  Turbo  laminatus  Mont.  Test.  Brit.  pag.  359. 

1805  Clausilia  bidens  Drap.  Hist.  Moli,  pag,  68,  n.  7. 

18U  Odostoma  laminata  Flem.  in  Edimb.  Encycl.  VII,  pag.  77. 

1821  Clausilia  ampla  Hartm.  Syst.  Gasterop.  pag»  50. 

1822  Helix  derugata  Fér.  Tabi,  system,  pag.  67. 

1830  Clausilia  »         Jeffr.  Syn.  test,  in  Trans.  Linn.  XVI,  pag.  354. 

1831  »  lamellata  Leach.  Brit.  moli.  pag.   118  (ex  Turton). 
1831          »         laminata  Turtoii  Brit.  moli.  pag.  70 

Figure. 

Chemn.  Kust.  Tav.  XII,  fig.  13,  18. 
Montagli  Test.  Brit.  Tav.  II,  fig.  4. 
Drap.  Hist.  Moli.  Tav.  IV,  fig.  5,  7. 
Bourg  Malacol.  Chartr.  I,  Tav.  Vili,  fig.  1-4. 
Moq.  Tand.  Hist.  Tav.  XXIII,  fig.  2,  9. 

Specie  abbastanza  cptpune  dovunque. 

78.  CLAUSILIA  INCISA. 

1875  Clausilia  incisa  Kuster  Dalraat.  Claus.  pag.  20. 

1877  Clausilia  Adami  Clessin  in  labrb.  d.  d.  Malakoz.  Gesel.  pag.  253. 

»  LAMINATA    AllCt.   plur. 
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Figure. 
Boettger  Cont.  Rossm.  Icon.  VI,  Tav.  CLXIX,  fig.  i70i. 

Vive  sulle  alture  del  Monte  Cave  e  si  trova  aderente  ai  blocchi  di  scoria 
vulcanica  che  formano  il  recinto  del  ritiro  dei  PP.  Passionisi.  La  suddetta 
specie  per  altro  fu  anche  da  me  rinvenuta  fin  dal  1864  sulle  sponde  tu- 
facee del  profondo  burrone  sopra  cui  s'erge  il  magnifico  ponte  dementino 
presso  Ci vitaca stellarla. 

Sezione  II.  Dbuma.  Hartmann  1844. 

79.  CLADSILIA  GIBBULA. 

1836  Clausilia  gibbula  Ziegler  in  Rossm.  Icon.  Ili,  pag.  12. 
1877        »         historiensis  lìberi  Bòttger.  Paleont.  pag.  34. 

Figure. 

Chemn.  Kust.  Tav.  XV,  fig.  sa,  28. 
Rossm.  Icon.  Tav.  XII,  fig.  m. 

Cito  la  suddetta  specie  sulla  fede  dei  signori  Potier  et  Michaud  che  la 
ritengono  di  Roma. 

80.  CLAUSILIA  PIGEATA. 

1836  Clausilia  piceata  Ziegler  in  Rossm.  Icon.  IV. 
1841  »        adaucta  Porro  in  Villa  Disp.  pag.  57. 
1872         »        incerta  Parr.  in  Kobelt.  Binnen.  pag.  4*. 

Figure. 
Rossm.  Icon.  Tav.  XVIII,  fig.  266. 

Vive  nei  contorni  di  Roma.  Abita  altresì  Tivoli  secondo  che  ne  assicura 
il  Sig.  Ed.  V.  Martens. 

81.  CLAUSILIA  ITALA. 

1824  Clausilia  Itala  Voti  Mart.  Reis.  Vened.  Voi.  II,  pag.  442. 

1829         »         alboguttulata  Piagner  in  Chemn.  Neu.  Syst.  Conch.    Cab» 

XII,  pag.  191  (non  Pfr.) 
issi        »  punctata  Mich.  Compi.  Drap.  pag.  55,  n.  5, 

1833        »  àlbopustulatà  Crist.  et  Jan  Cat.  Mantissa,  pag.  3. 

1837  »  Braunii  Charp.  Cat.  Moli.  Suisse» 
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Figare 

Von  Martens  (loco  citato)  Tav.  IH,  fig.  I. 
Chemn.  Kust.  Tav.  VII,  fig.   18,  20. 
Mich.  compi.  Drap.  Tav.  .XV,  fig,  23., 
Moq.  Tand.  Hist.  Tav.  tfXlII,  fig.  31,  38. 

Alquanto  rara,  ma  tuttavia   s'incontra  virente  in  diverse  località    della 
Provincia,  Civitacastellana,  ecc. 

Sezione  III.  Papillifeka  Hartmann  1844. 

82.  GLAUSILIA  CANDIDESCBNS. 

1855  Clausilia  cahdidescins  Ziqgler  in  Rossa.  Icon.  Voi.  II,  pag.  io. 
1875         »         Taburnensis  et  pallens  Scacchi  in  Kobelt  Binn.  pag.  42. 

Figure. 

Rossm.  Icon.  Tav.  Ili,  fig.  104. 

Varietà'  i.' 

1836  Clausilia  cinerea  Phil.  Enum.  Moli.  Sic.  Voi.  I,  pag,  145,  n.  n. 
1836         »         omninosa  Zdegler  in  Rossm.  Icon.  Voi.  IH,  pag.  il. 

Figure. 

Philippi  Enum.  Moli.  Tav.  Vili,  fig.  24. 
Chemn.  Kust.  Condì.  Cab.  Tav.  V,  fig.  41,  44. 
Rossm.  Icon.  III.  Tav.  XII,  fig.  168. 

Specie  piuttosto  frequente  sulla  catena  dei  Monti  Prenestmi.  Abita  anche 
i  contorni  di  Piperno. 

83.  CLAUSILIA  LETJCOSTIGMA. 

1836  Clausilu  LErcosTiGMA  Ziegler  in  Rossm.  Icon.  III,  pag.   il. 
1874  »         Àvezzana  Rigdcci  Cat,  Moli.  n.  4517. 

.      Figure. 

»  «  ■ 

•  ♦  * 

Rossm.  Icon.  Tav.  XII,  fig.  ih. 
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Vauivta'  l.1 

1830  Clausilia  latilàbris  Mwhlf.  in  Mfenke  S^n.  fid.  IIr  pagi  3*. 

1336         »         opalina  Ziegler  in  Rossm.  Icori.  HIr  pag.  il. 

1872        %         vestina  Ti'èer*  Bull.  Malac.   Itti,  pag*  29,  n.  4f.     •' 

■  *  *  » 

Figure. 
Chemn.  Kust.  Conch.  Cab.  Tav.  V,  fig.  45,  47. 

La  suddetta  specie  e  sua  varietà  s'incontra  non  raramente  a  Tivolfr,  Sw  \ 

biaco,  Aoticoli  e  nei  contorni  stessi  di  Roma. 

W.  CLAUSILIA  SOLIDA. 

1778  Stronbipormis  perversus  Da  Costa  Test.  Brit'.  pag.  iot. 

1803  Turbo  labiata  Soland  in  Mont.  Test.  Brit.  pag.  362. 

1805  Clausilia  solida  Drap.  Hist.  inoR.  pag.  69,  n.  2. 

18U  Odostomia  labiata  Flem.  in  Rdimb.  Encyc.  VII,  pag.  72. 

1822  Helix  solida  Fér.  Tabi.  Syst.  pag.  67, 

1826  Clausilia  heterostropha  Risso.  Hist.  aat.  Eur.  mer*  Voi.  IV,  pag.  87. 

1830         »        labiata  Jeffr.  Syn.  test,  in  Trans.  Linn.  XVI.  pag.   353. 

Figure. 

Da  Costa  Test.  Brit.  Tav.  Vili,  fig.  15. 
Rossm.  Icon.  Tav.  XVIII,  fig-.  267. 
Drap.  Hist.  moli.  Tav.  IV, .  figw  8-9; 
Moq.  Tand.  Hist.  Tav.  XXIII»  Qg.   15,  io. 

Specie  molto  comune  e  notissima. 

85.  CLAUSILIA  BID1NS. 

1616  Turbo  terrestre  Colorata  (Fabio}  in  Lanrk.  A  nini,  sans  vcrt:  pag;  200. 

1758       »      bidens  Linn.  Syst.  nat.  Ed.  X,  Voi.  I,  pag.  767  (non  Pènn.) 

1774  Helix  papillatris  M&U.  Vérm.  hist.  Voi:  II,  p.  120,  n.  3ir. 

1786  Turbo        »         Chemn.  Conch.  Cab.  Voi.  IX. 

1702  Bulimus       »  Brug.  Encycl;  Vere.   Voi.  IT;  pag.   383. 

1801  Pupa  »         Drap.  Tabi.  moli.  pag.   62. 

1805  Clausilia     j>         Drap.  Hist.  moli.  pag.  71. 

issi  »         bidens  Tari.  Shells.  Brit.  pag.  73. 
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Figure. 

Fabio  Colonna  Aq.  et  terr.  Tav.  XVI,  fig.  io. 

Rossm.  Icori.  Tav.  XII.  fig.  169. 

Chemn.  Kust.  Tav.  V.  fig.  28*  31. 

Drap.  Hist.  moli.  Tav.  IV,  fig.  13. 

Moq.  Tand.  Hist.  Tav.  XXIII.  fig.  20,  30. 

Specie  comu  aissi  ma  come  la  precedente  :  si  trova  anche  in  Roma  sopra 
i  muri  dell'Anfiteatro  Flavio  (vulgo  Colosseo). 

Sezione  IV.  Pirostoma  Mollendorff.  1873. 
86.  CLAUSILIA  DDBIA. 

1805  Clausilia  dubia  Drap.  Hist.  moli.  pag.  70,  n.  3. 

1821  »         obtusa  C.  Pfr.  Syst,  apord. 
1832  Helix  dubu  Fér.  Tabi.  syst.  pagj.  67. 

1855  Clausilia  nigricahs  var.  a  Moq.   Tand.  Hist.  Moli.  Voi.  II,  pag.  334. 
»  »         rugosa  Auct.  plur.  in  Moq.  Tandon  loco  citato. 

Figure. 

Schm.  Krit.  Gr.  Fig.  86,  89,  194. 

Drap.  Hist.  Moli.  Tav.  IV,  fig.  10. 

Moq.  Tand.  Hist.  Tav.  XXIV,  fig.   17,  19. 

Abita  le  colline  di  Civitavecchia  tra  le  fessure  delle  pietre. 

87.  CLAUSILIA  RUGOSA. 

1774  Helix  perversa  Milli.  Verm.  hist.  Voi.  II,  pag.  H8  (noù  Limi,  nec  Fér.) 

1777  Turbo  perversus  Penn.  Brit.  Zool.  pag.  130  (non  Alteri)* 

1789  Helix  elongata  Razoum  Hist.  nat.  lor.  I,  pag.  277  (non  Stud.) 

1792  Bulimus  perversus  Brug.  Encycl.  Vers.  Voi.  II,  pag.  351. 

1801  Pupa  rugosa  Drap.  Tabi.  moli.  pag.  63. 

1822  Helix     »       Fér.  Tabi.  syst.  pag.  67. 

1838  Clausilia  perversa  Desk,  in   Lamk.    Anim.    sans   ver.    Vili,  pag.  201 

(non  Fitz). 
1843  Stomodonta  rugosa  Merm.  Moli.  Pyr.  Occ.  pag.  847. 

Figure. 
Schm.  Krit.  Gr.  Fig.  103,  106,  201. 


F.-: 


Il 
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Drap.  Hist.  Moli.  Tav.  IV,  fig.  19-20. 
Moq.   Tandon  Hist.  Tav.  XXIV,  fig.  si,  27. 

Abita  le  regioni  montuose  nei  contorni  di  Civitavecchia. 

FAMIGLIA  V.  Succinidìe  in  Pini  1876. 
Genere   XIV.    Succinea  Draparnaud  1801. 

88.  SUCCINEA  PDTRIS. 

1753  Neritostomà  retula  Klein  Meth.  Ostr.  pag.  55. 

1758  Helix  putris  Linn.  Syst.  nat.  Ed.  X,  pag.  774  (non  Penn.  nec  Fér.) 

1774       »      succinea  Muli.  Verrn.  hist.  Voi.  II,  pag.  97,  (non  Stud.) 

1778  Turbo  trianfractus  Da  Costa  Brit.  test.   pag.  72. 

1789  Bulimus  succineus  Brug.  Encycl.  Voi.  VI.  pag.  308. 

1801  Succinea  amphibia  Drap.  Tabi.  moli.  pag.  55. 

1805  Amphibulina  succinea  Lamk.  in  Ann.  Mus.  Voi.  Ili,  pag.  236. 

1815  Lucena  putris  Oken  Iehrb.  Nat.  Voi.   Ili,  pag.  342. 

1817  Helix  limosa  Dillw.  Cat.  IX.  pag.  965,  n.  175  (non  Linn.  nec  Mont.) 

1821  Ahphibina  putris  Hart.  in  Neue  Alp.  Voi.  I,  pag.  247. 

1821  Amphibulina  »       Hart.     Syst.  Gast.  Voi.  XV,  pag.  55. 

1828  Limnea  $uccinea  Flem.  Edimb.  Encycl. 

1830  Succinea  putris  Jeffr.  Syn.  test,  in  Trans.  Linn.  XVI,  pag.  324. 

issi         »        Mulleri  Leach  Brit.  moli.  pag.  78  (ex  Turton). 

1870  Helix  Daphne   Chier.  in  Brusina  Princ.  Iandr. 

Figure. 

Fér.  Tabi,  system.  Tav.  XI,  fig.  4. 
Rossm.  Icon.  Tav.  I,  Fig.  45. 
Drap.  Hist.  Moli.  Tav.  Ili,  fig.  22. 
Chenu.  Man.  Pag.  428,  fig.  '3158. 
Moquin  Tand.  Hist.  Tav.  VII,  fig.  i,  5. 

Vive  in  numerose  famiglie  in  prossimità  dei  corsi  di  acqua  Pontini. 

89.  SUCCINEA  PFEIFFERI. 

k 

1789  Heliz  angusta  Stud.  Faun.  Helv.  in  Coxe  Trav.  Switz.  HI,  p.  432. 
isos  Succinea  amphibia  var.  y  et  à  Drap.  Hist.  moli.  pag.  58. 

57 
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1820  Tapada  succine*  Stud.  Kurz.  Verzeisch  pag.  $6. 
1S2!  Amphirulina  putris 

Var.  fulva  et  elongata  Hartm.  in  Sturm.  Deutsch.  Faunul  VI. 
18*2  Helix  putris  Fér.  Tabi.  Syst.  pag.  30. 
1828  Succinea  calycina  Menk.  Syn.  moli. 

1830  »        putris  var.  a  Jeffr.  in  Trans.  Li  un.  XVI,  pag.  325. 

1831  »        orlonga  Turt..  Shells.  Brit.  pag.  92  (non  Drap.) 
1835        »        Pfbifferi  Rossm.  Iconog.  Voi.  I.  pag.  06. 

1837  »        gracilis  Àld.  in  Mag.  Zool.  and.  Bot.  Voi.  II,  pag.  toc. 
1855        »        ampbibia  Mene ga zzi  in  Malac.  Veron.  pag.  228  (non  Drap.) 
1870  Helix  pulula  Chier.  in  Brusina  Princ.  Iandr. 

Figure. 

Fér.  Hist.  Tav.  XI,  fig.  18. 

Rossm.  Icon.  Tav.  II,  fig.  48. 

Moq.  Tand.  Hist.  Tav.  VII,  fig.  8,  81. 

Abita  le  Paludi  Pontine,  Subiaco,  Tivoli  e  contorni  di  Roma  allo  stagno 
di  Maccarese.  Rara. 

90.  SUCCINEA  ELEGANS. 

« 

1826  Succinea  elegans  Risso  Hist.  nat.  Enrop.  mei*.  IV,  pag.  59. 

Figure. 
Boudon  in  Journ.  Concb.  XXV,  Tav.  IX,  fig.  il  a. 

Rara  :  nel  territorio  di  Terracina. 

91.  SUCCINEA  MEGALON1X1A. 

1838  Succinea  megalonixia  Bourg.  Amen.  Mala  col.  Voi.  II,  pag.  us. 

Figure. 

Bourguignat  Amen.  Tav.  XV,  fig.  5,  7. 

Abita  come  la  precedente  la  Bonificazione  Pontina  presso  i  canali  Schiazza 
e  Selce  Ila.  Rara. 

92.  SUCCINEA  OBLONGA. 

1789  Helix  elongata  Stud.  Faun.  Helv.  in    Coxe  Trav.  Ili,  pag.  432    (non 
Razoum.) 
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1801  Succinba  oblonga  Drap.  Tabi.  moil.  pag.  «6. 

1806  Amphibulina  »       Lamk.  in  Ann.  Mus.  Voi.  VI,  pag.  306. 

1820  Tapada  »       Stud.  Kurz.  Verz.  pag.  86. 

1821  Amphibulina  »  , 

Var.  oblonga  et  impura  Hartm.  in  Stura.  Deutz.  Faun.  Voi.  VI,  p.  8. 
i82i  Amphibulina  elongata  Hartm.  Syst.  Gaster.  Voi.  XV,  pag.  55. 

1821  Amphibina  oblonga  Hartm.  in  Neue  Alp.  Voi.  I,  pag.  248. 

1822  Choglohydra  elongata  Fér.  Prodrom.  io. 
1S37  Helix  bugcinum  Schv.  teste  Beck  Ind.  moli. 
1857  Sugcinea  Droueti  Dum.  et  Mort.  Cat.  Moli. 

Figure. 

Fér.  Hist.  Tav.  XI,  fig.  1-2. 

Rossm.  Icon.  I.  Fig*  47. 

Drap.  Hist.  Tav.  Ili,  fig.  24-25. 

Moq.   Tand.  Hist.  Tav.  VII,  fig.  32,  33. 

Si  trova  raramente  sui  bordi  dei  fossi  di  scolo  delle  Paludi  Pontine. 

FAMIGLIA  VI.    Aurigolida   Risso.  1825. 

Genere  XV.   Garychium  Mailer  1874. 
03.  CARYCHIUM  MINIMUM. 

1774  Carvghium  minimum  Muli.  Verm.  hist.  Voi.  II,  pag.  125,  n?  321. 

1788  Helix  carychium  Gmel.  Syst.  nat.  Ed.  XII,  pag.  3665,  n.°  156. 

1789  Bulimus  minimus  Brug.  Encycl.  Ver.  Voi.  I,  pag.  310. 
1801  Auricula  minima  Drap.  Tabi.  Moli.  pag.  54,  n.°  2. 
1803  Turbo  Carychium  Mont.  Test.  Brit.  pag.  339. 

1807  Carychium  minimum  Fér.  (pére)  E  ss.  method.  condì,  pag.  54. 

1814  Odostomia  carychium  Flem.  in  Edimb.  Encycl.  Voi.  VII,  pag.  76. 
1818  Auricula  »  Klees.  Disserta  Test.  Tub.  pag.  30. 

1828  Auricella         »  Hartm.  Syst.  Gast.  pag.  48. 

Figure. 

Rossm.  Icon.  Tav.  XLIX,  fig.  660. 
Drap.  Hist.  Moli.  Tav.  Ili,  fig.  18-19. 
Bourg.  Amen.  Malac.  Tav.  X.  fig.  15-1  *. 
Moq.   Tandon.  Hist.  Tav.  XXIX,  fig.  15,  26. 
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Abita  località  umidissime  :  non  h  raro  sulle  rive  del  lago  di  Castel  Gan- 
dolfo  e  presso  Civitavecchia. 

65.  CARYCHIUM  TRIDENTATUM. 

4826  Seràp^/a  tridentata  Bisso  Hist.  nat.  Europ.  Voi.   IV,  pag.  84. 
1839  Carychium  nanum  Arti.  Verzeis  der  Co  neh.  pag.  48,  n.°  i960. 
1841  »         minimum  var.  L.  Pfr.  in  Weigm.  arch.  pag.  221. 

1841  »  elongatum  Villa  Disp.  Syst.  pag.  59,  n°  22. 

1864  »         tridentatum  Stabile  Moli.  terr.  Ptémont  pag.  107. 

Figure 
Bourg.  Àmen.  Mala  col.  II.  Tav.  XV.  fig.  12-13. 

S'incontra  ma  raramente  sopra  i  legni  in  putrefazione  entro  le  macchie 
di  Piano  presso  Terracina. 

ORDINE  II-   PulmonobrànchUtà-Aquatilia. 
FAMIGLIA  VII.  AncilidìE  Fitzinger  1833. 

Genere    XVI.  Ancylus  Geoffroy  1767. 

Sezione   I.   Anotlastrux  Moquin-Tandon   1853. 

95.  ANCYLUS  SIMPLEX. 

1771  Lepas  simplex  Bue  hoz  Aldov.  Lotharing.  pag.  236. 

1774  Ancylus  fluviatile  Mieli.  Verm.  hist.  Voi.  II,  pag.  20 i,  n.  386. 

1778  Patella  »  GmeL  Syst.  nat.  pag.  3711. 

1801         »       cornea  Pnir.  Prodrom.  pag.  101. 

1840        »       lacustris  Flem.  in  Edinb.  Encycl.  VII,  pag.  65  (non  Linneo). 

1862  Ancylus  simplex  Bourg.  Spieil.  Malacol.  pag.  189. 

Figure . 

Forbes  et  Hanlej  Tav.  CXXXII,  fig.  4. 
Bourg.  Malacol.  Alger.  II,  Tav.  XTI,  fig.   1,  e. 
Drap.  Hist.  Moli.  Tav.  II,  fig.  23-24. 
Moq.  Tand.  Hist.  Tav.  XXXV,  fig.  5,  38. 

Frequente  presso  i    laghi  di    Castello  e   Nemi.  Abita  ancora   Terracina, 
Civitavecchia,  ecc. 
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96.  ANCYLUS  COSTULÀTUSs 

1S39  Ancylus  costulatus  Kust.  in  Anton.  Verz.  Gonch.  pag.  36. 

■» 

Figure. 

Bourg.  Malac.  Alger.  II.  Tav.  XII,  fig.  si,  36. 

Chemn.  Kuster.  Tav.  I,  fig.  15,  17. 

Moq.   Tana.  Moli.  Fr.  Tav.  XXXV,  fig.   iy  4. 

Abita  le  Paludi  Pontine  e  i  contorni  di  Civitavecchia.  Si  trova  tuttavia 
anche  in  alcune  fontane  nell'  interno  di  Roma,  ove  esiste  altresì  una  Torma 
locale  o  mutatazione  ad  apice  più  prominente  dell'ordinario. 

Sazione  II.  Velletia  Gray  1840. 
97.  ANCYLUS  LAGUSTR1S. 

1758  Patella  lacustris  Linn.  Syst.  nat.  Ed.  X,  pag.  783  (non  Flem.) 

1774  Arcylus         »         Mieli.  Verm.  hist.  Voi.  II,  pag.   199,  n?  385. 

1786  Patella  oblokga  Lightf.  Brit.  Shell,  in  Phil.  Trans.  LXXVI,  pag.  168. 

1838  Acroloxus  lacustris  Beck  Ind.  Moli.  pag.   124. 

1840  Velletia  »  Grajr  In  Turt.  Shells.  Brit.  pag.  50. 

Figure. 

Dupuj.  Moli.  Fr.  Tav.  XXVI,  fig.  7. 
Drap.  Hist.  moli.  Tav.  II,  fig.  25,  27. 
Moq.   Tand.  Hist.  Tav.  XXXVI,   fig.  50,  55. 

Si  rinviene  non  frequentemente  sopra  l'erbe  acquatiche  lungo  i  fiumi 
Pontini. 

FAMIGLIA  Vili.  Limn&ida  Gray  1840. 

Genere  XVII.  Limnaa  Bruguieres  1791. 

Seziona  I.  Gulnaria  Leach.  1831. 
98.  LIMNJEA  AURICULABIA. 

1758  Helix  auricularia  Linn.  Syst.  nat.  Ed.  X,  Voi.  I,  pag.  774. 
1774  Buccinum  auricula  Muli.  Verm.  hist.  Voi.  II,  pag.  126. 
1778  Turbo  patulus  Da  Costa  Test.  Brit.  pag.   95. 
1789  Bulimus  auricularius  Brug.  Encycl.  Yers.  Voi.  I9  pag.  304. 
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1801  Limneus  auricularius  Drap.  Tabi.  Moli.  pag.  48. 
1803  Helix  limosa  Montf.  Test.  Brit.  pag.  381  (non  Lina,  nec  Diilv). 
1814  Radix  aurigularia  Flem.  in  Edinb.  Encycl.  Voi.  VII»  pag.  77. 
1831  Gulnaria    »         Leach.  Brit.  moli.  448  (ex  Turton). 

Figure. 

Kobelt  Malac.  Blat.  Tav.  I  fig.  i. 

Albin.  Gras.  Moli.  Fr.  Tav.  V,  fig.  i-a. 

Chenu.  Man.  Fig.  3346. 

Bourg.  Malac.  Alg.  II.  Tav.  XI,  fig.  1. 

Rossm.  Icon.  II,  fig.  55. 

Drap.  Hist.  moli.  Tav.  II,  fig.  28,  29. 

Comune  in  molti  fossi,  canali  e  stagni  della  Provincia  Romana*. 

90.  LIMNjEà  OVATA. 

1758  Helix  limosa  Lìtui.  Sjst.    nat.    Ed.  X,    Voi.  I,  pag.  774    (non    Mont 

nec  Dillw.) 
1788      »      terjes  Gmel.  Syst.  nat.  pag.  $667. 
1801  Bolimcs  limosus  Poir.  Prodr.  pag.  39,  n.  7. 
1805  Limnaus  ovatus  Drap.  Hist.  moli.  pag.  50,  n?  s. 
1822  Lvmnaa  ovata  Lamk.  Anim.  sans.  vert.  Voi.  VI,  pag.    ut. 
1834  Limnea  lineata  Bean.  In  Mag.  Hist.  nat.  Voi.  VII,  pag.  493. 
1837  Gulnaria  ovata  Beck.  Ind.  moli.  pag.  iu. 
1853  Limnjeà  terbs  Bourg.  in  Voy.  mer.  morte  Moli.  pag.  58. 
issa       »       limosa  Moq>  Tcaid.  Hiat.  moli.  pag.  488. 

Figure. 

Rossm.  Kobelt.  Tav.  CIXXX,  Fig.  1248. 

Drap.  Hist.  Tav.  II,  fig.  30,  31. 

Moq.  Tand.  Hist.  Tav.  XXXIV,  fig.  12. 

Non  comune;    sull'erbe  nelle    piscine    delle  Paludi  Pontine.  Fu  trovata 
anche  presso  il  Iago  di  Albano. 

100.  LINNAA  PSBEGRA. 

1760  Helix  atrata  Chernn.  Concb.  Voi.  IX. 
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1774  Buccinum  peregrum  Milli.  Verm.  hist.   Voi.  II,  pag.  130,  n?  3tl. 

1777  Helix  putris  Penn.  Brit.  Zool.  Voi.  IV,  pag.  139,  (non  Linn.  nec  Yév.) 

1788  »       peregra   Gmel.  Syst.   nat.   pag.  3659. 

1789  Ruccinum  medium  Stud.  Faunul.  Helv.in  Coite  Trav,  Switz.  Voi.  Ili,  p«4B. 
1789  Bulimus  peregrus  Brug.  Encycl.  Vers.  pag.  301,  n.°  10. 

1801  Limneus  pereger  Drap.  Tabi.  Moli.  pag.  48. 

1832  Lymnaa  peregra  Lamk.  Anim.  sans.  vert.  Voi.  VI,  pag.  461,  n?  9. 

1828        »       limosa  Flem.  Brit,  Anim.  pag.  £74, 

1830  »       putris  Flem.  in  Edinb.  Encycl.  VII,  pag.  77. 

1831  Gulnaria  peregra  Leach  Brit.  moli.  pag.  446  (ex  Turton). 
1839  LymNìCA  peregrina  Mand.  Moli.  Vien.  pag.  95. 

1855        »        peregra  Moq.   Tand.  Hist.  Moli.  Fr.  Voi.  II,  pag.  468. 
1871        »        decollata  Ziegler  fide  Kobelt  Cat.  Binne n.  pag.  126. 
1871  Limnaaus  melanostonus  Parr.  fide  Kobelt  loco  citato  pag.  127. 
1871         »         badius  Kust.  fide  Kobelt  loco  citato  pag.  125. 

Figure. 

Rossm.  Kobelt.  Tav.  CXLIX,  fig.  14 89. 
Rossm.  Icon.  Tav.  II,  fig.  si. 
Drap.  Hist.  moli.  Tav.  II,  fig.  34,  37. 
Moq.  Tand.  Hist.  Tav.  XXXIV,  fig.  13,  16. 

Varietà'  1/ 

1855  Limnaa  peregra  var.*{3  opaca  Moq.  Tand.  Moli.  Fr.  pag.  468. 
1871  Limneus  opacus  Ziegler  in  Kobelt  Binn.  pag.  127. 

Specie  diffusa  ovunque  soprattutto  nelle  fontane. 

101.  LIMNAA  LAGOTIS. 

1835  Limnaa  vulgaris  Rossm.  Icon.  I,  pag.  97  (non  C.  Pfr.) 

1845       »       acutalis  Morelet.  Desc,  Moli.  Portug. 

I87i  LimrìEus  Pharaonum  Eehrem.  in  Kobelt  Binnench.  pag.  127. 

1871  Limneus  effusus  Ktist.  in  Kobelt  loco  citato,  pag.  126. 

1871       a         meridionale  Porr,  in  Kobelt  loco  citato  pag.  127. 

1871  Limnaa  lagotis  Schrank  in  Kobelt  Cat.  Binnenconch.  pag.  127. 

1878  Limnjea  felix  Rigacci  (in  sebedis)  Pauiucci  Ma  ter.  Nota  n.°  80. 
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Figure. 

Benoit  Moli.  Sic.  Tav.  VII,  fig.  8  e. 
Merelet.  Moli.  Port.  Tav.  Vili,  fig.  i. 
Rossm.  Icon.  Tav.  II,  Fig.  53. 

La  suindicata  specie  non  h  rara  in  Roma  e  contorni.  Vive  al  laghetto 
interno  della  Villa  Borghese.  La  Limncea  felix  Rigacci  si  trova  entro  l'ac- 
quedotto Felice  in  Roma. 

Sezione  II.  Limntjs  Montfort  iSiO. 

102.  LIMNjEA  stagnalis. 

1758  Helix  stagnalis  Linn.  Syst.  nat.  Ed.  X,  pag,  774. 

1774  Buccinimi  stagnale  Milli.  Verm.  Hist.  Voi.  II,  pag.  132,   n?  327. 

1778  Turbo  stagnalis  Da  Costa  Tesi.  Brit.  pag.  93. 

1792  Bulimus       a          Brug.  Encycl.  Method.  n?  13,  pag.  303. 

1805  Limneus      »         Drap.  Hist.  pag  51,  n.°  5. 

1822  Limn£A       »         Nilss.  Hist.  Moli.  Suec.  pag.  60. 

mi  Stagnicola  vdlgaris  Leach  Brit.  Moli.  pag.  145  (ex  Turton). 

Figure • 

Dupujr  Hist.  Tav.  XXII,  fig.  106. 
Bourg.  Spicil.  Tav.  XII.  fig.  1-2. 
Chenu.  Man.  Fig.  3540. 
Rossm.  Icon.  Tav.  II,"  fig.  49. 
Drap.  Hist.  Tav.  II,  fig*  38-39. 
Moq.,Tand.  Hist.  Tav.  XXXIV,  fig.  17,  20. 

Varietà*  1/ 
1879  Lmn£A  violacea  Poulucci  in  schedis. 

Specie  comune  nella  Provincia.  Vive  in  numerose  famiglie  anche  alla 
presa  dell'acqua  Felice  presso  il  villaggio  della  <c  Colonna  »  ed  altrove. 

La  var.  violacea  Poulucci  proviene  da  Roma.  Può  leggersi  la  diagnosi 
di  questa  bella  varietà  nel  <c  Catalogo  dei  Molluschi  fluviatili  Italiani  al- 
l' Esposizione  di  Berlino  »   Paulucci  1880. 
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103.  LIMN.SA  TRONCATOLA. 

1774    BuCGINUM    TRUNCULATUM    Milli.    Verni.    Hist.    Voi.    II,   pag.    130)    n!    325. 

1788  Helix  truncatula    Gmel.  Syst.  nat.  pag.  3658,  n.°  132. 

1789  Bugginum  fossarum  Stud .  Faunul.  Helv.  in  Coxe  Trav.  Vili,  pag.  433. 
1801  Bulimus  obsgurus  Poir.  Prodrom.  avril.  pag.  35  (non  Drap.) 

1801  Limneus  mirutus  Drap.  Tabi.   Moli,  julliet.  pag.  51. 

1803  Helix  fossaria  Mont.  Test.  Brit.  pag.  372. 

1814  Lymnjsa     »        Flem.  in  Edinb.  Encycl.  Voi.  VII,  pag.  77. 

1822  Limnaa  minuta  Lamk.  Ànim.   sans.  vert.  Voi.  VI9  pag.  162. 

1830  Limneus  truncatulus  Jeffr.  Syn.  test,  in  Trans.  Lin.  XVI,  pag.  377. 

1831  Stagnicola  minuta  Leach.  Brit.   Moli.  pag.    143  (ex  Turton.) 
1833  Limnophysa      »       Fitz.  Syst.  Verzeisch  pag.  113.  ' 

1837  Limnaa  truncatula  Beck.  Ind.  Moli.  pag.  112. 

1871  Limneus  rivulus  Brown.   in  Kobelt  Binnencb.  pag.  127. 

Figure. 

Kobelt.  Malak.  Blatter  Tav.  II,  fig.  13. 
Rossm.  Icon.  Voi.  I,  Tav.  II,  fig.  57. 
Bourg.  Ma  la  col.  Alg.  II,  Tav.  XI,  fig.  il. 
Moq.  Tand.  Hist.  Tav.  XXXIV,  fig.  21,  24. 

Varietà'  i." 

1855  Limnjea  truncatula  var.  0  Moq.   Tand.  Hist.    Moli.    pag.    473    (forma 
major). 

Figure. 

Drap.  Hist.  moli,  Tav.  II,  fig.  5-6. 

Comune  nei  canali  Pontini  :  si  trova  pure  a  Civitavecchia  ed  altrove.  La 
var.  (3  abita  Foro  Appio. 

Sezione  III.  Lymnophysa  Fitxinger  1833. 
104.  LIMNJEA  PALDSTRIS. 

1774  Bugcinum  palustre  Milli.   Verm.  Hist.  Voi.  II,  pag.  131,  n.  326. 

1788  Helix  pàlTjstris   Gmel.  Syst.  nat.  pag.  3658. 

1789  Bulimus        »        Brug.  Encycl.  Method.  n?  la,  pag.  302. 

58 
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1789  Heliz  crassa  Raioum  Hist.  nat.  Voi.  I,  pag.  276  (non  Da  Costa). 

isot  Limneus  palustris  Drap.  Tabi.  Moli.  pag.  50. 

1814  Lymnaa         »         Flem.  in  Edi  ab.  Encycl.  VII,  pag.  77. 

isso  Limneus  comunis  et  tinctus  Jeffr.    Syn.    Test,    in   Trans.    Linn.    XVI, 

pag.    376,   {{78. 

i83i  Stagnigola  comunis  Leach.  Brit.  Moli.  pag.  142  (ex  Turton). 

1833  Limnophysa  palustris  Fitz.  Syst.  Verzeisch  pag.  113. 

1855  Limnaa  »  Moq.  Tand.  Hist.  Moli.  Voi.  II»  pag.   475. 

1871  Limn£A  forensis  Ziegler  in  Kobelt  Binnench.  pag.  126. 

Figure . 

Jiossm.   Icon.  Tav.  II,  fig.  51. 
Rossm.  Kobelt  fig.  1266-1267. 
Drap.  Hist.  Tav.  II,  fig.  40,  41. 
Alò  in.  Gras.  Tav.  V,  fig.  6. 

Varietà*  1/ 
1840  Limnjsa  palustris  var.  TURRicuLosA  Clessin  in  Cantraine  Malac.  Mediter. 

Varietà'  2/ 

issi  Limneus  pusgus  C.  Pfr.  Deuts.  Moli.  I,  pag.  92. 

1855  Limnjeà  palustris  var.  £  fusca  Moq.   Tand.  Moli.  pag.  476. 

Figu  re 

C.  Pfr.  Deutsch.  Moli.  Tav.  IV,  fig.  *5. 
Drap.  Hist.  Moli.  Tav.  II,  fig.  42. 

Il  tipo  di  questa    specie  h    comune  nelle    acque  tranquille  dei    laghi  e 
degli  stagni  che  esistono  nella  nostra  Provincia. 

La  var.  1.'  h  citata  in  Roma  da  Cantraine. 
La  var.  2/  si  trova  sui  bordi  limacciosi  del  lagp  di  Albano. 

Genere   XVIII.    Ampbipbplea  Nìlsson  1822. 
105.  AMPH1PEPLEA  GLUTINOSA. 

1774  Bugcinum  glutinosum  Milli.  Verm.  Hist.  Voi.  II,  pag.    129,  n.  323. 
4788  Helix  glutinosa  Gmel.  Syst.  nat.  pag.  3659. 
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4789  Bulimus  glutìnosus  Brug.  Encycl.  Vers.  Voi.   I,  pag.  306,  n°   **. 

i805  Ljmneus  »         Drap.  Hist.  moli.   pag.  60,  n.°  3. 

1822  Amphipeplea  GUATINO  sa  Nilss.  Moli.  Suec.  pag.  58. 

1823  Limnaa  »         Sow.  Gen.  Shells. 

1831  Myxas  Mulleri  Leach  Brit.  Moli.  pag.  149  (ex  Turton). 
1871  LmnìGA  gutta  Fili  a  Boll.  Malac.  Ital.  pag.  92. 

Figure. 

Montagli  Tav.  XVI,  fig.  5. 

Mich.  Compi.  Drap.  Tav.  XVI,  fig.  13-14. 

Gualt.  Test.  Tav.  V,  fig.  5. 

Itossm.  Icod.  Fig.  48. 

Moq.   Tand.  Moli.  Fr.  Tav.  XXXIII,  fig.  16,  20. 

S'incontra  nelle  acque  stagnanti  e  sull'autorità  del  Sig.  Cantraine  vive 
perfino  entro  le  grandi  tazze  delle  monnmentali  fontane  del  Bernini  sulla 
piazza  di  S.  Pietro  in  Roma. 

Genere  XIX.  Physa  Draparnaud  1801. 
106.  PHYSA  HYPNORUM. 

1758  Bulla  hypnorum  Linn.  Syst.  nat.  Ed.  X,  Voi.   I,  pag.  727. 

1774  Planorris  turritus  Mùller  Verm.  Hist.  Voi.  II,  pag.  169,  n.  354. 

1788  Bulla  hypnorum  et  turrita  GmeL  Syst.  nat.   pag.  3428,  n.  20. 

1789  Bulimus  hypnorum  Brug.  Encycl.  Vers.   Voi.  I,  pag.  301. 
1801  Physa  »         Drap.  Tabi.  Moli.  pag.  52. 

1820       »       turrita  Stud.  Kurz.  Verz.  pag.  92. 

1823  Limn£a      »       Sow.  Gen.  Shells. 

issi  Nauta  hypnorum  Leach.  Brit.  Moli.  pag.   152  (ex  Turton). 

1837  Aplexa        »        Beck.  Ind.  Moli.  pag.   116. 

1840  Apleius      »         Grajr.  in  Turt.  Shells.   Brit  pag.  255. 

1871  Physa  Tryoni   Cuv.  in  Kobelt  Binnenc.  pag.  ia?. 

Figure . 

Da   Costa  Brit.  Condì.  Tav.  V,  fig.   00* 
Drap.  Hist.  Tav.  Ili,  fig.  12-30. 
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Moq.  Tand.  Hist.  Voli.  II.  Tav.  XXXIII,  fig.  11-12. 
Sow.  Gen.  Shells.  Fig.  10. 

Abita  le  regioni  paludose  della  provincia.  Maccarese,  Foro   Appio,  Mesa. 

107.  PHYSA  FONTINALIS. 

1758  Bulla  fontinalis  Linn.  Syst.  nat.  Ed.  X,  Voi.  I,  pag.  727. 
1767  Bulimus       »  Adams  Hist.  nat.  Senegal,  pag.  5. 

1774  Planorbis  bulla  Milli.  Verm.  hist.  Voi.  II,  pag.  167. 

1788  Turbo  adversus   Da  Costa  Test.  Brit.  pag.  96. 

1789  Bulimus  pontinalis  Brug.  Encycl.  Vers.  Voi.  I»  pag.  30$. 
1801  Physa  »  Drap.  Tabi.  Moli.  pag.   52. 

1815  Bullinus  perla  Oken.  Iahrb.  Naturg.  Voi.  Ili,  pag.  303. 

isi9  Bulla  fontinalis  Turt.  Condì.  Dict.  pag.  27. 

1823  Limnaea       »         Sow.  Gen.  Shells. 

1828  Aplexa         »         Flem.  Brit.  A  rum.  pag.  s72. 

Figure. 

Lister  Gonch.  Tav.  CXXXIV,  fig.  34. 

Chemn.  Kust.  Tav.  II,  Fig.  14,  16. 

Gualt.  Test.  Tav.  V,  fig.  CC. 

Drap.  Hist.  Tav.  Ili,  fig.  8-9. 

Mocjuin   Tand.  Hist.  Tav.  XXXII,  fig.  9,  13. 

Anche  questa    specie  h  stata    trovata    entro  le    vasche    delle   fontane  di 
S.  Pietro  in  Roma. 

108.  PHYSA  AGCTA. 

1805  Physa  acuta  Drap.  Hist.  moli.  pag.  53. 

1807  Bulla  rivalis  Mai.  et  Raket.  Cat.  Brit.  Test,    in  Trans.    Linn.  VIII, 

pag.  26  (non  Dillw.) 
1828  Aplexa     »       Fiera.  Brit.  anim.  pag.  272. 
1837  Bulimus  acutus  Beck.  Ind.  moli.  pag.  117. 

Figure. 

Drap.  Hist.  Tav.  Ili,  fig.   10-11. 

Moq.   Tand.  Hist.  Tav.  XXXII,  fig.    14,  23. 
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Vive  nel  canale  della  linea  morta  presso  Foro  Appio  tra  l'erbe  palustri. 
Specie  piuttosto  rara  nella  nostra  Provincia. 

Genere  XX.   Planorbis  Guettard  1758. 

Sezione  I.  Spirodiscus  Stein  1850. 
109.  PLANORBIS  CORNEUS. 

1758  Helix  cornea  Lina.  Syst.  nat.  Eclix  X,  Voi.  I,  pag.  770  (non  Drap.) 

1767  Coretus  Àdans.  Hist.  nat.  Senegal,  pag.  7. 

1774  Planorbis  purpura  Muli.  Verm.  hist.  Voi.  II,  pag.  154,  n.  343. 

1778  Helix  corru  arietis  Da  Costa  Brit.  Co  neh.  pag.  60. 

1801  Planorbis  corneus  Poir.  Prodrom.  pag.  87. 

Figure . 

Woodward  Man.  Tav.  XII,  fig.  34. 

Chenu.  Man.  Fig.  3558. 

Rossm.  Icon.  Tav.  VII,  fig.  113. 

Bourg.  Amen.  Malac.  Tav.  XVI,  fig.  4,  9. 

Drap.  Hist.  Tav.  I,  fig.  42,  44. 

Moq.  Tand.  Hist.  Tav.  XXXI,  fig.  32,  38. 

Non  rara  nelle  acque    stagnanti    presso    Ostia  e  soprattutto  alle  Paludi 
Pontine  nei  fossi  e  canali  ove  la  vegetazione  h  molto  rigogliosa. 

Sezione  II.  Gyraulus  Agattit  1837. 
HO.  PLANORBIS  ALBDS. 

1774  Planorbis  albus  Muli.  Verm.  Hist.  Voi.  II,  pag.  164. 

1788  Helix  alba  Grnel.  Syst.  nat.  Ed.  XIII,  pag.  3625. 

1801  Planorbis  villosus  Poir.  Prodr.  Avril.  pag.  95. 

1805  »         hispidus  Drap.  Hist.  Moli.  pag.  43,  n.  3. 

1820         *        reticulatus  Bisso  Hist.  Nat.  Europ.  merid.  Voi.  IV,  pag.  9». 

Figure. 

Westerl.  in  Malak.  Blatter  Tav.  IV,  fig.  i,  3. 
Drap.  Hist.  Moli.  Tav.  V,  fig.  45,  47. 
Moq.  Tand.  Hist.  Tav.  XXXVI,  fig.  12,  »9. 

Non  è  raro  presso  il  lago  di  Albano. 
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Sezione  III.  Anisus  FU  tinger.  1883. 
HI.  PLANORBIS  CARINATUS. 

4774   PlàNORBIS    CARINATUS     MtiU.     Verta.     Hist.     Voi.      II,     pag.     175,     II.     344 

(non  Stud.) 
1783  Helix  limbata  Da  Costa  Test.  Brit.  pag.  63  (aon  Drap.) 
1801  Plànorbis  agutus  Poir.  Prodrom.  pag.  91,  n.  5. 
1803  Helix  carinata  et  complanata  Moni.  Test.   Brit.  p.  45Q  (aon  Linn.) 
1806      »       planata  Mat.  et  Rak.  Cat,   Brit.   Shells.  ìq  Trans.  Linn.  Vili, 

pag.  189. 
1840  Planorbis  umbilicatus  Stud.  Kurz.  Verzeiscb.  pag.  9*.  (non  Muli») 

Figure. 

Albin.  Gras.  Hist.  Tav.  IV,  Cg.  39. 
Iiossm.  Icon.  I.  Fig.  60. 
Drap.  Hist.  Moli.  Tav.  II,  fig,  13-14. 
Moq.   Tand.  Hist.  Tav.  XXX,  fig.  29.  33. 

Non  rara  presso  i  laghi  di  Castello  e  Nerai;  sulla  testimonianza  del  Sig. 
Can traine,  la    suddetta  specie    vive  altresì  in  alcune  fontane  di  Roma. 

112.  PLANORBIS  UMBILICATUS- 

1774  Planorbis  umbilicatus  Muli.   Verm.  Hist.  Voi.  II,  pag.  ioo,  n?  349. 
1805  »         marginatus  Drap.  Hist.  moli.  pag.  45,  n.  8. 

»         gomplanatus  Auct.  piar,  (non  Linn.) 

Figure. 
Iiossm.  Icon.  I,  fig.  61. 
Drap.  Hist.  Tav.  II,  fig.  n-12. 
Moq.   Tand.  Hist.  Tav.  XXX,  fig.  18,  28. 

La  suindicata  specie  vive  nei  canali  di  scolo  della  Bonificazione  Pontina. 
I  siguori  Potier  et    Michaud  assicurano  che  abita  ancora  i  dintorni  del 
Tempio  di  Minerva  Medica  in  Roma  ! 

Seiione  IV.  Gyrorbis,  Agastii  1837. 
113.  PLANORBIS  VORTEX. 

1758  Helix  vortex  Linn.  Syst.  nat.  Ed.  X,  VoK  I,  pag.  77*. 
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1774  Planorbis  vortex  Milli.  Verni.  Hist-  Voi.  II,  pag.  158. 

1778  Helix  planorbis  Da  Costa  Test.   Brit.  pag.  65  (non  Lino.) 

1820  Planorbis  tenellus  Stud.  Kurz.  Vendiseli,  pag.  02. 
1831  »  gompressus  Mich.  Compi.  Drap.  pag.  81. 

»  * 

Figure. 

Rossm.  Icon.  I.  Fig.  61. 

Mich.  Compi.  Drap.  Tav.  XVI,  fig.  6,  8. 

Drap.  Hist.  Moli.  Tav.  II,  fig.  4-5-6-7. 

Vive  nelle  acque  tranquille  dei  stagni  di  Ostia  e  Maccarese. 

114.  PLANORBIS  SP1RORBIS. 

1758  Helix  spirorbis  Linn.  Syst.  nat.  Ed.  X,  Voi.  I,  pag.  770. 
1774  Planorbis  spirorbis  Muli.  Verm.  Hist.  Voi.  II,  pag.  lei,  n?  347. 
1855  )>  acronicus  Fér.  fide  Moq.  Tand.  Hist.  pag.  437. 

1868          »         Dazuri  Morch.  in  Am.  Iourn.  Condì    IV,  pag.  27. 
1870         »         gyborbis  et  spirorbis    Stud.  fide  Charp.    in  De  Betta    Moli. 
Prov.  Veronese 

Figure. 

Dupuy  Hist.  Tav.  XXI. 
Rossm.  Icon.   I.  Tav.  II,  fig.  63. 
Albin.  Gras.  Tav.  IV,  fig.  34. 
Drap.  Hist.  Moli.  Tav.  II*  fig.  8-9.. 
Moq.   Tand.  Hist.  Tav.  XXXI,  fig.  1...5. 

S'incontra,  non  però  frequentemente,  nei  fossi  di  fondo  paludoso  nei  con- 
torni di  Civitavecchia.  Vive  ancora  nei  stagni  che  esistono  presso  le  foci 
del  Tevere  (Fiumicini  Ostia). 

Sezione  V.  Bathyomphàlus  Agassix  1837. 
115.  PLANORBIS  CONTORTCS. 

1758  Helix  contorta  Linn.  Syst.  nat.  Ed.  X,  pag.  770. 
1774  Planorbis  contortus  Muli.  Verm.  Hist.  Voi.  II,  pag.  U2. 
1778  Helix  crassa  Da  Costa  Brit.   Conch.  pag.  66  (non  Razoum.) 
1799      »      umbilicata  Pultn.  Cat.  dors.  pag.  47  (non  Flr.) 
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Figure . 

Dupuy  Hist.  Tav.  XXI,  fig-  2. 
Bossm.  Icon  IL  Fig.  m. 
Albin.  Gras.  Tav.  IV,  fig.  so. 
Drap.  Hist:  Moli.  Tav.  I,  fig.  39,  41. 
Moq.   Tand.  Hist.  Tav.  XXXI,  fig.  24,  31. 

S'incontra  assai  raramente  nelle  vicinanze  di  Civitavecchia  entro    i  fossi 
di  lento  corso  ove  abbonda  la  vegetazione  palustre. 

Sezione  VI.  Hippeutis  Agassi*  1837. 
116.  PLANORBIS  COMPLANATUS. 

1758  Helix  complànatà  Lìtui.  Syst.  nat.  Ed.  X,  pag.  769  (non  Mont.) 
1786      »      fontana  Lightf.  in  Pliil.  Trans.  LXXYI  pag.  165  (non  Stud.) 
1805  Planorbis  complanatus  Drap.  Hist.  Moli.  pag.  47  (non  Stud.  nec  Poir). 
1812         »         lentigularis  Alteri.  Syst.  Abbandl.  pag.  35. 

Figure. 

Westerl.  in  Malak.  Blatter  Tav.  IV,  fig.  34,  33. 

Albin.   Gras.  Tav.   IV,  fig.  40. 

Fér.  Hist.  Tav.  II,  fig.  20,  22. 

Moq.  Tand.  Hist.  Tav.  XXX,  fig.  io,  17. 

Raccolta  non  frequentemente  nei  canali  Pontini- 

Sezione  VII.  Segmentina  Fleming  1817. 
117.  PLANORBIS  NITIDUS.       ' 

1774  Planorbis  nitidus  Muli.  Verm.  Hist.  Voi.  II,  pag.  163,  n!  349  (non  Gray). 

1784  Helix  lineata  Boys  et  Walk.  Test.  min.  var. 

1786  Nautilus  lacustris  Lightf.  in  Phil.  trans.  LXXVI,  Voi.  I,  pag.  163. 

1788  Helix  nitida  Gmel.  Syst.  nat.  pag.  3624  (non  Muli,  nec  Drap.  Hist). 

1801  Planorbis  complanatus  Poir.  Prodr.  pag.  03  (non  Drap,  nec  Stud.) 

1815         »         lineatus  Brard.  Coq.  Paris. 

1820         »         clausulatus  Fér.  Concord.  Moli.  Brit.  in  lourn.  Pbys.  pag.  240. 

1823         a         nautileus  Sturm.  Deutsch.  Faun. 
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1888  Segmentina  lineata  Flem.  Brit.  Ànim.  pag.  279. 

1830  »  nitida  Flem.  in  Edimb.  Encycl.  XII. 

1831  Hemithalamus  lacustris  Leach  Brit.  Moli.  pag.  137  (ex  Turt.) 
1840  Segmentala  »         Swains  Treat.  Malac.  pag.  338. 

Figure. 
Rossm.  Icon.  II,  Fig.  114-115. 
Drap.  Hist.  Tav.  II,  fig.  1 7-18-19. 
Moquin  Tand.  Hist.  Tav.  XXX,  fig.  5,  9. 

Abita  i  terreni   aquitrinosi  sulle  rive  del  lago  di  Albano  e  si    rinviene 
eziandio  in  alcuni  fossi  nelle  vicinanze  di  Roma. 

DIVISIONE  II.  Gasteropoda  operculata. 

ORDINE    I*    PuLMONATÀ-TbRRE STRIA. 

FAMIGLIA  IX.  Ciclostomid^e  Grajr  1840. 

Genere   XXI.  Cyclostoma  Draparnaud  1801. 
118.  CYCLOSTOMA  ELEGANS. 

1616  Cochlea  turbinata  F.  Colonna  De  Pur.  Cap.  IX,  pag.  18. 
1774  Nerita   elegans  Milli.   Verm.  Hist.  Voi  II,  pag.  177,  n.  363. 

1777  Turbo  tumidus  Penn.  Brit.  Zool.  pag.  128. 

1778  »      stri at us  Da  Costa  Test.  Brit.  pag.  85. 

1788  »         ELEGANS    GmeL    Syst.    Nat.    pag.    3606. 

1789  Pomatias      »      Stud.  Faunul.  Helvet.  in  Coxe  Travel.  Switz.  Voi.  III, 

pag.  432. 
1792  Turbo  reflexus  Olivi  Zool.  Adriatic.  pag.  176. 
1801  Cyclostoma  elegans  Drap.  Tabi.  Moli.  pag.  38. 
1810  Cyclostomus       »       Montf.  Conch.  Syst.  Voi.  II,  pag.  287. 
1847  Cyclostoma  marmoreum  Sow.  Thesaur.  Conch.  Voi.  I,  pag.  101. 

Figure. 

Penn.  Brit.  Zool.  Tav.  LXXXII,  fig.  no. 

Wood.  Man.  Tav.  XII,  fig.  40. 

Rossm.  Icon.  I.  Tav.  II,  Fig.  44. 

Drap.  Hist.  Tav.  I,  fig.  5,  8. 

Moq.  Tand.  Hist.  Tav.  XXXVII,  fig.  3,  22,  23. 

Specie  e  om  un  issi  ma  tanto  nella  pianura  che  in  collina. 

59 
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Genere  XXII.  Pomatias  Studer  17W. 
119.  POMATIAS  PATULUM. 

1801  Cyclostoma  patulum  Drap.  Tabi.  Moli.  pag.  39  (excl.  var.  b). 
iftto  »         turriculatum  Var.  b  Menke  Syn.  Moli.  pag.  40. 

1832  Pomatias  patulum  Crist.  et  Jan  Cat.  XV,  n.  12. 

Figure. 
Rossm.  Icòn.  VI.  Fig.  401-402. 
Drap.  Hist.  Tav.  I,  fig.  9-to-u. 
Moq.   Tand.  Hist.  Tav.  XXXVII,  fig-  39,  41. 

Vive  nascosto  tra  i    crepacci  delle  roccie    calcari  sui    monti    Prenestinu 
Piuttosto  raro. 

ORDINE  II  Branchia  ta-AquatIlia. 
FAMIGLIA  X.  Paludinida  Grajr  1840. 

Genere    XXIII.  Paludina  Lamarck  1821. 
120.  PALUDINA  VIVIPARA. 

1758  Helix  vivipara  Limi.  Syst.  nat.   Ed.  X,  Voi.  I,  pag.  772. 

1774  Nerita  fasciata  Muli.  Verro.  Hist.  Voi.  II,  pag.  182. 

1788  Helix  »        Gmel.  Syst.   nat.  pag.  3646. 

1792       »     ventricosa  Olivi  Zool.    Adriat.    pag.    178,  (non    Muli,    nec    Fe'r. 

nec  Jan). 
1801  Bulimus  viviparus  Poir.  Prodr.  Avril  1801,  pag.  et. 
1801  Gyclostoma  achatinum  Drap.  Tabi.  Moli.   luilliet  pag.  40. 
1810  Viviparus  fluviorum  Montf.  Còncli.  Syst.  Voi.  II,  pag.  247. 

1820  Paludina  achatina  Stud.  Kurz.   Verzeisch  pag.  91,  (non  Sow.) 

1821  »  vulgaris  Grajr  Nat.  arrang.  Moli,  in  Med.  rep.  XV,  pag.  2*9. 
1823  Turbo  achatinus  Shepp.  Desc.  Brit.  Shells.  in  Trans.  Linn.  XV.  pag.  152. 
1838  Paludina  fasciata  Desk,  in  Lemk.  Aoim.  sans.  vert.  Voi.  VIII,  p.  512. 
1851  Vivipara         »        Dup.  Hist.  Moli.  Voi.  V,  pag.    540. 

Figure . 
Chemn.  Kust.  Tav.  I,  fig.   n. 
Dupuy.  Hist.  Tav.  XXVII,  fig.  6. 
Bourg.  Spicil.  Tav.  X.  fig.  4. 
Drap.  Hist.  Tav.  I,  fig.  18. 
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Varietà*  ì.* 

1832  Paludina  pyramidalis  Jan  In  Bourg.  Spie.  Malac. 

1837        »         pyramidata  Kust.  in  Chemn.  pag,  8.  var.  A. 

Figure. 

Bourg.  Spie.  Mal  a  col.  Tav.  X.  fig.  8. 
Chemn.  Ktist.  Tav.  11,  fig.  14. 

Comune  in  molti  corsi  di  acqua  della  Bonificazione  Pontiria  e  special* 
mente  al  fiume  delle  Volte  6  nei  canali  di  scolo  ove  e&istoflo  molte  erbe 
palustri.  La  varietà  si  trova  talora  insieme  ai  tipo. 

121.  PALUDINA  CONTECTA. 

1774  Nervina  vivipara  Muli.  Verna.  Hist.  Voi.  II,  pag.   182. 

1778  Cocdlea  »         Da   Costa  Test.  Brit.  pag.  81. 

1801  Cyclostoma  vivipardm  DYap.  Tabi.  BfoH.  pag.  40. 

1801  Natica    vivfPARA    Fér.  (pére)  Syst.    cdncL  in  mém.    Soc.    v&èà.   éiriul. 

Paris  IV,  pag.  395. 
1818  Cyclostoma  contectgm  MilL  Moti.  Main.  et  Loir.  pag.  5. 
1814  LymnìEA  vivipara  Flem.  in  Edinb.  Encycl.  VII,  pag.  77. 

1820  Paludina       »         Stud.  Kurz.  VerZ.  pag.   93. 

1821  »         crystallina  Grajr  Nat.  arrang.  Moli,  in  Med.  repos.  XV,  p.  239. 
1823  Paludina  achatina  Sow.  Gen.  Shells.  (non  Stud.) 

i83i  Vivipara  comunis  Dup.  Hist.  Moli.  Voi.  V,  pag.  537. 
1862        »         contecta  Bourg.  Spicil.  Ma  la  col. 

Figure. 

Da  Costa  Test.  Brit.  Tav.  VI,  fig.   2. 
Chemn.  Kust.  Tav.  I,  fig.  4. 
Dupujr  Hist.  Tav.  XXVII,  fig.  5. 
Rossm.  Icon.  Fig.  68. 
Moq.  Tand*  Hist.  Tav.  XL,  fig.   i,  24. 
Drap.  Hist.  Tav.  I,  fig.  i«. 

Specie  piuttosto  abbondante  come  la  precedente,  alle  Paludi  Pontine. 
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FAMIGLIA  IX.  Rissoida  H.  et  A.  Adams  issa. 

Genere  XXIV.   Bythinu  Gray  1821. 
122.  BYTHINIA  TENTACULATA. 

1758  Helix  tentaculata  Lina.  Syst.  nat.  Ed  X,  pag.  774. 

1774  Nerita  jaculator  Muli.  Verna.  Uist.  Voi.  II,  pag.  185,  n.  372. 

1778  Turbo  nucleus  Da  Costa  Brit.  Conch.  pag.  91. 

1801  Bulihus  tentaculatus  Poir.  Prodr.  Avril  1801,  pag.  61,  n.°  30» 

1801  Cyglostoma  impurum  Drap.  Tabi.  Moli.  Iailliet  1801,  pag.  41. 

1801  Turro  janitor  Vali.  Exerc.  Hist.  Nat.  Aoùt  1801,  pag.  6. 

1807  Cyclostoha  jaculator  Fèr.  (pére)  Ess.  method.  conch.  pag.  ee. 

1314  Lymnìea  tentaculata  Flem.  in  Edimb.  Encycl.   Voi.  VII,  pag.  78. 

1815  Paludina  impura  Brard.  Coq.  Paris  pag.   183. 

I820  »        jaculator  Stud.  Kurz.  Verzeisch.  pag.  91. 

1823  Turbo  tentaculatus  Shepp.  Desc.  Brit.  Shel.  in  Trans.  Lina.  XIV,  p.  152. 

1826  Bithynia  jaculator  Risso  Hist.  nat.  Eur.  mer.  Voi.   IV,  pag.   ioa. 

1828  Paludina  tentaculata  Flem.  Brit.  Aaim.  pag.  315. 

1840  Bithinia  »  Gray  in  Turt.  Shells.  Brit.  pag.  93. 

1850  Bytbinia  »  Stein  Schneck.  Beri.  pag.  92. 

1862         »        codia  Bourg  Spicil.  Mala  col. 

Figure 
Gualt.  Test.  Tav.  V,  fig.  B. 
Lister  Conch.  Tav.  CXXXII,  fig.  32. 
Albin.  Gras.  Desc.  Moli.  Tav.  V,  fig.  12. 
Da  Costa  Brit.  Conch.  Tav.  V,  fig.   12. 
Rossm.  Icori.  VI.  Tav.  II,  fig.  65. 
Bourg.  Spicil.  Malac.  Tav.  Vili,  fig.  5,  7. 
Moq.  Tand.  Hist.  Moli.  Tav.  XXXIX,  fig.  23,  40. 

Varietà'  i.' 

1855  Bytbinia  tentaculata 

var.  b  PRODUCTA  Menk.  in  Moq.  Tand.   Hist.  pag.   528. 

Figure» 

Drap.  Hist.  Tav.  I,  fig.  19. 

Moq.  Tandon  Hist.  Tav.  XXXIX,  fig.  41. 
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Varietà9  t.* 
1874  Bythinia  inflata  Ttiegler  in  Rigarci  Catal.  Co  neh. 

Specie  abbondante  e  coraunissima  nei  laghi,  fossi  e  paludi. 

Le  var.  producta  e  infletta  si  trovano  non  raramente  a  Te  tracina.  Nella 
collezione  Rigacci  esistono  altresì  le  varietà  elongata^  ocroleuca,  e  carenata 
(in  schedis)  tutte  coli1  Habitat  Terracina. 

123.  BYTHINIA  BOISSIERI. 

1852  Bythinia  Boissieri  Cìiarp.  in  Chemn.  Kust.  pag.  35. 

1878        *         Uzziellii  Stabile  in  Paulucci  Matériaux,  pag.  i8. 

Figure. 
Chemn.  Kust.  Tav.  VII,  Gg.  so,  32. 

Vive  nei  contorni  di  Roma  e  non  è  rara  in  talune  delle  grandi  fontane 
anche  nell'interno  della  citta. 

124.  BYTHINIA  RUBENS. 

1812  Paludina  succinbata  Megerle  Beschr.  Condì. 

1828         »        Rubens  Menk.  Synopsis  Ed.  II,  pag.  134. 

1832         »         ferruginea  Poli  in  De  Crist.  et  Jan  Cat.  pag.  7,  n.  7. 

Figure. 

Chemn.  Kust.  Tav.  IX.  fig.  27,  29. 

Vive  nei  fondi  melmosi  dei  canali  Pontini  a  Terracina.  Si  trova  eziaudio 
nella  gran  vasca    della  fontana    monumentale    dell'acqua  Paola  a  S.  Pietra 
in  Montorìo  in  Roma. 

125.  BYTHINIA  SIHILIS. 

* 

1805  Ctglostoma  simile  Drap.  Hist.  Moli.  pag.  34,  n.  4. 

1821  Valvata  similis  Hartm.  Syst.  Gast.  pag.  57. 

1831  Paludina      »      Mich.  Corop.  Drap.  pag.  93  (non  des  Moul.) 

1849  Bithinia  similis  Dupujr  Cat.  extram.  test.  n.  48. 

1850  Bythinia      »      Stein.  Schneck.  Beri.  pag.  93. 

1851    HvDROBIA       »        Dup.  Moli.    Voi.    V,   pag.    552. 
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Figure. 

Dupuy  Hist.  Tav.  XXVII,  fig.  9. 
Chemn.  Kust.  Tav.  X,  fig.  25,  96. 
Drap.  Hist.  Moli.  Tav.  I,  fig.  15. 
Moq.   Tandon.  Hist.  Tar.  XXVII,  6g.  9. 

Si  trova  nei  fontanili  dei  tenirnenti  campestri  net  territorio  di  Civitavecchia. 

Genere  XXV.   Auxkil  Gould  1841. 

126.  AMNICOLA  M AGROSTOMA. 

1837  àmnicola  macrostoma  Kiist.  ìb  Chemn.  pag.  75. 

1837  P  alunna  anatina  Kust.  in  Chemn.  pag.  76  (non  Mich.) 

1871  Àmnicola        »       Kobelt  Cat.  Binneac.  pag.  62,  (non  Poir.) 

1871  Paludina  similis  Villa  Cat.  Moli.  Lorab.  Bull.  Malac.  Ital.  pag.  93  (non 

Drap.) 
187&  Bvtiinia      »       Adami  Cat.  Moli.  SarcL  Bull.  Soc.  Malac.  lu 

Figure. 
Kust.  Chemn.  Tav.  XV,  fig.  5,  7. 

Abita  taluni   corsi   di   acqua    della    Bonificazione    Pontina   cioè    Mortola 
Storticehia  ecc. 

Genere    XXVI.    Belgaandia  Bourguignat  1869. 

127.  BELGRAND1A  THERMALIS. 

1767  Turbo  thermalis  Lina.  Syst.   nat.  Ed.  XII,  pag.  1237. 
*866  BwaroiAi  Savina  JLsset  Moti.  Pisa  pag.  sa. 

Figure. 

Bull.  Malac.  Italiano  1S68  Tav.  I,  fig.  4,  6. 

Nella  collezione   Rigacci    esistono    molti  esemplari  della    suddetta  specie 
co\V Habitat  «  Fontanoni  &  Pietro  in  Molitorio  a  Roma  ». 

Genere   XXVII.    Hydbobia  Hartmann  1821. 

« 

128.  HYDROB1A  VE  NT  ROSA. 

1797  Turbo  eburneus  Adams.  Microsc. 

1846  Hydrobia  ventrosa  Morti.  Test»  Bri*.  Voi.  II,  p*g.  3*7. 
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Figure. 

Adamson  Microscop.  Tav.  IXV,  fig.   15. 
Montagu  Test.  Brit.  Tav.  IV,  fig.  29. 

Le  spoglie  di  questa  specie  si  possono  raccogliere  in  talune  epoche  del- 
l'anno sulla  spiaggia  del  mare  nel  tratto  che  corre  tra  il  porto  di  Terracina 
ed  il  porto  di  Badino  mescolate  sempre  all'erbe  palustri  provenienti  dallo 
spurgo  artificiale  dei  canali  Pontini,  che  il  mare  rigetta  sulla  riva. 

129.  HYDROBJA  VITREA. 

18O1  Cyclostoma  vitreum  Drap.  Tabi.  Moli.  pag.  41. 
1821  Hyobobia  vitrea  Hartm.  SysL  Gaster.  pag.  58. 

1830  Paludina  vitrea  Menk.  Syn.  Moli.  pag.  40  (non  Moq.  Tand.) 

1831  1»         diaphana  Mich.  Comp.  Drap.  pag.  97,  n.   10. 

1836  Leachia  vitrea  Risso  Uist.  xiat.  Eur.  mar.  Voi.  IV,  pag»  103. 
1849  Bitbinia  diaphana  Dup.  Cat,  e x tram.   test.  n.  36. 

Figu  re. 

Mich.  compi.  Drap.  Tav.  XV,  fig.  mmm. 
Drap.  Hist.  Tav.  I,  fig.  2t~*i. 

Vive  nei  fontanili  in  campagna  nel  territorio  di  Civitavecchia. 

130.  HYDROBIA  tJLVjE. 

1787  Turbo  ulv*  Penn.  Brit.  Zool.  Voi.  IV,  pag.  132. 

18U  Cyclostoma  pusillum  Fér.  Mem.  geologa  sur  les  terr. 

1831  Paludina  stagnorum  Turt.  Manuel,  pag.  136,  n.  128. 

1845         »         stagnalis  Menk.  in  Zeitschr.  Malalozool.  pag.  37,  n.  15. 

1853  Rissoa  ulvìe  Forbes  et  Hanl.  Hist.  Brit.  Moli.  Ili,  pag.  141. 

1855  Paludina  acuta  De  Betta  et  Martin.  Cat.  Moli.   Veron.  pag.  85. 

• 

Figure. 

Turton  Manual.  Fig.  123* 

Drap.  Hist.  moli.  Tav.  I,  fig.  25. 

Vive  attaccata  all'erbe  palustri  in  diversi  fossi  nel  circondario  Pontino. 
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Genere  XXVIII.   Bythinella  Moquin  Taftdon  1851. 

131.  BYTHINELLA  ABBREVIATA. 

1831  Paludina  abbreviata  Mich.  Comp.  Drap.  pag.  98,  n.  12. 
imo  Bithinia  »         Dup.  Gat.  extramar.  test.  n.  34. 

1851  Hydrobia         »         Dup.  Hist.  Moli.  Voi.  V,  pag.  565. 
issi  Bythinella      »         Moq.  Tana.  Iourn.  Conch.  pag.  239. 

Figure. 

Dup.  Hist.  Moli.  Tav.  XXVIII,  fig.  4. 
Mich.  Comp.  Drap.  Tav.  XV.  fig.  52-53. 
Moq.  Tand.  Hist.  Tav.  XXXVIII,  fig.  37-38. 

Vive  nei  piccoli  corsi  in  quel  di  Civitavecchia,  ma  non  fe  comune. 

132.  BYTHINELLA  V1RIDIS. 

1801  Bulimus  viridis  -Poi'r.  Prodrom.  pag.  45,  Àvril  isoi. 

1801  Turbo  griseus  Foli.  Exercis.  Hist.  nat.  Àoùt  isoi,  pag.  9. 

1805  Cyclostoha  viride  Drap.  Hist.  Moli.  pag.  37,  n.  8. 

1821  Paludina  viridis  Hartm.  Syst.  Gast.  pag.  57. 

1849  Bithinia       »       Dup.  Cat.  extramar.  test.  n.  51. 

1851  Hydrobia      *       Dup.  Hist.  moli.  pag.  553. 

1851  Bythinella  »       Moq.   Tand.  Iourn.  Conch.  1851,  pag.  239. 

1871  Paludina  miliaris  Berte  in  Villa  Cat.  Moli.  Lomb.  pag.  15. 

Figure . 

Dupuy  Hist.  Tav.  XXVII,  fig.  10. 

Drap.  Hist.  Tav.  I,  fig.  26,  27. 

Moq.  Tand.  Hist.  Tav.  XXXIX,  fig.  12,  17. 

Si  trova  nei  fossati  di  Civitavecchia  e  talora  anche  alle  Paludi  Pontine. 

133.  BYTHINELLA  BULIMOIDEA. 

1881  Paludina  bulimoidea  Mich.  Comp.  Drap.  pag.  39.  n.  113. 

1855  Bythinia  vitrea  var.  y  bulimoidea    Moq.    Tand.    Hist.    moli.    Voi.    II, 

1871  Paludinella  bulimoidea  Mich.  in  Kobelt  Binnen,  Conch.  pag.  63. 

Si  trova  questa  specie  in  ispoglie  nelle  alluvioni  dei  corsi  di  acqua  che 
solcano  le  colline  contornanti  Civitavecchia  e  Corneto. 
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FAMIGLIA  Valvatid*  Gray  imo. 

Genere   XXIX.    Valvata  Mùller  1774. 

134.  VALVATA  PISCINALIS. 

i774  Valvata  piscinalis  Muli.  Verm.  Hist.  Voi.  II,  pag.  172. 
1779  Trochus  cristatus  Schrót.  Fluss.  Con  e  li.  pag.  280. 

1788    IlELIX   PISCINALIS    ET    FASCICULARIS    Gmel.    Syst.    nat.    pag.    3627,    3611. 

1789  Nerita  obtusa  Stud.  Faunul.  Helv.  in  Coxe  Trav.  Switz.  Voi.  Ili,  p.  436. 

1801  Turbo  cristatus  Poir.  Prodr.  Avril  isoi,  pag.  29. 

1801  Gyglostoma  obtusum  Drap.  Tabi.  Moli.  Iuillet,  pag.  39. 

1303  Turbo  fontinalis  Mont.  Test.  p.  348. 

1807  Valvata  piscinalis  Fér.  (pére)  Ess.  syst.  conch.  pag.  75. 

1814  Lymnaa  foxtinalis  Flem.  in  Edinb.  Eucyc.  Voi.   VII,  pag.  78. 

1815  Valvata  obtusa  Brard.  Coq.  Paris  pag.  190. 

1817  Turbo  thermalis  Dillw.  Desc.  catal.  shells.  pag.  852. 

1871  Valvata  umbilicata  Porr,  in  Kobelt.  Binnen.  Conch.  pag.  148. 

Figure. 

Brard.  Coq    Paris.  Tav.  VI,  fig.  17. 

Chemn.  Kust.  Tav.  XIV,  Fig.  9,  11. 

Bourg.  Ma  la  col.  Aix.  les  Bains,  Tav.  I,  fig.  11,  15. 

Drap.  Hist.  Moli.  Tav.  I,  fig.  14. 

Moq.   Tand.  Hist.  Tav.  XLI,  fig.  1,  25. 

Specie  assai  comune  nei  canali  di  lento  corso  nella  Bonicazione  Pontina. 

135.  VALVATA  CRISTATA 

1774  Valvata  crisi at a  Muli.  Verm.  hist.  Voi.  II,  pag.   198,  n.  384. 
1788  Nerita  valvata  Gì  nel.  Syst.  nat.  pag.  3675. 
1801  Valvata  planorbis  Drap.  Tabi.  Moli.  pag.  12. 
1803  Hblix  cristata  Montf.  Test.  Brit.  pag.  460. 

1807  Turbo  cristatus  Mat.  et  Rak.  Cat.  Brit.  test,  in  Trans.  Linn.    VIII, 
pag.  169. 

Figure. 

Martin.-  Chemn.  Tav.  XIV,  fig.  21,  24. 

Drap.  Hist.  Tav.  I,  fig.  34,  35. 

Moq.  Tand.  Hist.  Tav.  XLI,  fig.  33>  36. 

Vive  come  la  precedente  alle  Paludi  Pontine:  è  piuttosto  rara. 

60 
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FAMIGLIA  Melando  Gray  1840. 

Genere   XXX.  Melakopsis  Férussac  1807. 

136.  MELANOPSIS  DUFODRI. 

1823  Mclanopsis  Dufouri  Fér.  Monog.  Melanop.  pag.  24,  n.  2. 

1858  Lyrega  Dufourei   H.  et  A.  Adatns.  Geo*  of  ree.  moli.   I,  pag.  310. 

Figure. 
Rossm.  Icon.  Tav.  LXVIII,  fig.  83D. 

La  suddetta    specie  esiste  nella    collezione    Donati  iu  Civitavecchia  col- 
V Habitat  «  Contorni  di  Civitavecchia   ». 

FAMIGLIA  Neritiikg  Turton  issi. 
Genese  XXXI.  Nbritina  Lamarck  1809. 

137.  NERITINA  FLUVIATILI^ 

1758  Nerita  fluviatilis  Linn.  Syst.  nat.  Ed.  X,  pag.  777. 

1810  Tueodoxus  lutbtianus  Montf.  Conch.  syst.   Voi.  VI,  pag.  351. 

1822  Neritina  fluviatilis  Latri.  An.  sans.  vert.   Voi.  VI,  pag.  188. 
1833         »         variabilis  Hicart.  Moli.  ValenC.   I,  pag.   146. 

Figure. 

Dupuy  Moli.  Fr.  Tav.  IXXX,  fig.  \,  6. 

Gualt.  Test.  Tav.  IV,  fig.  LL. 

Rossm.  Icon.  II.  Tav.   VII,  Fig.  118-119. 

Lister.  Conch.  Tav.  CXLI,  fig.  38.  • 

Drap.  Hist.  Moli.  Tav.  I,  fig.  3-4. 

Moq.  Tand.  Hist.  Tav.  XLII,  fig.  32-33. 

Varietà'  i.* 
1874  Neritina  Trajana  Rigacoi  Catalog.  Coli.  n.  6374. 

Varietà*  2/ 

1815  Neritina  pontinalis  Brard.  Hist.  Coq.  pag.  m. 

I87i  Nerita  lacustris  Linn.  in  Kobelt.  Binnen  conch.  pag.  130. 

Figure. 
Brard.  Hist.  Coq.  Tav.  VII,  fig.  11,  19. 
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Specie  comunissima  in  pressoché  tutte  le  località  della  Provincia. 

La  var.  Trajana  Rigacci,  in  schedis,  abita  Roma. 

La  var.  fontinalis  si  trova  nelle  fontane  di  S.  Pietro,  in  quelle  di  piazza 
Farnese  in  Roma,  nonché  nel  fiume  Marta  presso  Cometa. 

È  mio  avviso  che  la  Neritina  Viilsiniensis  Rigacci  Catal,  n.°  6464  pro- 
veniente dal  lago  di  Bolsena  potrebbe  riunirsi  a  taluna  delle  note  mutazioni 
della  Neritina  fluviatili*  Lamk. 

138.  NERITINA  MERIDIONALE. 

1836  Neritina  mbiidionalis  Phil.  En.  Moli.  Sic.  Voi.  I,  pag,  159. 
1850         »        Philippiana  Reoluz.  in  Journ.  Condì,  pag.  149. 
isso         »  tessellata  Ziegler  fide  Recluz.  loco  citato. 

Figure. 
Philippi  Enum.  Moli.  Sic.  Tav.  IX,  fig.   i3. 

La  specie  suddetta  si  trova  nei  corsi  di  acqua  Pontini  a  Foro  Àppio 
sull'autorità  del  Ch.  Sig.  E.  voti  Martens. 

CLASSE  IL  acephala  Cuviep. 

ORDINE  I*  Lamellibrawchiata. 

FAMIGLIA  Unionidjb  Grajr  imo. 

Genese   XXXII.    Umo  Retzius  17S8. 

Sezione  I.  Lymnium  Oken  1815. 
139.  UNIO  SINUATUS. 

1801  Une  rugosa  Poir.  Prodrom.  pag.  105. 

1805     »     varcaritifma  Drap.  Hist.  Moli.  pag.  32,  n.  a  (non  Linn) 

1810     »     sinuata  Lamk.  Hist.  aninou  sans.  vert.  Voi.  VI,  pag.  70,  n.   i. 

1822       »       MARGARITIFBRUS    NHsS.    Moli.    Sl)€C.    p*g.    i06   (»On    Pllilipps). 

1827     »     crassissima  Fér.  ex  Des.  Moulins.  Moli.  Girond.  pag.  42. 
isso     »     sinuatus  Rossm.  le on.  Voi.  I,  pag.  22. 

1864     »     solida  Bleich.  Ess.  Monog.  (Bull.  Soc.  Hist.  nat.  Colmar,  ami.  V, 
pag.  iso. 

Figure. 
Dnpuy  Hist.  MoU.  T«u.  Tav.  XXIII,  fig.  7. 
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liossm.  Icon.  Tav.  LXX,  fig.  853. 

Blairw.  Man.  Malac.  Tav.  LXVIl,  fig.  3. 

Drap.  Hist.  Moli.  Tav.  X,  fig.  17.  19  (per  errore  tipografico  8,  f*.  1*). 

Moq.  Tand.  Hist.  Tav.  XLV1II,  fig.  1,  3. 

Il  Ch.  Sig.  Prof.  log.  Romolo  Meli  in  una  soa  erudita  memoria  sulla 
natura  geologica  dei  terreni  incontrati  nelle  fondazioni  tu bu lari  del  nuovo 
ponte  in  ferro  costruito  sul  Tevere  a  Ripetta  in  Roma  indicò  desistenza 
delVUnio  sinuatus  Lamk.  nei  depositi  supeiiori  dell'alveo  attuale  del  Te- 
vere, dichiarando  altresì  che  questa  specie  avea  vissuto  sul  posto  in  epoche 
non  molto  lontane,  ma  recenti  d'assai.  Posteriormente  alla  pubblicazione 
della  suddetta  memoria  nell'ultimo  tronco  del  fosso  delle  Castellacele  che 
ha  la  sua  foce  nel  Tevere  superiore,  nella  località  appunto  di  questo  nome, 
da  taluni  operai  addetti  ai  lavori  di  naviga/ione  del  fiume  venne  raccolta 
una  valva  di  un  individuo  adulto  lunga  mm.  123  larga  ram,  62  in  uno  stato 
di  quasi  perfetta  conservazione  sia  per  la  lucentezza  dello  stato  perlaceo 
interno  sia  per  l'epidermide  nerastra  tuttora  esternamente  aderente  al  guscio. 

Questa  valva  vennemi  favorita  dall'esimio  Prof,  di  Scienze  Naturali  Sig. 
G.  Tuccimei,  il  quale  tenuto  conto  della  relativa  sua  freschezza,  mi  dichia- 
rava che  a  suo  avviso,  non  avrebbe  potuto  considerarsi  come  un  esemplare 
rappresentante  una  specie  rigorosamente  fossile.  Il  prelodato  Sig.  Prof.  Meli 
a  cui  resi  ostensibile  la  suddetta  valva  nel  riconoscerne  l'assoluta  superiorità 
in  fatto  di  conservazione  su  tutte  le  molte  altre  fin  qui  estratte  dal  Te- 
vere da  esso  già  esaminate,  volle  altresì  farmi  rilevare  che  coll'aver  egli 
dichiarato  nella  sua  precitata  memoria  che  la  detta  specie  avea  vissuto  sul 
posto  in  epoche  recenti  d'assai,  non  avea  inteso  di  precludersi  la  via  ad 
ammettere  che  la  medesima  potesse  vivere  tuttora  nel  Tevere  e  nei  suoi 
principali  influenti;  opinione  nella  quale  anzi,  dopo  1'  ispezione  della 
valva  in  parola,  riteneva  doversi  più  che  mai  confermare.  Esclusa  pertanto 
l'ipotesi  che  la  detta  valva  si  possa  considerare  come  fossile,  nel  dubbio 
tuttavia  se  debba  ineccezionabiltnente  riferirsi  ad  una  specie  attualmente 
vivente  nei  nostro  fiume  o  tutto  al  più  sub-fossile,  ho  creduto  comprendere 
tale  specie  con  riserva  nel  presente  catalogo,  neL  pieno  convincimento  però 
che  ulteriori  più  accorate  ricerche  nel  Terese  e  suoi  influenti  non  tarderanno 
ad  eliminare  qualsiasi  incertezza  in  proposito,  nel  senso  cioè  di  confermare 
l' esistenza  nella  nostra  Provincia  dell'  Unio  sinuatus  Lamk.  in  istato 
vivente  (i). 

(1)  VUnio  sinuatus  Lamk.  fln  qui  è  stato  ritenuto  come  specie  indigena  anche  dell*  Itali», 
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140.  UNIO  REQUIEM. 

1758  Mya  pictorum  (partim)  Unti.  Syst.  nat.  Ed.  X,  Voi.  I,  pag.  671. 

1805  Unio         »         {partim)  Drap.  Hist.  Moli.   pag.  isi. 

1831     »     Requiem  Mich.  Compi.  Drap.  pag.  ioe. 

1855  »     batavus  De  Betta  e  MartinatrCat.  Moli.  Venet.  pag.  89  (nonLamk)» 

1855  »     glàucinus  De  Betta  e  Martinelli  Cat.  sud. 

Figure. 

Bossm.  Icon.  Tav.  XIII,  fig.  198. 
Mich.  Compi.  Drap.  Tav.  XVI,  fig.  24. 
Drouet  Najad.  Tav.  VII.  fig.  1,  3. 

Varietà'  1/ 

1874  Unio  Romanus  Rigacci  Paulucci  Materiaux  ecc.,  n.  518,  pag.  20. 

Figure. 
Bossm.  Kobelt  Tav.  CXVI,  fig.  1145. 

Varietà*  2.* 

1874  Unio  rosea  Rigacci  Catalogo  Moli.  a.  1375. 

Il  tipo  di  questa  specie  si  trova  in  diversi  corsi  di  acqua  della  Pro- 
vincia soprattutto  nei  canali  principali  della  Palude  Pontina.  Le  varietà  1/ 
e  2/  sono  forme  localizzate  dei  fossi  che  esistono  nei  contorni  di  Roma. 

141.  UNIO  TURTONI. 

1826  Unio  Turtoni  Pajrr.  Cat.  Moli.  Corse  pag.  65. 

1855     »     Requiem  var.  10  Turtonii  Moq.   Tand.  Hist.  Moli.  Fr.  pag.  575. 

Figure. 
Pajraud.  Cat.  Moli.  Corse  Tav.  II,  fig.  2,  3. 
Abita  il  canale  Botte  a  Terracina. 

ma  vivente  esclusivamente  nelle  regioni  settentrionali  della  penisola.  Può  consultarsi  in  proposito  ; 

De  Betta  e  Mattinati  —  Catalogo  dei  Molluschi  Veneti  1855,  pag.  89. 

De  Bitta  —  Molluschi  della  Provincia  Veronese  1870.  Nota  in  calce  alla  png.  14*. 

Af  e  G.  Villa,  —  Catalogo  sinonimico  dei  Molluschi  della  Lombardia  1871. 

A.  Torninosi  —  Catalogo  Molluschi  terrestri  e  fluviatili  viventi  nel  territorio  di  Castel  Gof- 
fredo 1875,  n?  91. 

M.  Paulucci  —  Matériàux  pour  servir  a  l'étude  de  la  Faune  Malacologique  terrestre  et  fluviatile 
de  l'Italie  et  de  ses  iles  1878,  n!  511. 

Jf.  Paulucci  — •  Molluschi  fluviali  italiani  inviati  all'Esposizione  internazionale  di  pesca  ia 
Berlino  1880,  n.°  71. 
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142.  CNIO  MOLTENI. 

1877  Unio  Molteni  Adami,  in    Se  li.  Vedi    Paulucci    Moli,    inviati    Esposiz. 
Berlino  1880,  n.   75. 
Sulla  fede  della  Ch.  Sig.  Marchesa  Paulucci  cito  la  suddetta  specie  come 
propria  del  Lazio. 

143.  UNIO  P1CTORUM. 

1758  Mya  pigtorum  Linn.  Syst.  nat9  Ediz.  X,  Voi.  I,  pag.  671  (non   Mont.) 

1788  Unio        »        Philipps  Nov.  Test.  gen.  pag.  17. 

i82i     »     rostratus  C.  Pfr.  Syst.  Deutscli.  Scbneck.  I.  pag.  ili. 

1822  Mysca  pictorum  Turton.  Condì.  Brit.   Voi.  XLVI.  pag.  245. 

Figure. 

Iiossm.  Icon.  Tav.  XII.  Fig.  76*. 
Dupuj  Hist.  Tav.  XXVI,  fig.  20. 
Drap,  Hist.  Tav.  XI,  fig.  1-2. 
Moq.   Tand.  Hist.  Tav.  LI,  fig.  4. 

Varietà*  i.a 
1831   Unio  rostrata  Mich.  Compi.  Drap.  pag.   168,  n.  4. 

Figure. 

Mich.  Compi.   Drap.  Tav.  XVI. 
Lisler.  Conch.  Tav.  CXLVII,  fig.  2. 


Comune  in  molti  corsi  d  acqua  della  Provincia.  La  var.  rostrata  si  trova 
a  Terracina. 

144.  UNIO  GARGOTTA 

1836  Unio  Gargotta  PhiL  Enum.  Moli.  Sic.  Voi.  I,  pag.  66. 

Figure. 

Philippi  loco  citato  Tav.   V,  fig.  6. 

Sull'autorità  della  menzionata  Sig.  Marchesa  Paulucci  ricordo  questa  specie 
come  vivente  ni  fossi  della  campagna  romana,  riportandomi  all'erudita  mo- 
moria  pubblicata  dalla  saddetta  esimia  malacologa  in  alti  della  Società  Ma- 
lacologica  Italiana,  Voi.  V,  Anno  1879  sotto  il  titolo  «  Sopra  alcune  specie 
del  Genere  Unio. 

145.  UNIO  LAWJUBYANUS. 
1868  Unio  Lawleyanus  Gentiluomo  Bull.  Malac.  Ital.  p.  54. 
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F  igu  r  e. 
Bull.  Malac.  Ital.  1868,  Tav.  IV9  fig.   t,  3. 

Varietà*  i.1 
Unio  Labderellianus  Pecchioli  Bull.  Malac.  Ital.  pag.    163. 

Figure. 
Bull.  Malac.  Ital.  1869  Tav.  V. 

Va  riferita  air  Unio  Lawlejranus  Gentiluomo  una  specie  di  Unio  pro- 
veniente dal  lago  di  Villa  Pam  più  ly  in  Roma  designata  già  sotto  la  deno- 
minazione di  Unio  tumidus  Retzius  nei  «  Matériaux  pour  servir  ecc.  » 
pubblicati  dalla  Sig.  M.  Paolucci  nel  1878.  Può  consultarsi  in  proposito  la 
memoria  succitata  ce  Sopra  alcune  specie  del  Genere  Unio  »  della  stessa 
Sig.  M.  Paulucci. 

A  semplice  notizia  trovo  opportuno  di  aggiungere  che  il  Bonanni  «  Ri- 
»  creazione  dell'occhio  e  della  mente  1681  »  citò  un  Unio  tumidus  vivente 
nelle  acque  Àlbule  presso  Tivoli,  il  quale  ove  dovesse  riunirsi  dXXUnio 
tumidus  Philipps  —  Mja  Orata  Donov.  nulla  avrebbe  di  comune  colVUnio 
Lawlejranus  Gentiluomo.  Ho  detto  però  ove  dovesse  riunirsi,  giacche  ad 
onta  di  accurate  indagini  fatte  eseguire  ripetutamente  per  mio  conto  sia 
nei  laghetti  che  nel  canale  portatore  delle  dette  acque  ,  le  queli  come  h 
noto  sono  eminentemente  sovracariche  di  zolfo  ed  acido  carbonico,  non  mi 
h  riuscito  finora  scoprire  in  essa  la  presenza  di  alcuna  specie  di  Unio. 

Là  variata  U.  Larderellianus  Pecchioli.  fu  riconosciuta  dallo  stesso  Pec- 
chioli in  taluni  individui  provenienti  dalle  Paludi  Pontine  che  io  stesso 
sottoposi  a  quell'esimio  naturalista  per  la  relativa  determinazione. 

FAMIGLIA  Najadsa  Lamarck  1812. 

Genese    XXXIII.    Anodonta  Cuvier  1798. 

146.  ANODONTA  CYGNEA. 

1758  Mytilus  cygneus  Zitto.  Sys).  nat.  Ed.  X.  Voi.  I,  pag.  706  (non  Schrot). 

I8O1  Anodontites  cygnea  Poir.  Prodrom.  Avril  isoi. 

1801  Anodonta  variabilis  var.  b  Drap.  Tabi.  Moli.  Iulliet  tsot,  pag.  108. 

1805  »  cygnea     Drap»  Hist.  Moli.  pag.  134. 

1822  »  cygnìEUS  Turt.  Condì.   Brit.  p.  239. 

Figure. 
JRossm.  Icon.  fig.  67. 


—  474  — 

Drap.  Tav.  XI,  fig.  6. 

Dupujr  Hist.  Tav.  XV,  fig.  14. 

Moq.  Tand.  Hist.  Tav.  XLIII,  XLIV. 

Magnifici  esemplari  di  questa  specie  lunghi  mm.  16!  larghi  nini.  175  alti 
rara,  51  si  possono  avere  dragando  nel  fondo  melmoso  dell'antica  foce  ora 
condannata  del  fiume  Portatore  presso  Badino. 

147.  ANODONTA  A  NAT  INA. 

1758  Mytilus  anatinus  Linn.  Syst.  nat.   Ed.  X,  Voi.  I,  pag.  706. 

1801  Anodontites  anatina  Poir.  Prodrom.  pag.  ioo. 

1819  Anodonta  »  Lamie.  Anim.  sans.  vert.  Voi.  VI,  pag.  85  (non  Drap.) 

1822  Anodon  anatinus  Turt.  Conch.  Brit.  Voi.  XLVI,  pag.  241. 

1871  Anodonta  Benacensis  Villa  Bull.  Malac.  Ital.   pag.  04. 

Figure. 
Rossm.  Icon.  fig.  417-418. 

Anche  questa  specie  benché  non  tanto  comune  quanto  la  prima,  si  trova 
nei  corsi  di  acqua  Pontini  verso  Piscinara. 

FAMIGLIA  Sphoerid£  in  Pini  1S76. 

Genere   XXXIV.    Calyculina  Clessin  1872. 
148.  CALYCULINA  LACCSTRIS. 

1774  Tellina  lacustris  Muli.  Verm.  Hist.  Voi.  II,  pag.  204,  n.  388. 

1803  Cardimi  lacustre  Mont.  Test.  Brit.  pag.  89. 

1805  Cyclas  calyculata  Drap.  Hist.  Moli.  pag.  130. 

1812  Tellina  tubercolata  Alt.  Syst.  Abhandl.  pag.  4. 

1818  Cyclas  »  Klees.  Disse rt.  Test.  Tubing.  pag.  45. 

1855        »         lacustris  Moq.   Tand.  Hist.  Moli.  Fr.  pag.  593. 

1872.   Calyculina     »         Clessin.  In  Malak.  Blatt.  p.  160. 

Figure . 

Alt.  Syst.  Abhand.  Tav.  I,  fig.  i. 
Drap.  Hist.  Tav.  X,  fig.   14-15. 
Moq.   Tand.  Hist.  Tav.  LUI,  fig.  34-39. 
Clessin  Deutsch.  Exc.  Moli.  Fig.  3is. 

Vive  nei  terreni  paludosi  nei  contorni  di  Civitavecchia. 

Genere    XXXV.    Pisidtom  Pfeiffer  1821. 
149.  PISID1UM  AMNIGOM. 

1    1774  Tellina  amnica  Muli.  Verm.  Hist.  Voi.  II,  pag.  205,  n.  389. 
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1797         »       BivALis  Mot.  Spec.  Teli,  in  Trans.  Lina.  Voi.  IH,  pag.  44. 

1799         *       striata  Schròt.  Fluss.  Conch.  pag.   193. 

1801  Cyclas  palustris  Drap.  Tabi.  Moli.  pag.  106. 

1803  Cardium  amnicum  Mont.  Test.  Brit.  pag.  86. 

1814  Cyclas  amiuca  Flem.  in  Edinb.  Encyc.  Voi.  VII,  pag.  92. 

1818       »     '  obliqua  Lamk.  Anim.  sans  vert.  Voi.  V,  pag.  559. 

issi  Pisidium  obliquum  C.  Pfr.  Deutsch.  Moli.  Voi.  I,  pag.  17  e  123. 

1823         »        amnicum  Ien.  Monog.  Cycl.  in  Trans.  Cambridge  IV,  pag.  309. 

Figure. 
C.  Pfr.  Deutsch.  Moli.  Tav.  V,  fig.   19-20. 
Drap.  Hist.  Moli.  Tav.  X,  fig.  15-16. 
Clessin.  in  Malak.  Blatt.  Tav.  IV,  fig.  5,  8. 
Moq.  Tand.  Hist.  Tav.  LII,   fig.  11-12. 

Rara  sulle  sponde  dei  fossi  nel  tenimento  di  Ostia. 

150.  PISID1UM  PUSILLUM 

1789  Tellina  pusilla  GmeL  Syst.  nat.  p.  3231. 

1805  Cyclas  fontinalis  ipartim)  Drap.  Hist.  Moli.  p.  130. 

1822  Cyclas  pusilla  Turi.  Conch.  Brit.  p.  251. 

1833  Pisidium  pusillum  lenjns  Mong.  Cycl.   in  Trans.  Carab.  IV,  p.  302. 

Figure . 
Dupuj  Moli.  Fr.  Tav.  XXXI,  fig.  3. 
Moq.  Tand.  Hist.  Tav.  LII,  fig.  38,  42. 
Drap.  Hist:  Tav.  X,  fig.  11-12. 
Clessin.  in  Chemn.  Ed.  II,  Cycl.  Tav.  I,  fig.  13,  15.    • 

Si  trova  non  però  frequentemente  in  alcuni  corsi  d'acqua  del  territorio  di 

Civitavecchia. 

151.  PISIDIUM  CASERTANUM 

1795  Cardium  Casertanum  Poli  Test.  utr.  Sicil,  I,  pag.  65. 

1826  Cyclas  vitrea  Risso  fide  Bourguignat. 

1856  Pisidium  Casertanum  Bourg.  Amen.  Malacol.  I,  p.  38. 

1871         »       Stabilei  Schm.  in  Villa  Bull.  Malac.  1871,  pag.  95. 

Figure . 

Philippi  Enum.  Moli.  Tav.  XIV,  fig.  11. 

Poli  Test.  Tav.  XVI,  fig.  1. 

Clessin  in  Chemn.  Cycl.  Tav.  IV,  fig.  10,  12. 

Vive  nei  laghi  di  Castello  e  Ne  mi  nelle  vicinanze  di  Roma. 
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LE  DIATOMEE       . 
RINVENUTE  NELLE  FONTI  URBANE  DELL'ACQUA  PIA-MARCIA 

DAL  GAY.  D."  MATTEO  LANZI 


u 


na  delle  lacune  tuttora  esistenti  nella  nostra  flora  delle  piànte  crittogame, 
h  quella  che  si  riferisce  alle  Alghe  Di&tomacee;  e  perciò  fe  mia  intenzione 
di  intraprenderne  lo  studio,  e  di  pubblicare  i  risultati  delle  mie  osserva- 
zioni. Molto  materiale  mi  venne  fornito  dall'insigne  Diatomologo  Aliate  Conte 
Castracane  nostro  Presidente,  altro  ne  raccolsi  io  stesso;  cosicché  permet- 
tendomi il  tempo  di  studiarli,  ne  farò  altrettante  comunicazioni  alle  no- 
stre Sessioni  accademiche. 

Già  fu  pubblicato  negli  Atti  della  Società  Crittogamolùgica  Italiana  un 
elenco  delle  specie  di  Diatomee,  da  me  raccolte  in  Ostia,  ed  un  altro  lo 
sarà  in  breve,  essendo  stato  già  presentato  all'adunanza  generale  di  questa 
stessa  Società  ;  e  questo  secondo  comprende  le  Diatomee  rinvenute  in  pros- 
simità dell'altra  sponda  del  Tevere  e  presso  al  suo  sbocco  nel  mare;  cioè 
quelle  viventi  nello  stagno  di  Maccarese,  nel  Lago  Trajano  ,  e  nelle  loro 
adiacenze.  Ora  vengo  a  dare  conto  delle  diatomee  esistenti  nelle  principali  fonti 
delle  acque  condotte  in  Roma,  principiando  da  quelle  dell'Acqua  Pia— Marcia. 

Nelle  fontane  e  nelle  raccolte  di  acqua  non  sempre  h  costante  la  qualità 
delle  specie  che  vi  allignano;  poiché  mentre  talune  di  esse  vi  si  manten- 
gono a  lungo  e  quasi  vi  durano  in  permanenza;  altre  sogliono  apparirvi 
soltanto  in  alcune  stagioni  dell'anno  ;  e  succedersi  a  vicenda,  come  avviene 
delle  piante  fanerogame  sulla  superficie  della  terra;  altre  mutano  in  fine  col 
mutare  degli  anni.  Cosicché  può  stabilirsi  che,  alle  specie  proprie  a  ciascuna 
fonte  vanno  talora  unite  altre  puramente  avventizie.  Un  altro  fatto  ancora 
debbo  annotare,  ed  è  che,  la  medesima  acqua  sia  essa  la  Pia -Marcia,  la  Fe- 
lice, la  Vergine,  o  la  Paola  oltre  alle  specie  nascenti  nelle  fonti  principali, 
spesso  ne  fa  vedere  altre  nelle  fonti ,  ove  ciascuna  di  tali  acque  è  ripar- 
tita, ovvero  si  scorge  in  taluna  di  queste  una  o  più  specie  acquistare  un 
dato  predominio  di  sviluppo,  mentre  nella  Tonte  primitiva  vi  stanno  appena 
rappresentate  da  qualche  raro  fruslulo.  Ond'  è  che  la  ricerca  delle  specie 
esistenti  deve  essere  diretta  alle  une,  ed  altre.  Perciò  nella  presente  nota, 
come  nelle  successive,  io  terrò  conto  dei  luoghi,  ove  rinvenni  diatomee; 
affinchè  altri,  se  a  me  non  sia  concesso  registrarle  tutte,  possano  estendere 
le  loro  indagini  a  quelli  da  me  non  ancora  studiati,  od  anche  ripeterle  in 
quelli  medesimi,  per  venire  in  cognizione  di  altre  specie,  delle  quali  finora 
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non  fu  constatata  la  esistenza  presso  di  noi,  in  £iùsa  che  dai  singoli  la- 
vori parziali  ne  segua  un  lutto,  che  valga  a  servire  di  base  alla  compila- 
zione di  una  flora  completa  delle  diatomee  nostrane.  Ed  essendo  che  il  rag- 
giungere un  tale  scopo,  richiegga  un  opera  assidua,  lunga  e  paziente,  con- 
viene senza  ulteriore  indugio  porre  mano  al  lavoro,  anche  per  non  vedere  altri 
prima  di  noi  occuparsi  delle  cose  nostre  ed  incolparci  non  senza  ragione  di 
noncuranza  o  d'incapacità. 

La  fontana  dell'Acqua  Pia-Marcia,  che  fa  bella  mostra  in  Piazza  delle  Terme, 
contiene  relativamente   alla   sua  grandezza  e  quantità  di  acqua    non  molte 
specie  di  Diatomee,  come  può  scorgersi  dall'elenco  qui  sotto  notato.  Credo 
che  ciò  dipendere   possa  principalmente   dal  soverchio  movimento  impresso 
all'acqua  della  grande    vasca    dalla  massa  e  dall'altezza  di  quella,  che  vi 
ricade.  Ora  noi  sappiamo  che  le  diatomee,  abbenchè   vivano  in    acque  di 
natura  fra  loro  diverse,  sogliono  nascere  sempre  in  maggiore  copia  ove  tali 
acque  sono  poco  o  nulla  mosse,  mentre  nei    fiumi  e  ne'torrenti  di    rapido 
corso  sono  meno  frequenti.  Perciò  non  ci  deve  recare  meraviglia  se,  anche 
nella  vasca  ora  nominata,  ove  l'acqua  è  tanto  scossa  dalla  caduta,  vi  pos- 
sano vivere  sebbene  in  copia,  soltanto  quelle  specie,  le  quali  sogliono  adat- 
tarsi a  tale  sbattimento,  e  ne  siano  tenute  lontane,  o  vi  siano  rappresen- 
tate da  pochi  e  rari  frustuli  quelle  solite  ad  allignare  in  acque  più  tran- 
quille. Inoltre  credo  che  vi  possa  eziandio  influire  e  la  purezza  delle  sue 
scaturiggini  e  la   temperatura    più  bassa  rispetto  alle  altre  acque  potabili 
di  Roma.  Né  credo  che  siano  a  ciò  totalmente  estranei  i  sali  calcarei  te- 
nuti in  soluzione  da  essa,  senza  che  ne  vengano  tuttavia    scemate  le  sue 
buone  qualità  come  acqua  potabile;  poiché  è  questo  un  fatto  conosciuto  in 
quelle  regioni,  ove  l'agricoltura  ritrae  profitto  dal  sapere  che  le  acque  ove 
abbondano  le  diatomee  sono  le  meno  ricche  in  sali  calcarei,  e  perciò    più 
adatte  alle  irrigazioni. 

L'Acqua  Marcia  da  pochi  anni  fu  nuovamente  condotta  in  Roma,  dopo 
essere  andata  perduta  per  più  secoli;  quindi  scarso  è  il  numero  delle  fonti 
sparse  ancorché  a  sufficienza  nella  città,  le  quali  abbiano  un  recipiente 
od  una  vasca,  la  quale  serva  di  ornamento  ad  esse.  Per  tale  motivo  le  mie 
raccolte  si  limitarono  alla  grande  fontana  in  piazza  delle  Terme,  a  quelle 
esistenti  innanzi  agli  Istituti  Fisico  e  Chimico  in  Panisperna,  a  quella  posta 
nel  mezzo  del  giardino  in  Piazza  di  S.  Marco,  ed  a  quella  interna  alla 
casa  di  proprietà  del  signor  conte  Castra  cane  e  collocata  sopra  una  ter- 
razza. Per  dare  poi  un  cenno  sul  modo  col  quale   rinvenni    distribuite   le 
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specie  in  ciascuna  di  esse  debbo  annotare  che,  nella  grande  vasca  in  piazza 
delle  Terme  ritrovai  abbondante  la  Cyclotella  Kutzitigiana  Thw.  il  Dia- 
tonici vulgare  nella  forma  datoci  da  W.  Smith  nella  Synopsis  of  Brit.  Diat. 
alla  tav.  40  fig.  39  B.,  il  Diatoma  Ehrembergii  Ktz.  (Bacili,  tav.  17  fig.  17). 
Frequenti  vi  si  vedono  pure  la  Navicala  radiosa  Ktz.  e  la  Cymbella  affini* 
Ktz.  e  raro  vi  sta  il  Meridion  circuiate  Ag.  e  la  Cjrmbella  lanceolata  Ehm. 
Nella  fontana  situata  innanzi  l'Istituto  Fisico  in  Panisperna  invece  ab- 
bondano oltre  alla  Cyclotella  Kutzingiana  Thw.  la  Achnanthes  exilis  Ktz. 
e  la  sua  varietà  minutissima  Brun  (Diat.  Sviss.).  la  Denticida  tenuis  var. 
infiala  Gran.:  meno  YOdontidium  hyemale  Lyngb.  var.  mesodon,  quale  va- 
rietà il  Conte  Castracane  ritiene  essere  non  altro  che  uno  stato  giovane 
della  forma  tipica.  Molto  rara  vi  h  la  Navicula  vulgaris  Heib;  e  vi  ho 
veduto  pure  la  Cymbella  gastroides  Ktz.  che  non  rinvenni  altrove.  Nella 
fontana  posta  innanzi  l'istituto  chimico  in  Panisperna  ritrovai  frequentissima 
e  la  Navicula  appendiculata  Ktz.  var.  exilis  Grun.  (Acknanthidium  mi- 
crocephalum.  "W.  Sai.)  e  la  Navicula  neglecta  Brun;  molto  rara  la  Na- 
vicula radiosa,  e  .mi  è  comparsa  quale  specie  avventizia  non  ritrovata  in 
altra  fonte  di  acqua  Marcia  la  Grunoma  (Fragilaria)  tabellaria  Rab.  in 
pochissimi  frustuli.  Nella  fontana  posta  in  mezzo  al  giardino  pubblico  nella 
piazza  di  S.  Marco  osservai  YOdontidium  hyemale.  Lyngb.  var.  mesodon, 
quasi  puro  nella  tazza  superiore,  ed  abbondante  molto  nella  vasca  sotto- 
stante insieme  alla  Synedra  ulna  Ktz.  var.  splendens.  Rab.  (S.  radians 
W.  Sm.):  molto  meno  frequenti  la  Cymbella  afftms  Ktz.  ed  il  Gomphonema 
dichotomum  Ktz.,  più  o  meno  rare  tutte  le  altre  specie.  Quivi  ho  riscon- 
trato qualche  frustulo  di  Navicula  elliptica  Ktz.  che  non  ho  veduto  in 
alcuna  altra  fonte  delle  soprannominate  e  perciò  la  credo  specie  avventizia. 
Nella  fonte  privata  posta  sopra  la  terrazza  della  casa  del  conte  Castracane 
in  una  raccolta  fatta  in  quest'anno  vi  ho  ritrovato  in  copia  il  Gomphonema 
dichotomum  Ktz.,  meno  YOdontidium  hyemale  Lyngb.,  la  Cymbella  af finis 
Ktz.,  e  la  Melosira  varians  Ag.,  la  Cocconeis  placentula  Ehm  e  Cocconeis 
pediculus  Ehm.';,  rara  Y Achnanthes  exilis  Ktz.  e  YAmphora  ovalis  Ktz.; 
più  rara  ancora  la  Denticula  infiala  W-  Sm.  In  altra  raccolta  però  ese- 
guita cinque  anni  indietro  vi  erano  abbondanti  le  specie  di  Nitzschia,  ora 
divenute  molto,  meno  frequenti  ,  e  fra  queste  la  Nitzschia  aciculari* 
W.  Sm.  la  quale  essendo  avventizia  come  lo  erano  ancora  Y Achnanthes  lan- 
ceolata Breb.,  la  Surirella  angusta  Ktz.  la  Surirella  svecica  Grun.,  ora 
non  vi  si  veggono    più  ne  in  questa  nfe  in    altre  fonti.  Pure  il  Meridioni 
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circulare  Ag.    allora  piuttosto    abbondante,  ora  vi  si  è  fatto   raro.    Dopo 
ciò  vengo  all'elenco  delle  specie: 

Navicula  radiosa  Ktz. 

—  elliptica  Ktz. 

—  vulgaris  Heib.  (Colletonema  auct.) 

—  neglecta  Breb.  (Schizonema  auct.) 

—  appendiculata  Ktz.  var.  exilis  Ktz. 

(Navicala  exilis  Ktz.  Gran.  Àchnanthidium  microcepha- 
lum  W.  Sm). 
Cyrabella  a f finis  Ktz. 

—  gastroides  Ktz. 

—  lanceolata  Ehm.   (Cocconema  auct.) 
Àmphora  ovalis  Ktz. 

Achnanthes  exilis  Ktz. 

—  —     var.  minutissima  (À.  minutissima  Ktz.) 

—  lanceolata  Breb.   (àchnanthidium). 
Cocconeis  p)acentula  Ehm. 

—  pediculus  Ehrn. 
Gompbonema  constrictum  Ehrn. 

—  tenellura  Ktz. 

—  dichotomum  W.  Sm.  Ktz. 
Synedra  ulna  Ehrn. 

—  —    var.  splendens  (S.  radians  W.  Sm.) 

—  —  var.    lanceolata    (S.    Lanceolata   Ktz.)    forma   longior  V. 

Heurck.  Syn.  tav.  38.  f.  io. 

—  —    var.  aequalis  Brun. 
Fragilaria  capucina  Desmaz. 

—  —        var.  constricta  Brun.  (Var.  mesolepta  Rab.) 
Odontidium  hy emale  Lyngb.  var*  mesodon  Ktz.  W.  Sm. 

Diatoma  vulgare    Bory.  forma   V.  Heurck  tav.    sa  f.  2%    W.  Sm.    Syn. 

tav.  40,  fig.  39,  B. 

—  Ehrenbergi  Ktz.  Bacili,  tav.   17.  f.  «7. 

Denticula  tenuis  var.  inflata  Grun.  in  V.  Heurck  Syn.  tav.  49  f.  32,  &4» 
(Denticida  infiata  W.  Sm.) 
Grunowia  tabellarìa  Rab. 
Nitzschia  linearis  Ag. 
—       palea  Ktz. 
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—  fonticola  Grun. 

—  minutissima  W.  Sra. 

—  amphioxys  W.  Sm. 

—  parvula  W.  Sm. 

—  acicularis  W.  Sm. 
Surirella  angusta  Ktz. 

—       svecica  Grun.  in  V.  Heurck.  tav.  73»  f.  19. 
Meridion  circulare  Ag. 
Cyclotella  operculata  Ag. 

—  Kutzingiana  Thw. 

—  —  var.  Meneghiniana  (Kutz.)  Brun. 
Mei os ira  varians  Àg. 


COMUNICAZIONI 

Desgemet  Comm.  C.  -  Studi  sulV  Ignota  lingua   scoperta  nei   mano- 
scritti di  s.  Ildegarda. 

Il  eh.  sig.  comm.  C.  Descemet,  proseguendo  l'esposizione  di  suoi  studi 
sul!9  Ignota  lingua  scoperta  nei  mss.  di  s.  Ildegarda ,  ne  presentò  ali'  Ac- 
cademia la  parte  botanica  testé  pubblicata  dall'  Emo  Pitra  (dnatecta),  e  vi 
aggiunse  alcuni  brevi  schiarimenti.  Egli  parlò  della  nomenclatura  botanica 
in  genere,  ed  in  specie  di  quella  che  s.  Ildegarda  adoprò,  e  che  il  disse  rea  te 
ha  dovuto  ridurre  a  quella  più  precisa  del  Tournefort  e  del  Linneo. 

Egli  incontrò  grandi  difficolta  nella  sinonimia,  tanto  più  che  queste  dif- 
ficoltà sono  quasi  contemporanee  della  scienza  stessa;  e  per  dimostrarlo  il 
disserente  citò  diversi  esempi  cavati  dalle  opere  di  Teofraste.  E  vero  che 
ai  giorni  nostri  lo  studioso  può  giovarsi  assai  della  nomenclatura  binaria 
che  i  greci  conobbero  in  parte,  come  lo  dichiarò  per  il  primo  l'illustre 
dott.  Saint-Lager,  e  che  fu  definiti vomente  consecrata  dalle  grandi  opere 
del  Linneo  {Genera  1738;  Philosophia  i75i)  Ma  nel  XII  secolo  le  piante 
coltivate  per  qualche  loro  proprietà  economica,  e  non  per  la  Metodologia, 
non  avevano  che  un  nome  solo,  ciò  che  si  usa  anche  oggi  dal  volgo  e  dai 
popoli  ignoranti. 

Or  bene  s.  Ildegarda  nel  suo  erbario  da  alle  piante  il  solò  nome  gene- 
rico usato  allora,  e  spesso  questo  nome  combina  col  moderno.  Di  più, 
un'ortografia  barbara  aumenta  qua  e  là,  la  confusione,  e  finalmente  in  un 
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catalogo  di  180  voci,  80  sono  voltate  non  già  in  latino,  ma  in  un  dialetto 
vecchio  tedesco ,  particolare  a  Wiesbaden  e  dintorni ,  e  quasi  totalmente 
perduto. 

Quindi  ognuno  capirà  quanto  sia  stato  difficile  il  decifrare  ia  nomenclatura 
di  s.  Ildegarda,  e  quanto  ii  disserente  abbia  dovuto  faticare  per  dare  una 
soluzione  quasi  completa  dell'arduo  problema* 

Castracani  Conte  Ab.  F  -  Analisi  microscopica  d*  uno  scandaglio  del 
lago  di  Como. 

11  eh*  siguor  Conte  Ab.  Francesco  Castratane  parlò  agli  adunati  sull'  analisi 
microscopica  di  uno  scandaglio  tratto  dalla  profondità  di  400  metri  nel  lago 
di  Como,  il  quale  gli  fu  fornito  dalla  gentilezza  del  Dott.  Casella  di  Aglio. 
Questi  con  ottimo  pensiero  fea  preso  ad  illustrare  la  geologia  e  la  paleon- 
tologia di  quella  singolare  depressione  di  terreno,  il  cui  fondo  h  inferiore 
di  oltre  a  200  mètri  dal  livello  attuale  del  mare ,  e  che  giustamente  ora 
viene  riguardata  come  una  profonda  insenatura  del  mare  nell'epoca  glaciale, 
come  sono  gli  attuali  flords  della  Novergia.  Il  terni  issi  mo  fango  presentasi 
estremamente  ricco  in  Diatomee  di  acqua  dolce,  ma  fra  queste  fe  dominante 
il  genere  Cyclotclla.  Quantunque  non  si  sia  fatto  uno  studio  completo  di 
quel  materiale,  vi  furono  determinate  sopra  a  ottanta  specie  conosciute:  ma 
vi  fu  in  pari  tempo  riconosciuto  un  Campjlodiscusy  il  quale  non  sembra 
confrontarsi  con  alcun  altro,  quantunque  abbia  analogia  con  il  C.  CostatuS 
Sm.  vai*.  B.  dal  quale  differisce  per  aver  canaliculi  molto  più  fini.  Ne  venne 
presentato  il  disegno  fatto  con  la  camera  lucida  e  venne  designato  col 
nome  di  C.  Larius. 

Ma  il  maggiore  interesse  del  sunnominato  fango  lacustre  risiede  in  una 
forma  rara,  la  quale  è  in  quello  abbastanza  frequente  e  che  identificasi 
esattamente  con  il  tipo  scoperto  dal  prof.  Brun  di  Ginevra  e  da  lui  desi- 
gnato col  nome  di  Nitzchia  Pecten.  Però  il  vedere  che  i  suoi  frustuli 
bacillari,  rigonfiamento  centrale  e  dilatazione  terminale  mostransi  aderenti 
f  uno  all'altro  in  serie  laterale;  e  questo,  dopo  trattamento  prolungato  di 
acido  azotico  e  cloròidrico  bollenti  con  ripetute  addizioni  di  bicromato  po- 
tassico, dimostra  che  quel  tipo  appartiene  al  genere  Nitzschia,  né  è  da 
confondersi  con  la  Sjnedra  rumpens  Ehrbg.  come  ritiene  il  eh.  Grunow, 
ma  va  riguardato  come  Fragilaria  Pecten  (Brun)  Castracane.  L*  abbondanza 
e  il  predominio  del  genere  Cjrclotella  sembra  potersi  assumere  come  carat- 
teristica di  una  Flora  diatomacea  lacustre  :  ma  la  circostanza  che  la  Fra- 
gilaria  Pecten  non  fu  sinora  incontrata  altro  che  in  scandagli  e  filtrazioni 
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di  laghi  quali  quelli  Beurget,  del  Lemano  e  del  Lario  sembra  indicare  che 
come  fra  le  Diatomee  marine  sono  da  distinguersi  le  litoranee  dalle  pelagiche, 
così  nella  Flora  di  acqua  dolce  sembra  che  la  Fragilaria  Pecten  debba 
riguardarsi  quale  tipo  palagico-lacustre  a  distinzione  dalle  forme  che  si 
rinvengono  nei  lidi  dei  laghi.  Questo  sarà  oggetto  di  ulteriori  osservazioni 
e  ricerche  anche  per  determinare  se  quella  forma  sia  propria  unicamente 
dei  laghi  alpini;  mentre  accertate  tali  circostanze,  saranno  queste  altrettante 
preziose  indicazioni  per  i  geologi.  (La  memoria  estesa  verrà  poi  pubblicata.) 

SabatucciP.  -  Nuovo  istrumento  ascoltatore  dei  suoni  attraverso  i  liquidi. 

Dal  eh.  sig.  ingegnere  Sabatucci  venne  presentato  un  nuovo  istramento 
da  lui  immaginato  per  ascoltare  i  suoni  trasmessi  attraverso  i  liquidi.  Furono 
dal  medesimo  comunicati  i  risultati  avuti  dalle  prime  esperienze  e  le  dif- 
ferenze che  subiscono  le  vibrazioni  sonore,  a  seconda  dei  liquidi  che  attraversano; 
e  fu  dimostrata  l'utilità  che  potrà  risultare  da  tale  istramento  nel  campo 
vastissimo  delle  esperienze  che  vi  si  possono  praticare. 

Azzarelli,  Prof.  M.  -  Presentazione  di  una  sua  memoria. 

Il  eli.  signor  cav.  Mattia  Azzarelli  presentò  una  sua  memoria  d'argo- 
mento matematico  col  titolo  :  Integrazione  di  alcune  formale  differenziali 
che  verrà  stampata  in  seguito. 

Db  Rossi  prof.  M.  S.  -  Quadri  statistici  dei  fenomeni  endogeni  del  1877  al  isso. 

Il  prof.  Michele  Stefano  de  Rossi  presentò  l'annuale  quadro  grafico  sta- 
tistico dei.  fenomeni  endogeni  italiani  confrontati  con  i  meteorici  pel  isso. 
£  siccome  per  economia  di  spazio  aveva  trattenuto  la  pubblicazione  dei 
medesimi  quadri  già  presentati  negli  anni  antecedenti  1878  e  1879,  presentò 
nuovamente  questi  medesimi  riuniti  in  una  nuova  forma  compresovi  il  1877 
e  il  1880.  Ne  guadagna  cosi  la  solidità  delle  conclusioni  da  trarne  e  che 
disse  rimandare  completamente  alla  stampa. 

Per  questa  stessa  ragione  essendo  avvenuto  l'eccessivo  ritardo  della  pub- 
blicazione del  presente  fascicolo ,  si  trova  opportuno  lasciare  senza  altra 
illustrazione  le  tavole  degli  anni  suddetti,  che  qui  vengono  pubblicate, 
riservando  al  volume  del  issa  la  illustrazione,  che  potrà  accompagnare  altri 
due  quadri  cioè  quelli  del  issi  e  1882,  formando  cosi  un  complesso  di  studi 
statistici  istituiti  sopra  il  periodo  di  sei  anni. 

Stoppani  prof.  D.  A.  -  Sul  regresso  dei  ghiacciai  alpini. 

Il  corrispondente  eh.  sig.  prof.  D.  Antonio  Stoppani  fece  una  comuni- 
cazione alla  Accademia  sul  considerevole  regresso  che  presentarono  in  questi 
ultimi  anni  i  ghiacciai  delle  Alpi.  Due  grandi  fatti  sono  sanciti  dalla  moderna 
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meteorologia;  la  solidarietà  di  tutti  i  fenomeni  meteorologici  che  avvengono 
sui  diversi  punti  della  superficie  del  globo  e  la  loro  periodicità  ad  inter- 
valli più  o  meno  lunghi.  Esposta ,  in  base  a  questo  secondo  fatto ,  la  sua 
teoria  dei  cicli  meteorologici,  considera  i  ghiacciai  come  uno  strumento  naturale 
perfettissimo,  capace  di  registrare  automaticamente  r  fenomeni  relativi  al 
calore  ed  all' umidita  atmosferica,  che  periodicamente  si  alternano  e  si  suc- 
cedono. Come  hanno  registrato  tutto  l'andamento  di  quel  grande  ciclo 
meteorologico  che  chiamossi  dai  geologi  epoca  glaciale,  cosi  registrarono 
quello  di  altri  cicli  minori  che  si  verificarono  nei  tempi  storici.  Un  ciclo 
affatto  moderno  .  indicato  dapprima  da  un  periodo  di  progresso ,  poi  da 
un  periodo  di  regresso  dei  ghiacciai  delle  Alpi,  h  quello  che,  incominciato 
verso  il  1815,  è  in   via  di  continuazione  ancora  al  presente. 

Esposti  i  fatti,  dai  quali  risulta  che  vi  fu  un  periodo  di  progresso  tra 
il  *815  e  il  1860,  e  che  attinse  il  suo  maximum  nel  1820,  si  ferma  sulle 
proprie  osservazioni,  dalle  quali  risulta  un  regresso  veramente  straordinario 
che  ebbe  principio  nel  issa  e  continuò,  con  misura  sempre  crescente,  fino 
a  questi  ultimi  tempi.  Egli  ha  visitato  durante  quest'ultimo  periodo,  tutti 
i  gruppi  principali  dei  ghiacciai  alpini,  quelli  cioè  del  Monte  Bianco,  del 
Monte  Rosa,  del  S.  Gottardo,  dell' Engadina ,  della  Valtellina,  del  Tirolo 
italiano,  e  delle  Alpi  Bernesi.  Dovunque,  sull'uno  e  sull'altro  versante 
delle  Alpi ,  trovò  che  i  ghiacciai  andarono  gradatamente  ritirandosi ,  tanto 
che  la  loro  fronte  si  trova  in  oggi  500  o,  eoo  fino  tooo  metri  più  in  su  di 
quelle  che  avevano  gli  stessi  ghiacciai  nel  1820.  Al  regresso  corrisponde 
1*  abbassamento  che  raggiunge  od  anche  sorpassa  i  100  metri,  tanto  che 
molti  chilometri  cubici  di  giri  acci  ai  e  di  nevi  persistenti  sono  scomparsi 
dalla  catena  delle  Alpi.  Molti  ghiacciai  di  second'  ordine  sono  ridotti  a 
meschine  vedrette,  e  molte  vedrette  sparite.  La  fisica  dei  ghiacciai,  fondata 
in  un'epoca  di  progresso,  deve  al  presente  completarsi  con  un'altra  fisica 
affatto  diversa;  che  e  quella  del  regresso,  per  cui  le  condizioni  dei  ghiac- 
ciai sono  quasi  interamente  cambiate  da  quelle  che  erano  e  furono  descritte 
vent'anni  fa,  quando  i  nostri  ghiacciai  erano  in  aumento. 

Quale  può  essere  la  causa  di  questo  ritirarsi  dai  ghiacciai  alpini?  —  Di- 
mostra con  dati  positivi  doversi  interamente  escludere  l' idea  che  esso  dipenda 
dalle  mutate  condizioni  di  temperatura.  Risulta  invece  da  altri  dati  egual- 
mente positivi,  che  l'attuale  regresso  dei  ghiacciai  alpini  deve  attribuirsi 
a  considerevole  diminuzione  della  quantità  dei  vapori  atmosferici,  destinati 
a  concentrarsi  in  neve  per  dare  alimento  ai  ghiacciai.  Risulta  per  esempio 
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dalle  osservazioni  meteorologiche  registrate  alla  Specola  di  Milano  che  tra 
il  1312  e  il  1827  furono  154  i  giorni  di  neve,  mentre  in  un  perìodo  pari 
d'anni  15,  tra  il  1861  e  il  1876,  i  giorni  di  neve  non  furono  che  105,  veri- 
ficandosi cosi  quasi  un  terzo  in  più  per  il  periodo  di  progresso  e  in  meno 
per  quello  del  regresso  dei  ghiacciai  delle  Alpi.  I  suoi  studii  sull'epoca 
glaciale  hanno  del  resto  già  condotto  Fautore  a  ritenere  come  dimostrato 
in  tesi  generale,  che  un  clima  umido  e  caldo  è  quanto  v'ha  di  meglio  per 
favorire  lo  sviluppo  delle  nevi  e  dei  ghiacci;  mentre  ad  esso  sommamente 
sfavorevole  torna  e  tornò  sempre  un  clima  secco  e  freddo.  Questa  tesi  è 
sostenuta  colla  enumerazione  di  moltissimi  fatti  raccolti  entrai  domimi  della 
geologia  e  della  fisica  terrestre. 

Conclude  esortando  i  geologi  a  non  cercare  troppo  lontano  le  cause  che 
hanno  potuto  alterare  cosi  profondamente  la  climatologia  del  globo  durante 
le  epoche  geologiche,  mentre  possono  trovarle  più  presso  e  con  maggiore 
certezza  in  quelle  variazioni  meteorologiche  secolari ,  ignote  ancora  nella 
causa,  ma  certe  nell' efletto,  a  cui  va  soggetta  attualmente  la  superficie  del 
globo.  Finisce  col  dire,  nello  studio  delle  scienze  naturali,  in  quello  speci- 
almente dei  diversi  rami  della  fisica  terrestre,  doversi  aggiungere  all'  osser- 
vazione ed  all'esperienza  un  terzo  elemento  analitico, bisognoso  di  studii 
più  profondi  e  capace  di  più  vaste  applicazioni ,  cioè  la  storia,  la  quale 
allarga  di  molto  le  basi  dell'una  e  dell'altra. 

De  Rossi  prof.  M.  S.  -  Presentazione  di  opuscoli. 

Il  segretario  presentò  per  parte  del  socio  corrispondente  sig.  cav.  avv. 
Cornelio  De  Simoni  le  seguenti  pubblicazioni  :  Actes  passès  en  1271,  1274 
et  I27fr  à  f  Aìas  {petit  Armenie)  et  à  Beyrouth  par-devant  des  notaires 
ge'nois  :  —  Lo  studio  della  storia  in  relazione  alla  fai  co  Ita  di  filosofia  e 
di  lettere.  E  da  parte  del  eh.  sig.  C.  le  Paige  i  seguenti  opuscoli:  Be- 
rne rkungen  ùber  cubische  Jnvolutionen  —  Note  sur  la  théorie  des  po- 
laires.  —  Note  sur  la  théorie  des  polaires  dans  les  courbes  géometriques 
—  Sur  une  propriété  des  formes  trilinéaires  —  Sur  les  formes  trilinéaires . 

COMUNICAZIONI  DEL  SEGRETARIO 

1.  Essendo  questa  sessione  la  prima  tenuta  nella  nuova  residenza  stabilita 
dalla  munificenza  del  S.  Padre  per  le  tre  Accademie  riunite  dell'  Arcadia, 
della  Pontificia  Romana  d'Archeologia,  e  della  Pontificia  de* Nuovi  Lincei, 
venne  dal  segretario  comunicato  tutto  ciò  che  concerne  gli  accordi  presi 
ed  i  regolamenti  stabiliti  relativamente  all'uso  dei  locali  ed  a  quanto  altro 
si  riferisce  al  fatto  della  riunione  di  residenza.  Principalmente  riferì  le  con- 
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venzioni  fatte  per  la  istituzione  di  un  comune  gabinetto  di  lettura  alimen- 
tato dalle  biblioteche  delle  tre  accademie. 

2.  Riferì  quindi  la  lusinghiera  accoglienza  e  le  parole  d' incoraggiamento 
avute  dal  S.  Padre  a  favore  dell'Accademia  nell'  udienza  che  si  benignò  ac- 
cordare al  Presidente  ed  al  Comitato  Accademico  per  la  presentazione  dei 
volumi  XXXIII  e  XXXIV  degli  Atti  Accademici. 

3.  Presentò  i  documenti  concernenti  l'approvazione  Sovrana  delle  nomine 
degli  ufficiali  accademici  fatte  nella  passata  sessione  del  24  Aprile. 

4.  A  nome  di  S.  E.  Rma  Mons.  Schiaffino»  il  segretario  distribuì  un  opu- 
scolo, nel  quale  viene  data  relazione  della  riunione  fatta  dal  S.  Padre  in  una 
sola  residenza  delle  tre  suddette  Accademie,  unitamente  ad  un  cenno  storico 
di  ciascuna  di  esse. 

GOMITATO  SEGRETO 

Adunatasi  l'Accademia  in  Comitato  segreto  per  l'elezione  di  alcuni  nuovi 
soci,  vennero  eletti  a  soci  corrispondenti  italiani  il  Prof.  D.  Simone  Medi- 
chini,  prof.  D.  Serafino  Balestra,  Prof.  Carlo  Bruno,  P.  Giovanni  Egidi  :  a 
soci  corrispondenti  stranieri  il  prof.  Adolfo  Cerles,  il  prof.  E.  Catalan,  e 
il  prof.  C.  Le  Paige  ;  a  soci  aggiunti  il  prof.  D.  Francesco  Santovetti  e  il 
prof.  D.  Giuseppe  Buti. 

SOCI  PRESENTI  A  QUESTA  SESSIONE 

Ordinari  :  Conte  Ab.  F.  Castracaue,  Presidente.  -  Comm.  A.  Cialdi.  — 
P.  F.  S.  Provenzali.  -  Comm.  C.  Descemet.  -  Cav.  P.  Sabatucci.  -  Prof. 
G.  Tancioni.  -  Prof.  V.  De  Rossi  Re.  -  Monsig.  F.  Regnarli.  -  Prof.  M. 
Azzarelli.  -  P.  G.  S.  Ferrari.  -  Dott.  M.  Lanzi.  -  P.  G.  Foglini.  -  P.  F. 
Ciampi.  -  Prof.  A.  Statuti.  -  Dott.  D.  Colapietro.  -  P.  G.  Lais. 

Onorari  :  D.  S.  Vespasiani.  -  Prof.  F.  Massi. 

Aggiunti  :  Prof.  G.  Tuccimei.  -  Prof.  E.  Persiani.  -  Prof.  0.  Persiani.  - 
Prof.  E.  De  Rossi. 

Corrispondenti  :  Prof .  D.  A.  Stopparli.  Prof.  D.  I.  Galli.  -  P.  G.  Gagliardi. 
Ing.  A.  De  Andreis. 

Onorò  di  sua  presenza  questa  sessione  S.  E.  Rma  il  sig.  Card.  Camillo 
Di  Pietro  Camerlengo  di  S.  R.  C.  Protettore  dell'Accademia. 


La  seduta  aperta  alle  ore  5  5  p.  venne  chiusa  alle  ore  75  p. 
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